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В данной заметке представлены аналоги хоро�
шо известных с 30�х годов прошлого века в “клас�
сической” квадратично нелинейной акустике
спектральных решений Фубини и Фея [1, 2] для
случая уравнений нелинейной акустики с кубич�
ной нелинейностью, которые все шире входят в
практику использования в связи с решаемыми за�
дачами твердотельной акустики. 

Отметим, что процесс “освоения” уравнений с
кубичной нелинейностью соответствует тому пу�
ти, по которому развивалась и “классическая” не�
линейная акустика. Работа [3] положила начало
исследованию кубично�нелинейных аналогов
уравнения волны Римана и уравнения Бюргерса,
что было продолжено в [4]. Уравнение типа Хох�
лова–Заболотской (и Хохлова–Заболотской–
Кузнецова) с кубичной нелинейностью было вве�
дено в рассмотрение в работах [5, 6], затем его
изучение в общетеоретическом плане продолже�
но в [4, 7] и сейчас оно все шире используется для
решения конкретных задач твердотельной аку�
стики [8, 9]. Однако до сих пор все внимание было
обращено на теоретический анализ и получение
аналитических соотношений для описания ку�
бично�нелинейной трансформации профиля во
временном представлении [3–7]. Какие�либо
аналитические решения для спектрального пред�
ставления этого процесса трансформации отсут�
ствуют. Более того, необходимость иметь пред�
ставление о соответствующих спектрах заставляет
численно решать эту задачу даже для простейших
кубично�нелинейных уравнений (см. [8]). 

Представим некоторые аналитические резуль�
таты для отсутствующих спектральных представ�

лений, что является актуальным в свете вышеска�
занного.

Рассмотрим безразмерный вариант уравнения
волн Римана (уравнения простых волн) с кубич�
ной нелинейностью

. (1)

Его записанное в неявном виде решение для
начального синусоидального профиля плоской
волны

(2)

описывает трансформацию этого профиля в зави�
симости от координаты ; представление о харак�
тере изменения профиля дает рис. 1 (см. также [3]). 

Вычислим спектральное представление реше�
ния (2). Из рис. 1 видно, что изменяемый про�
филь синусоиды описывается периодической
функцией, не являющейся ни четной, ни нечет�
ной (в отличие от нечетного вида трансформации
в квадратично нелинейной среде). Поэтому соот�
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ветствующий тригонометрический ряд Фурье бу�
дет содержать и синусы и косинусы 

(3)

при нулевом среднем значении функции. Кроме
того, специальный вид функции  с ее отрица�
тельной частью, повторяющей положительную
часть со сдвигом на полпериода, обосновывает
(см. дальнейшие вычисления) наличие в пред�
ставлении (3) гармоник только с нечетными но�
мерами. 

Отметим, что спектральное представление ре�
шения (2) справедливо при тех значениях , где
функция (2) остается однозначной, а именно при

. 
Следующая последовательность равенств при�

водит к вычислению коэффициентов в Фурье
представлении (3). Начальные преобразования
аналогичны вычислению спектра в решении Фу�
бини

(4)

Учитывая нулевое значение первого слагаемого в
правой части (4) при подстановке по периоду, для
оставшегося интеграла используем следующее
соотношение

(5)

Разбиение в (5) интеграла на сумму двух инте�
гралов по полупериодам показывает следующее:
если в первом из них ввести новую переменную
интегрирования , то он будет равен вто�
рому, но с минусом при четных  и с плюсом при
нечетных . Таким образом, заключительное ин�
тегральное выражение в (5) является ненулевым
только для нечетных номеров гармоник. При

∞

=

θ = θ + θ∑
1

( , ) ( ( )sin ( )cos )n n

n

V z A z n B z n

V

z

< 1z

π

−π

π

−π

= θ − θ θ =
π

=− θ − θ +
π

+ ξ + ξ ξ
π

ξ = θ − = ξ θ = ξ + ξ

∫

∫

2

2

2

2 2

1 sin( )sin( )

1 sin( )cos( )

1 cos( sin ) sin ,

, sin , sin .

n

T

A zV n d

zV n
n

n nz d
n

zV V z

2

0

0

0

1 cos( sin )cos

2 cos( (1 cos2 ))cos ,
2

2 1.

nA n nz d
n

nzn d
n

n k

π

−π

π

−π

π

= ξ + ξ ξ ξ =
π

= + =

= × ξ + − ξ ξ ξ
π

= +

∫

∫ ∫

∫

ξ = ξ + π'
n

n

дальнейшем преобразовании выражения (5) по�
следовательно используются формулы произведе�
ния тригонометрических функций, замена пере�
менной интегрирования  и формулы
для тригонометрических функций от суммы/раз�
ности аргументов. В результате этого получается
сумма следующих двух выражений, различаю�
щихся знаками “+” и “–” (т.е. в целом – сумма
четырех слагаемых):

 (6)

Для интегралов, входящих в (6), с использовани�
ем новой переменной интегрирования 
легко установить равенство при следующих ча�
стичных интервалах интегрирования

, 

которое позволяет во всех интегралах в (6) заме�
нить интервал интегрирования на . От�
сюда следует равенство нулю последних интегра�
лов в (6) в силу нечетности их подынтегрального
выражения. Первые интегралы в (6) являются хо�
рошо известным интегральным представлением
функции Бесселя первого рода  [10, 11]. По�
лученные результаты для (6) с учетом начала (5)
общей цепочки равенств дают явное выражение
для коэффициентов ряда Фурье

(7)

Вычисление коэффициентов  в (3) прово�
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представить в виде

(9)

где

(9')

Используя (9) в полном разложении в ряд Фурье
(3) решения (2) кубично нелинейного уравнения
волны Римана, можно перейти к последователь�
ности амплитуд гармоник и соответствующим
сдвигам фаз

(10)

где

, (10')

Напомним, что в соотношениях (9)–(10) необхо�
димо полагать .

Функции и  характеризуют искомые
спектральные составляющие решения (2) на рас�
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Наглядное представление о развитии с рассто�
янием  найденного спектра (10) волнового про�
филя (2) дает рис. 2 (в более мелком (а) и более
крупном масштабе (б)), где для сравнения также
показаны соответствующие зависимости (пунк�
тир) амплитуд гармоник с теми же номерами для
хорошо известного и упомянутого выше спек�
трального представления Фубини [1]

(11)

решения , традиционного для
квадратично нелинейной акустики уравнения
волны Римана. 

Изменение с расстоянием сдвига фаз гармо�
ник  (см. (10), (10')) иллюстрируется рисун�
ком 3.

Отметим интересный “побочный” математи�
ческий результат, связанный с тем, что трансфор�
мируемый при изменении  временной профиль
(см. рис. 1) при  всегда имеет нулевое значе�
ние функции ; через представление в виде ряда
(3), (8) это приводит к следующему соотношению

(12)
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Рис. 2. Зависимости спектральных амплитуд (сплошные линии) решения (2) от расстояния  (до образования разрыва):
(а) в сравнении с изменением основной гармоники, (б) без основной гармоники (более крупный масштаб). Пункти�
ром для сравнения показаны зависимости от  амплитуд гармоник с теми же номерами для спектрального решения
Фубини (11).
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В равенстве (12)  явно представлено требуе�
мыми нечетными значениями . Отметим
нетривиальность равенства (12), заключающуюся
в том, что, во�первых, из справочной литературы
[11, 12] неизвестны явные соотношения между
членами правого и левого ряда, а во�вторых, ра�
венство (12) справедливо только при  (под�
тверждено численной проверкой), т.е. два функ�
циональных ряда в (12) с однозначными членами
представляют одну и ту же функцию только на
определенном интервале значений . 

Возвращаясь к вопросу о спектральном пред�
ставлении решения (2), отметим, что на достаточ�
но больших расстояниях , на которых полно�
стью формируются ударные фронты (разрывы)
волнового профиля, сам этот профиль приобрета�
ет определенный асимптотически самоподобный
вид, который с ростом  сохраняется при умень�
шающейся характерной “амплитуде”, определяе�
мой пиковым значением. Этот самоподобный
профиль имеет вид “трапециевидной пилы” [3]
(см. рис. 4) в отличие от “пилы с треугольными
зубцами” в классической квадратично�нелиней�

n
+2 1k

< 1.3z

z

z

z

ной акустике. К тому же, “трапециевидная пила” с
изменением расстояния изменяет свою начальную
фазу (сдвигается вдоль временной оси).

В [3] найдено представление асимптотическо�
го по отношению к (2) при  профиля в следу�
ющем неявном виде 

, (13)

где , , b =
= . Знак “+” соответствует первому по�
лупериоду (например, при ), знак “–” –
второму полупериоду при . Функция
асимптотически самоподобного профиля  за�
дается в следующем неявном виде

, (14)

причем для первого полупериода , ,
для второго полупериода ,  и т.д.;
например, для второго полупериода с учетом яв�
ного выражения для  имеем

. 

В соответствии с полным решением (13) профиль
первого полупериода отражается на втором полу�
периоде в отрицательную область относительно
временной оси. Далее все периодически повторя�
ется со сдвигом по временной оси. 

Отметим, что найденную в [3] и приведенную
здесь асимптотику можно получить как соответ�
ствующее аналитическое решение уравнения (1)
при использовании анзаца самоподобного про�
филя [4].

Вычислим спектральное представление асимп�
тотического самоподобного решения (13), (14)
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При записи последнего интеграла (15') учтен спе�
циальный вид симметрии асимптотического про�
филя (по аналогии с интегралом (5) и пояснением
к нему).
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Обозначая , запишем неявную функ�
цию  согласно (14) при  в виде

, (16)

где , .

Используя (16) при вычислении последнего
интеграла (15') по частям (аналогично (4)), полу�
чаем

(17)

где  – неполная гамма�

функция (см. [10], 1.3.2.3), выражение для  см. в
(13), выражение для  приведено в (16).

Машинное вычисление комплексных значе�
ний выражения в квадратных скобках в (17) при
разных номерах  дает амплитуды гармо�
ник через модули  (с той же зависимо�
стью от расстояния, что и в (17)) асимптотическо�
го “самоподобного” профиля (13). Приведем ре�
зультат для первых амплитуд гармоник:

(18)

На рис. 5 показано сопоставление спектров (в ви�
де спектральных амплитуд) трансформируемого с
расстоянием решения (2) на начальной стадии
(до образования разрыва, ) в соответствии с
выражением  (см. (9')) и на стадии ( )
асимптотически самоподобного профиля (13),
(14) в виде “трапециевидной пилы”, для которого
спектральные амплитуды (18) находятся из (17).

Полезно провести сравнение амплитуд гармо�
ник  (18) с аналогичными характеристиками ,
получающимися из предельного “безвязкостно�
го” спектрального решения Фея [2]
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для асимптотического профиля “обычной пилы”
в квадратично нелинейной акустике:

(19)

Из (18) и (19) видно, что, начиная с любого “разум�
ного” расстояния (например, ), амплитуды
гармоник (19) меньше соответствующих гармоник
(18) и убывают более быстро с расстоянием.

Аналогично имеющемуся точному представ�
лению упоминавшейся “пилы” в квадратично не�
линейной акустике, полезно иметь хотя бы при�
ближенное явное выражение для “пилы” (13) в
кубично�нелинейном случае. Записывая (14) при

 относительно  и разлагая в степен�
ной ряд до квадратичного слагаемого функцию
логарифма от u/4 при условии , получим
квадратичную зависимость, которая позволяет
определить явную функцию . Однако такое
действие не дает нужные значения одновремен�
но на обоих концах интервала, а именно
( ) и ( ). Для устранения
этого несоответствия воспользуемся общим ви�
дом полученной квадратичной аппроксимации

, в которой неизвестные коэффи�
циенты найдем из вышеприведенных краевых
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Рис. 5. Общая картина зависимости спектральных
амплитуд от расстояния  для волнового профиля (2)
на начальном этапе его трансформации  (см. (9'))
и на стадии образования “трапециевидной пилы” при

 (см. (18)).
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значений с добавлением значения производной

. Это дает ,

(20)

а в соответствии с (13) получаем явное аппрок�
симирующее выражение для “трапециевидной
пилы”

(21)

Первый интервал соответствует верхнему, а вто�
рой – нижнему знаку в формуле (21). Точность
полученной явной аппроксимации неявного ре�
шения (13), (14) характеризует рис. 6, где изобра�

жены графики функции  в соответ�
ствии с точным неявным выражением (14)
(сплошная линия) и с явной аппроксимирующей
функцией (21) (пунктирная линия).

В заключение отметим, что, несмотря на про�
стой вид исходного уравнения (1) и его решения
(2), неявная форма последнего приводит к срав�
нительно трудоемкой процедуре получения его
спектрального представления. В работе получены
аналитические выражения для спектральных ха�

( )
=
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0
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d
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ас
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рактеристик простой волны в кубично�нелиней�
ной среде как на стадии ее трансформации из си�
нусоидальной формы до образования разрывов в
профиле, так и асимптотически самоподобного
профиля в виде “трапециевидной пилы”. В раз�
витие этих результатов полезно получение каких�
либо спектральных представлений для кубично�
нелинейной пучковой акустики с использовани�
ем, например, аналитических решений [7] в па�
раксиальной области.
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