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В рамках обобщенного уравнения Бюргерса для стратифицированной атмосферы построены аналитические решения для 
периодического и импульсного сигналов. Проанализировано влияние изменения температуры атмосферы от высоты на 
характер распространения интенсивных сигналов. Показано, что в условиях реальной атмосферы и для характерных па-
раметров акустических сигналов возникают благоприятные условия для проявления эффекта «замораживания» профиля – 
резкое увеличение температуры приводит к заметному замедлению темпов эволюции волны и проявления как нелинейных, 
так и диссипативных эффектов, и, в итоге, к распространению импульса на большие высоты по сравнению с изотермиче-
ским случаем. Получено аналитическое решение для дифрагирующих пучков в параксиальном приближении. Развиты мето-
ды нелинейной геометрической акустики применительно к пространственно-модулированным волнам в стратифициро-
ванной атмосфере. 
 

В данной работе исследовано искажение профилей интенсивных акустических сигналов, распро-
страняющихся в атмосфере. Эта задача интересна, например, в связи с воздействием на ионосферу аку-
стических возмущений, возникающих при различных сейсмических и мощных техногенных процессах, в 
основном, землетрясениях и взрывах. Этой проблеме посвящено достаточно большое число работ. Отме-
тим работу [1], где приведено обобщенное уравнение Бюргерса для вязкой стратифицированной среды, а 
так же [2], содержащую достаточно полный обзор по данной тематике. 

Как показано в работе [1,3], систему одномерных уравнений гидродинамики, в которых введены 
стандартные обозначения: 0ρ  — равновесная плотность, η  — коэффициент вязкости, c  — скорость зву-
ка, координата z  направлена вверх, w  — вертикальная компонента колебательной скорости, можно све-
сти к обобщенному уравнению Бюргерса: 

,1 2

2

0 θθ ∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+Γ=

∂
∂

−
∂
∂ V

s
sVV

s
V  (1) 

где ( ) 02exp wHzwV −=  — безразмерная скорость, ( )( ) nlHzHs σ12exp2 −=  — безразмерная координата, 

( ) 0τθ ∫−= cdzt , nlHs σ20 = , 2
0

3
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2
0 wcnl ετσ =  — характерная нелинейная длина. 

При этом 0w  и 0τ  характеризуют начальный сигнал, а 00ρ  и 0c  обозначают равновесную плотность и 
скорость звука на уровне моря. 

С помощью сшивания внутреннего и внешнего решений, а так же с помощью использования ав-
томодельного решения [4] были получены решения этого уравнения для периодического сигнала: 

sss
V

+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Ξ

∆+Γ+
=

1)1(2
th

1
θπθπ  (2а) 

и для импульсного: 
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где введено обозначение ( ).1 0ss+=∆  Отметим, что множитель ( )( ) 21811 0ss+Γ++=Ξ  появляется 
при использовании автомодельного решения в качестве внутреннего и значительно уточняет профиль. Из-
за особенностей процедуры сшивания решений величина и скорость смещения импульсного сигнала ока-
зываются завышенными. Это можно скорректировать, сместив точку сшивания из середины ударного 
фронта на его полуширину DΓ∆=δθ . В этом случае аргумент тангенса в (2б) принимает вид: 

( ) .2Γ∆+Ξ ∫ dsDD θ  

 Теперь учтем неоднородность распределения температуры. Она влияет, прежде всего, на высоту стан-
дартной атмосферы, которая теперь зависит от координаты, это приводит к более сложному распределе-
нию плотности. Кроме того, от температуры зависит скорость звука и коэффициент вязкости. С учетом 
этого обобщенное уравнение Бюргерса принимает вид: 

( ) ,1

2
112

2
11

1
2

2

00

0

0
3
000

00

0
2
0

0

θ
σ

τρ
η

θτ
ε

σ ∂
′∂

+′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
=

∂
′∂′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
−
′∂
′∂ V

z
T

TH

TT
c

VV

z
T

TH
c

uV  
(3) 

где ( ) ,]42exp[ 000 wdzTHTTdzdTwV ∫ −=′  1dz11
2
1exp 0

0

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

−=′ ∫ z
c

cx
ρ

ρ
σ .  

Для анализа этого уравнения необходимо вводить конкретный вид зависимости температуры от высоты. В 
случае линейной зависимости ( )00 1)( zzTzT +=  это уравнение удается свести к такому: 
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где ,0zss ′=′  ( ),142
0

000 +−Γ=Γ′ zHHT  ( ).21 000 zHss −=′  Вид этого уравнения совпадает с (1) за исклю-
чением степени при множителе в правой части, однако, решения вида (2а) и (2б) могут быть записаны для 
произвольной функции ,∆  поэтому заменив в (2а) и (2б) переменные без штриха на штрихованные и при-

няв ( )( ) ( )HzHzss −++′′=∆ 00 22
0 1  мы получаем решения уравнения (4). 

На малых высотах до образования разрыва приемлемо пренебречь вязкостью. Тогда уравнение 
простых волн для неизотермической стратифицированной атмосферы имеет неявное решение: 
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В сравнении с изотермическим случаем на рис.1 видно, что темпы как нелинейного искажения, так и рос-
та из-за стратификации ускоряются. Это связано с тем, что при уменьшении температуры, что характерно 
для приземного слоя, все эффекты усиливаются. Напротив, при увеличении температуры, что наблюдает-
ся в верхних слоях атмосферы, эффекты будут ослабевать, что приведет к «замораживанию» профиля. 

 
Рис. 1. Один период изначально синусоидального сигнала на разных высотах для случаев изотермической и 
реальной атмосферы с распределением температуры, описываемой с большой точностью до высот порядка 

50 км формулой: ( ) 1280106108.11035.1)( 327312
0 +×−×+×−= −−− zzzTzT  

 

Для анализа эффекта «замораживания» уравнение (3) удобно переписать в виде: 
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Сравним на рис. 2 поведение профилей для разных моделей роста температуры: плавного 
( )[ ]1350002th230 −+= zTT  и скачкообразного  ( )[ ]13500032th230 −+= zTT .  

 Отметим, что при постоянной температуре затухание сигнала происходит на гораздо меньших высотах, 
чем в неизотермических случаях. Это связано с тем, что перед всей правой частью уравнения (6) стоит 
множитель 1/Т, т.е. при увеличении температуры действие всех эффектов уменьшается и профиль «замо-
раживается», становясь квазистационарным. Для температуры реальной атмосферы характерен значи-
тельный рост на высотах больших 100 км, по сравнению с которым можно пренебречь колебаниями тем-
пературы в более низких слоях.  
 Кроме того, при росте температуры амплитуда сигнала уменьшается, что видно на рис. 2, это связано с 
наличием в уравнении члена, содержащего градиент температуры. Интересно, что если этот градиент 
меньше критического (случай плавного роста), то стратификация будет частично компенсировать убыль 
амплитуды, и она останется порядка предельной, но при большом градиенте (случай скачкообразного рос-
та) произойдет значительное уменьшение амплитуды, которая не успеет опять выйти на предельный уро-
вень из-за эффекта «замораживания» и вязкостного затухания. Для реальной атмосферы критический гра-
диент К/м.1312 00 ≈=∂∂ HTzT  

 
Рис. 2. Эволюция одного периода изначально синусоидального сигнала для разных моделей температурной 

неоднородности  
Для учета дифракции выведем из системы гидродинамических уравнений нелинейное трехмерное 

уравнение для вертикальной компоненты колебательной скорости для идеальной неоднородной среды и 
перейдем к 0czt −=τ : 

.
22

1 0
2
00

wcww
c

w
Hzz

ww
с ⊥∆=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

τµ
εζµ

τ
ζ

τ
 (7) 

Это уравнение типа Хохлова-Заболотской, в котором мы учли и физическую и геометрическую нелиней-
ность, введя коэффициент ε . Здесь ( ))(2111 2

0
2 zcc µς+= . 

В приближении нелинейной геометрической акустики можно получить решение этого уравнения, 
аддитивно добавив вязкость в уравнение переноса: 
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σ  — распределение амплитуды по ,r   

0R  — фокусное расстояние, [ ]( ),12exp 00 RzHz −=∆′ a  — начальный поперечный размер пучка. 
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Из лучевой картины, изображен-
ной на рис. 3, видно, что в параксиальной 
области ход лучей слабо отличается от 
прямолинейного, поэтому решение в этой 
области без учета неизотермичности 
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Рис. 3. Лучевая картина для реального распределения темпера-
туры в атмосфере 

где ,arR =  .2)(Ф 2 TssVθT 2
0 −+=  

Отметим, что в случае однородной среды решение переходит в полученное в книге [5], но при  
конечном значении 0s  коэффициент перед 2Ф  растет значительно медленнее, чем в однородной среде, 
поэтому дифракционные эффекты проявляются слабее, чем, например, нелинейные. Это отображено на 
рис. 4, т.о. фокусировка в стратифицированной среде слабее, чем в однородной. 

Рис. 4. Искажение профиля на оси из-за дифракции и стратификации при 1=N . Кривая 1 соответствует 
нестратифицированной среде ,0 ∞→s , кривая 2 — стратифицированной .18,00 =s   

Работа поддержана грантами программы Президента РФ поддержки ведущих научных школ 
(грант НШ-4590.2010.2) и РФФИ (грант 09-02-00925-а). 
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