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1. Ç‚Â‰ÂÌËÂ

 

å‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÏÓ‰ÂÎË ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÔÓˆÂÒ-
ÒÓ‚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Ó·˘Ëı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÈ
(“ËÁ ÔÂ‚˚ı ÔËÌˆËÔÓ‚”), ˜‡ÒÚÓ ËÏÂ˛Ú Ó˜ÂÌ¸
ÒÎÓÊÌ˚È ‚Ë‰. èËÏÂ‡ÏË ÏÓ„ÛÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ÒËÒÚÂ-
Ï˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÂı‡ÌËÍË ÒÔÎÓ¯Ì˚ı ÒÂ‰ ËÎË ˝ÎÂ-
ÍÚÓ‰ËÌ‡ÏËÍË, ÍÓÚÓ˚Â Ó˜ÂÌ¸ ÚÛ‰ÌÓ Â¯‡Ú¸ ‚
Ó·˘ÂÏ ‚Ë‰Â Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍËı
Ë ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚, ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ÍÓ„‰‡ ÌÛÊÌÓ
Û˜ÂÒÚ¸ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸, ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÒÚ¸, Ì‡ÒÎÂ‰ÒÚ-
‚ÂÌÌ˚Â Ë ‰Û„ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Â‡Î¸ÌÓÈ ÒÂ‰˚. ÖÒÚÂ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ÛÔÓ˘‡Ú¸ ÏÓ‰ÂÎ¸-
Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl, Û˜ËÚ˚‚‡fl ÒÔÂˆËÙËÍÛ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ
Á‡‰‡˜Ë. ä‡ÊÂÚÒfl Ó˜Â‚Ë‰Ì˚Ï, ˜ÚÓ ‰Îfl ·ÓÎÂÂ ÔÓ-
ÒÚ˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÎÂ„˜Â ÔÓ‰˚ÒÍ‡Ú¸ ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ËÈ ÏÂ-
ÚÓ‰ Â¯ÂÌËfl. ìÔÓ˘ÂÌËÂ ‰ÓÒÚË„‡ÂÚÒfl Á‡ Ò˜ÂÚ ‡·-
ÒÚ‡„ËÓ‚‡ÌËfl ÓÚ ÏÂÌÂÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‰ÂÚ‡ÎÂÈ
fl‚ÎÂÌËfl Ë ÙÓÍÛÒËÓ‚ÍË ‚ÌËÏ‡ÌËfl Ì‡ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ
‚‡ÊÌ˚ı Â„Ó Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ı. ÉÎÛ·ÓÍÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ Ë‰ÂÈ,
ÎÂÊ‡˘Ëı ‚ ÓÒÌÓ‚Â Ú‡ÍÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡, ‰‡ÌÓ Ä.Ä. ÄÌ-
‰ÓÌÓ‚˚Ï, Ä.Ä. ÇËÚÚÓÏ Ë ë.ù. ï‡ÈÍËÌ˚Ï ‚ Ëı
ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ ÏÓÌÓ„‡ÙËË ÔÓ ÚÂÓËË ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ
[1]. àÒÚÓË˜ÂÒÍË ‚‡ÊÌ˚Ï ÔËÏÂÓÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡-
ÌËfl ˝ÚËı Ë‰ÂÈ ‚ ÚÂÓËË ‚ÓÎÌ ÒÎÛÊËÚ ‡Á‚ËÚËÂ ê.Ç.
ïÓıÎÓ‚˚Ï [2] ÏÂÚÓ‰‡ ÏÂ‰ÎÂÌÌÓ ËÁÏÂÌfl˛˘Â„ÓÒfl
ÔÓÙËÎfl [3] , ÔÓÁ‚ÓÎË‚¯Â„Ó ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ‡Ò¯Ë-
ËÚ¸ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÌÂ-
ÎËÌÂÈÌ˚ı ‚ÓÎÌÓ‚˚ı Á‡‰‡˜ [4] .

ä‡Á‡ÎÓÒ¸ ·˚, ËÌÓÈ ÔÛÚ¸ – ÛÒÎÓÊÌÂÌËÂ ÏÓ‰ÂÎË Ò
ˆÂÎ¸˛ ÓÚ˚ÒÍ‡ÌËfl Â¯ÂÌËÈ ËÌÚÂÂÒÛ˛˘ÂÈ Ì‡Ò ·Ó-
ÎÂÂ ÔÓÒÚÓÈ Á‡‰‡˜Ë – ÎÓ„Ë˜ÂÒÍË ‡·ÒÛ‰ÂÌ. íÂÏ ÌÂ
ÏÂÌÂÂ, ËÌÓ„‰‡ ÒÎÓÊÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ‡Ì‡ÎËÁËÛÂÚÒfl

ÔÓ˘Â. àÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ‚ ‡ÍÛÒÚËÍÂ ÔËÏÂÓÏ Ú‡ÍÓ„Ó
“ÔÓÎÂÁÌÓ„Ó ÛÒÎÓÊÌÂÌËfl” ÒÎÛÊËÚ Û‡‚ÌÂÌËÂ Å˛-
„ÂÒ‡ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [4] Ë ÔËÌflÚ˚Â Ú‡Ï Ó·ÓÁÌ‡-
˜ÂÌËfl):

ÑÓ·‡‚ÎÂÌËÂ ‚ Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ “‚flÁÍÓ„Ó” ˜ÎÂÌ‡, ÔÓ-
ÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚˚Ò¯ÂÈ (‚ÚÓÓÈ) ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ,
Û‰Ë‚ËÚÂÎ¸Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ÌÂ ÛÒÎÓÊÌflÂÚ ËÒıÓ‰ÌÓÂ
Û‡‚ÌÂÌËÂ ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡, ‡ Ì‡ÔÓÚË‚, ‰‡ÂÚ ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓÒÚ¸ Â¯ËÚ¸ Á‡‰‡˜Û. ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ Å˛„ÂÒ‡ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl

Û‰‡ÂÚÒfl ÎËÌÂ‡ËÁÓ‚‡Ú¸ Ë Ò‚ÂÒÚË Í Û‡‚ÌÂÌË˛ ÚÂÔ-
ÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË ‰Îfl 

 

U

 

. á‡ÚÂÏ ÏÓÊÌÓ ÒÓ‚Â¯ËÚ¸
ÔÂ‰ÂÎ¸Ì˚È ÔÂÂıÓ‰ 

 

Γ

 

  0 Ë ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÙËÁË˜ÂÒ-
ÍË ÍÓÂÍÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ Á‡‰‡˜Ë
‰Îfl “ÌÂ‚flÁÍÓÈ” ÒÂ‰˚.

ùÚÓÚ ÔËÏÂ, ÍÓÌÂ˜ÌÓ, ÒÎÛ˜‡ÂÌ Ë ÌÂ ‰‡ÂÚ Ó·˘Â-
„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡. é‰Ì‡ÍÓ ÓÔ˚Ú „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡-
ˆËË ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ,
˜ÚÓ Ó˜ÂÌ¸ ˜‡ÒÚÓ ÛÒÎÓÊÌÂÌËÂ ÏÓ‰ÂÎË Ó·Ó„‡˘‡ÂÚ
ÂÂ ÌÓ‚˚ÏË ÒËÏÏÂÚËflÏË. ç‡ÔÓÚË‚, ÛÔÓ˘ÂÌËÂ
ÏÓÊÂÚ ÔË‚ÂÒÚË Í ÔÓÚÂÂ fl‰‡ Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÒËÏÏÂÚ-
ËË, ÔËÒÛ˘Ëı ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÈ ÏÓ‰ÂÎË, Ë Í ÛÚ‡ÚÂ
ÙËÁË˜ÂÒÍË ‚‡ÊÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ.

ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, Â„ÛÎflÌ˚Ï Ë ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚Ï
ÏÂÚÓ‰ÓÏ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ÒËÏÏÂÚËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÂÓËfl
ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ı „ÛÔÔ ãË [5, 6]. í‡‰ËˆËÓÌÌ˚È ÔÛÚ¸
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èËÌˆËÔ ‡ÔËÓÌÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÒËÏÏÂÚËÈ 
‚ ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‚ÓÎÌ
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ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl „ÛÔÔ ãË ‰Îfl ÓÚ˚ÒÍ‡ÌËfl ‡Ì‡ÎËÚË-
˜ÂÒÍËı Â¯ÂÌËÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ
ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ. ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÍÓÌÍÂÚ-
Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ËÎË ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ. ÑÎfl ÌËı
‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl „ÛÔÔ˚ ÒËÏÏÂÚËË. á‡ÚÂÏ ˝ÚË „ÛÔ-
Ô˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl ˜‡ÒÚÌ˚ı ÚÓ˜-
Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ, Á‡ÍÓÌÓ‚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl, ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚.
ÅÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌÓÈ Ë ËÌÚÂÂÒÌÓÈ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ-
·ÎÂÏ‡ “„ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË” Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÒÓ-
‰ÂÊ‡˘Ëı ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚ ËÎË ÙÛÌÍˆËË.
èÓ‰ „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËÂÈ ÔÓÌËÏ‡ÂÚÒfl ‚˚-
·Ó Ú‡ÍËı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ (ÙÛÌÍˆËÈ), ÔË ÍÓÚÓÓÏ
‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÏ‡fl „ÛÔÔ‡ ·ÓÎÂÂ ¯ËÓÍ‡, ˜ÂÏ „ÛÔÔ‡
ÒËÏÏÂÚËË ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó Ó·˘Â„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl. ç‡ ˝ÚÓÏ
ÔÛÚË ÛÊÂ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Û‡‚ÌÂÌËÈ, Ó·Î‡-
‰‡˛˘Ëı ÙËÁË˜ÂÒÍË ËÌÚÂÂÒÌ˚ÏË Â¯ÂÌËflÏË
(ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [7–10]. éÔËÒ‡ÌÌ˚È ‚˚¯Â ÔÓ‰ıÓ‰
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Ì‡Á‚‡Ì ‡ÔÓÒÚÂËÓÌ˚Ï, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ
‡Ì‡ÎËÁËÛ˛ÚÒfl ‰‡ÌÌ˚Â ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ.

Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ‡·ÓÚÂ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ÔËÌˆËÔË-
‡Î¸ÌÓ ËÌÓÈ Ë ‚ÂÒ¸Ï‡ ÔÓÒÚÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰ Í ‚˚fl‚ÎÂÌË˛
ÌÓ‚˚ı ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡
‡ÁÛÏÌÓÏ ÛÒÎÓÊÌÂÌËË ‰‡ÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ·ÂÁ ÔÓÚÂË
ÂÂ ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËfl. éÒÌÓ‚ÓÈ ˝ÚÓ„Ó ÔÓ‰-
ıÓ‰‡, ÍÓÚÓ˚È Ï˚ Ì‡Á˚‚‡ÂÏ ÔËÌˆËÔÓÏ ‡ÔËÓ-
ÌÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÒËÏÏÂÚËÈ, fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÂÓÂÏ‡
ç.ï.à·‡„ËÏÓ‚‡ Ó ÔÓÂÍˆËflı „ÛÔÔ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚ-
ÌÓÒÚË (ÒÏ. ‡Á‰ÂÎ 4.2).

ÑÎfl ÎÛ˜¯Â„Ó ÔÓÌËÏ‡ÌËfl ÔÓ·ÎÂÏ˚ Ì‡˜ÌÂÏ Ò
ËÁÎÓÊÂÌËfl ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ „ÛÔÔÓ‚Ó„Ó ‡Ì‡-
ÎËÁ‡ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ‡‰‡ÔÚËÓ‚‡‚
Â„Ó Í ÏÓ‰ÂÎflÏ ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‚ÓÎÌ Ë ÌÂÎË-
ÌÂÈÌÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍË.

 

2. ä‡ÚÍÓÂ ËÁÎÓÊÂÌËÂ ÏÂÚÓ‰Ó‚ 
„ÛÔÔÓ‚Ó„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡

 

2.1. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ ÒËÏÏÂÚËÈ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı 
Û‡‚ÌÂÌËÈ

 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‚ ˜‡ÒÚ-
Ì˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡:

(1)

 

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ.

 

 ëÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸ 

 

G

 

 Ó·‡ÚËÏ˚ı
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı 

 

t

 

, 

 

x

 

, 

 

u

 

(2)

Á‡‚ËÒfl˘‡fl ÓÚ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ 

 

a

 

, Ì‡Á˚‚‡-
ÂÚÒfl Ó‰ÌÓÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ „ÛÔÔÓÈ, ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÏÓÈ
Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (1), ËÎË „ÛÔÔÓÈ ÒËÏÏÂÚËË Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (1), ÂÒÎË Û‡‚ÌÂÌËÂ (1) ÒÓı‡ÌflÂÚ Ò‚Ó˛ ÙÓÏÛ
‚ ÌÓ‚˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı , , , ‡ Ú‡ÍÊÂ ÂÒÎË 

 

G

 

 ÒÓ-

ut F t x u ux uxx, , , ,( ),
∂F

∂uxx

---------- 0.≠=

t f t x u a, , ,( ), x g t x u a, , ,( ),= =

u h t x u a, , ,( ),=

t x u

 

‰ÂÊËÚ ‚ÒÂ Ó·‡ÚÌ˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl, ÚÓÊ‰ÂÒÚ-
‚ÂÌÌÓÂ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ 

Ë ÍÓÏÔÓÁËˆËË Î˛·˚ı ‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ, ÚÓ ÂÒÚ¸

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, „ÛÔÔ‡ 

 

G

 

 ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂÏ (1), ÂÒÎË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (2) „ÛÔÔ˚ 

 

G

 

 ÔÂÂ-
‚Ó‰ËÚ Î˛·ÓÂ Â¯ÂÌËÂ 

 

u

 

 = 

 

u

 

(

 

t
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x

 

) Û‡‚ÌÂÌËfl (1) ‚ Â-
¯ÂÌËÂ  = ( , ) Û‡‚ÌÂÌËfl

(3)

„‰Â 

 

F

 

 – Ú‡ ÊÂ Ò‡Ï‡fl ÙÛÌÍˆËfl, ˜ÚÓ Ë ‚ Û‡‚ÌÂÌËË
(1).

ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓËË ãË, Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ „ÛÔÔ˚ ÒËÏ-
ÏÂÚËË 

 

G

 

 ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓ ‚˚˜ËÒÎÂÌË˛ ÂÂ ËÌÙËÌË-
ÚÂÁËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl

(4)

ÔÓÎÛ˜‡ÂÏÓ„Ó ËÁ Ó·˘Ëı ÙÓÏÛÎ (2) Ëı ‡ÁÎÓÊÂÌË-
ÂÏ ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ 

 

a

 

 Ò Û‰ÂÊ‡ÌËÂÏ
ÚÓÎ¸ÍÓ ÎËÌÂÈÌ˚ı ˜ÎÂÌÓ‚. ëÎÂ‰Ûfl ãË, Û‰Ó·ÌÓ ‚‚Â-
ÒÚË ÒËÏ‚ÓÎ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl (4) – ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸-
Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ

(5)

‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó Ì‡ Î˛·Û˛ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂ-
ÏÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ 

 

J

 

(

 

t

 

, 

 

x

 

, 

 

u

 

) ‰‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

(6)

éÔÂ‡ÚÓ (5) Ì‡Á˚‚‡˛Ú Ú‡ÍÊÂ ËÌÙËÌËÚÂÁËÏ‡Î¸-
Ì˚Ï ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ ËÎË „ÂÌÂ‡ÚÓÓÏ „ÛÔÔ˚ 

 

G

 

.
èÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (2), ÓÚ‚Â˜‡˛˘ÂÂ ÓÔÂ‡ÚÓÛ

(5), Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Í‡Í Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ ãË

(7)

Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚ÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË

é·‡ÚËÏÒfl ÚÂÔÂ¸ ÒÌÓ‚‡ Í Û‡‚ÌÂÌË˛ (3). Ç˚-
‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı , ,  ‚ Û‡‚ÌÂÌËË
(3) ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl (2),
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó Í‡Í Ó·˚˜Ì‡fl Á‡ÏÂÌ‡ ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚ı. á‡ÚÂÏ, ‡ÁÎ‡„‡fl ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ˝ÚËı ÔÓËÁ-

t t, x x, u u,= = =

t f t x u b, , ,( )≡ f t x u a b+, , ,( ),=
=

x g t x u b, , ,( )≡ g t x u a b+, , ,( ),==

u h t x u b, , ,( )≡ h t x u a b+, , ,( ).==

u u t x

ut F t x u ux uxx, , , ,( ),=

t t aτ t x u, ,( ), x x aξ t x u, ,( ),+≈+≈
u u aη t x u, ,( ),+≈

X τ t x u, ,( ) ∂
∂t
----- ξ t x u, ,( ) ∂

∂x
------ η t x u, ,( ) ∂

∂u
------,+ +=

X J( ) τ t x u, ,( )∂J
∂t
------ ξ t x u, ,( )∂J

∂x
------ η t x u, ,( )∂J

∂u
------.+ +=

d t
da
------ τ t x u, ,( ),

dx
da
------ ξ t x u, ,( ),= =

du
da
------ η t x u, ,( )=

t
a 0= t, x

a 0= x, u
a 0= u.= = =

ut ux uxx
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èËÌˆËÔ ‡ÔËÓÌÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÒËÏÏÂÚËÈ 3

‚Ó‰Ì˚ı ‚ fl‰ ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ a, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ËÌÙËÌË-
ÚÂÁËÏ‡Î¸ÌÛ˛ ÙÓÏÛ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ

(8)

„‰Â ÙÛÌÍˆËË ς0, ς1, ς2 ‰‡˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË “ÙÓ-
ÏÛÎ‡ÏË ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl”

(9)

á‰ÂÒ¸ Dt Ë Dx Ó·ÓÁÌ‡˜‡˛Ú ÔÓÎÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ
t Ë x:

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (4) Ë (8) ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3) ‰‡ÂÚ

èÓ˝ÚÓÏÛ, ‚ ÒËÎÛ Û‡‚ÌÂÌËfl (1), Û‡‚ÌÂÌËÂ (3) ÔË-
‚Ó‰ËÚ Í ÛÒÎÓ‚Ë˛

(10)

„‰Â ut Á‡ÏÂÌÂÌÓ Ì‡ F(t, x, u, ux, uxx) ‚ ‚˚‡ÊÂÌËflı
‰Îfl ς0, ς1, ς2.

ì‡‚ÌÂÌËÂ (10) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‚ÒÂ ËÌÙËÌËÚÂÁË-
Ï‡Î¸Ì˚Â ÒËÏÏÂÚËË Û‡‚ÌÂÌËfl (1) Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ Ì‡-
Á˚‚‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ. Ö„Ó Û‰Ó·ÌÓ
Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÍÓÏÔ‡ÍÚÌÓÈ ÙÓÏÂ

(11)

á‰ÂÒ¸ X ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ÓÔÂ‡ÚÓ‡ (5) Ì‡
ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÂ‚Ó„Ó Ë ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡:

éÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (10) (ËÎË Â„Ó ˝Í‚Ë-
‚‡ÎÂÌÚ (11)) fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚Ï ÎËÌÂÈÌ˚Ï
Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ‚ ˜‡ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓ-
fl‰Í‡ ‰Îfl ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ τ, ξ, η. èÓ˝ÚÓÏÛ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó L ‚ÒÂı Â¯ÂÌËÈ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Â„Ó Û‡‚-
ÌÂÌËfl Ó·‡ÁÛÂÚ ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó. ÅÓÎÂÂ
ÚÓ„Ó, ÓÌÓ Á‡ÏÍÌÛÚÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÁflÚËfl ÍÓÏÏÛ-
Ú‡ÚÓ‡, ÚÓ ÂÒÚ¸ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó L ‚ÏÂÒÚÂ Ò ÓÔÂ‡ÚÓ-
‡ÏË X1, X2 ∈ L ÒÓ‰ÂÊËÚ Ú‡ÍÊÂ Ëı ÍÓÏÏÛÚ‡ÚÓ
[X1, X2] = X1X2 – X2X1. ùÚÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚Ó ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂı Â¯ÂÌËÈ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Â„Ó Û‡‚ÌÂ-

ut ut aς0 t x u ut ux, , , ,( ),+≈

ux ux aς1 t x u ut ux, , , ,( ),+≈
uxx uxx aς2 t x u ut ux utx uxx, , , , , ,( ),+≈

ς0 Dt η( ) utDt τ( )– uxDt ξ( ),–=

ς1 Dx η( ) utDx τ( )– uxDx ξ( ),–=

ς2 Dx ς1( ) uxxDx ξ( )– utxDx τ( ).–=

Dt
∂
∂t
----- ut

∂
∂u
------ utt

∂
∂ut

------- utx
∂

∂ux

--------,+ + +=

Dx
∂
∂x
------ ux

∂
∂u
------ utx

∂
∂ut

------- uxx
∂

∂ux

--------.+ + +=

ut F t x u ux uxx, , , ,( )– ut F t x u ux uxx, , , ,( ) +–≈

+ a ς0
∂F
∂ux

--------ς1–
∂F

∂uxx

----------ς2–
∂F
∂t
------τ–

∂F
∂x
------ξ–

∂F
∂u
------η– 

  .

ς0
∂F
∂ux

--------ς1–
∂F

∂uxx

----------ς2–
∂F
∂t
------τ–

∂F
∂x
------ξ–

∂F
∂u
------η– 0,=

X ut F t x u ux uxx, , , ,( )–[ ] 0.=

X τ ∂
∂t
----- ξ ∂

∂x
------ η ∇

∂u
------ ς0

∂
∂ut

------- ς1
∂

∂ux

-------- ς2
∂

∂uxx

----------.+ + + + +=

ÌËfl fl‚ÎflÂÚÒfl ‡Î„Â·ÓÈ ãË. Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË L
ÂÒÚ¸ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Lr Ò ·‡ÁËÒÓÏ

X1, …, Xr, ÚÓ [Xi, Xj] = Xk, „‰Â  – ˜ËÒÎ‡, Ì‡Á˚‚‡-
ÂÏ˚Â ÒÚÛÍÚÛÌ˚ÏË ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ÏË ‡Î„Â·˚ ãË Lr. 

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (10) ‰ÓÎÊÌÓ ‚˚ÔÓÎ-
ÌflÚ¸Òfl ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ ÍÓ ‚ÒÂÏ ‚ıÓ-
‰fl˘ËÏ ‚ ÌÂ„Ó ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï t, x, u, ux, uxx, utx; ÔÓÒÎÂ‰-
ÌËÂ ‰ÓÎÊÌ˚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl Í‡Í 6 ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı
ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÂ Û‡‚-
ÌÂÌËÂ ‡ÒÔ‡‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ÒËÒÚÂÏÛ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ, Ë ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÔÂÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ (ÓÌ‡
ÒÓ‰ÂÊËÚ ·ÓÎ¸¯Â Û‡‚ÌÂÌËÈ, ˜ÂÏ 3 ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı
ÙÛÌÍˆËË τ, ξ, η). èÓ˝ÚÓÏÛ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍË ‚ÒÂ„‰‡ ÓÔ-
Â‰ÂÎfl˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ Û‰‡ÂÚÒfl ÎÂ„ÍÓ Â¯ËÚ¸.
ÑÎfl ÛÔÓ˘ÂÌËfl ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÒÎÂ‰Û˛-
˘ÂÈ ÎÂÏÏÓÈ.

ãÂÏÏ‡. Ç ÒÎÛ˜‡Â Û‡‚ÌÂÌËfl ‚Ë‰‡ (1) ÔÂÓ·‡ÁÓ-
‚‡ÌËÂ ÒËÏÏÂÚËË (2) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(12)

ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ËÌÙËÌËÚÂÁËÏ‡Î¸Ì˚Â ÒËÏÏÂÚ-
ËË ÏÓÊÌÓ ËÒÍ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

(13)

ÑÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó. Ç˚‰ÂÎËÏ ‚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÏ
Û‡‚ÌÂÌËË (10) ˜ÎÂÌ˚, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÂ ÔÂÂÏÂÌÌÛ˛
utx. ä‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ ÙÓÏÛÎ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËfl (9), utx ÒÓ-
‰ÂÊËÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ς2, ‡ ËÏÂÌÌÓ, ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ Â„Ó
ÒÎ‡„‡ÂÏÓÏ utxDx(τ). í‡Í Í‡Í ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÂ Û‡‚-
ÌÂÌËÂ (10) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÓ ‚ÒÂÏ ÔÂ-
ÂÏÂÌÌ˚Ï t, x, u, ux, uxx, utx, ÏÓÊÌÓ Á‡ÍÎ˛˜ËÚ¸, ˜ÚÓ
Dx(τ) ≡ τx + uxτu = 0, ÓÚÍÛ‰‡ τx = τu = 0. í‡ÍËÏ Ó·‡-
ÁÓÏ, τ = τ(t) Ë „ÂÌÂ‡ÚÓ (5) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÙÓÏÛ (13),
˜ÚÓ Ë ‰ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ ÚÂÓÂÏÛ. àÚ‡Í, ÙÓÏÛÎ˚ ÔÓ-
‰ÓÎÊÂÌËfl (9) Á‡ÔË¯ÛÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

(14)

2.2. íÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ˚Â 
Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ „ÛÔÔ ÒËÏÏÂÚËË 

åÂÚÓ‰˚ „ÛÔÔÓ‚Ó„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÓÚÍ˚‚‡˛Ú ‰‚‡
ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ÔÛÚË ÍÓÌÒÚÛËÓ‚‡ÌËfl ÚÓ˜Ì˚ı Â¯Â-
ÌËÈ: „ÛÔÔÓ‚˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı Â¯Â-
ÌËÈ Ë Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ.

ÉÛÔÔÓ‚˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı Â¯Â-
ÌËÈ. ùÚÓÚ ÔÛÚ¸ ÓÒÌÓ‚‡Ì Ì‡ ÚÓÏ Ù‡ÍÚÂ, ˜ÚÓ „ÛÔÔ‡
ÒËÏÏÂÚËË ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚ Î˛·ÓÂ Â¯ÂÌËÂ ËÒÒÎÂ‰Û-
ÂÏÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ Â¯ÂÌËÂ ÚÓ„Ó ÊÂ Û‡‚ÌÂÌËfl.

cij
k cij

k

t  = f t a,( ), x = g t x u a, , ,( ), u = h t x u a, , ,( ).

X τ t( ) ∂
∂t
----- ξ t x u, ,( ) ∂

∂x
------ η t x u, ,( ) ∂

∂u
------.+ +=

ς0 Dt η( ) uxDt ξ( )– τ' t( )ut,–=

ς1 Dx η( ) uxDx ξ( ),–=

ς2 Dx ς1( ) uxxDx ξ( ) ≡–=

≡ Dx
2 η( ) uxDx

2 ξ( )– 2uxxDx ξ( ).–
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à·‡„ËÏÓ‚, êÛ‰ÂÌÍÓ*

àÏÂÌÌÓ, ÔÛÒÚ¸ (2) ÂÒÚ¸ „ÛÔÔ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ
ÒËÏÏÂÚËË Û‡‚ÌÂÌËfl (1) Ë ÔÛÒÚ¸ ÙÛÌÍˆËfl

ÂÒÚ¸ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl (1). èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ (2) ÂÒÚ¸
ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÒËÏÏÂÚËË, Â¯ÂÌËÂ (12) ÏÓÊÂÚ
·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ ‚ ÌÓ‚˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı 

á‡ÏÂÌflfl Á‰ÂÒ¸ , ,  Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ (2), ÔÓÎÛ˜ËÏ

(15)

êÂ¯Ë‚ ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ u, ÔÓÎÛ˜ËÏ
Ó‰ÌÓÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ (Ò Ô‡‡ÏÂÚÓÏ a) ÒÂÏÂÈÒÚ-
‚Ó ÌÓ‚˚ı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl (1). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,
Î˛·ÓÂ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÏÓÊÂÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ËÒÚÓ˜-
ÌËÍÓÏ ÏÌÓ„ÓÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÍÎ‡ÒÒ‡ ÌÓ‚˚ı Â-
¯ÂÌËÈ ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÂ ‰ËÙÂ-
ÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÏÌÓ„ÓÔ‡‡ÏÂÚ-
Ë˜ÂÒÍÛ˛ „ÛÔÔÛ ÒËÏÏÂÚËË. Ç ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ
‡Á‰ÂÎÂ ÓÔËÒ‡ÌÌ‡fl ÔÓˆÂ‰Û‡ ËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ì‡ Ì‡
ÔËÏÂÂ Û‡‚ÌÂÌËfl Å˛„ÂÒ‡.

àÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â Â¯ÂÌËfl. ÖÒÎË „ÛÔÔÓ‚ÓÂ ÔÂ-
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ ÔÂÂ‚Ó‰ËÚ Â¯ÂÌËÂ ‚ ÒÂ·fl, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
Ú‡Í Ì‡Á˚‚‡ÂÏÓÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ. èË ËÁ-
‚ÂÒÚÌÓÈ ËÌÙËÌËÚÂÁËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÒËÏÏÂÚËË (5) Û‡‚-
ÌÂÌËfl (1), ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl ÒÎÂ-
‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ. Ç˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ‰‚‡ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡ J1 = λ(t, x) Ë J2 = µ(t, x, u) ÔÛÚÂÏ Â¯Â-
ÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl X(J) = 0 (ÒÏ. (6)) ËÎË Â„Ó ı‡‡ÍÚÂË-
ÒÚË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚

(16)

á‡ÚÂÏ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‚˚‡ÁËÚ¸ Ó‰ËÌ ËÁ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ Í‡Í
ÙÛÌÍˆË˛ ‰Û„Ó„Ó

(17)

Â¯ËÚ¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ (17) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ u Ë ÔÓ‰ÒÚ‡-
‚ËÚ¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (1). ä‡Í
ÔÓÍ‡Á‡Î Â˘Â ãË, ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl Ó·˚Í-
ÌÓ‚ÂÌÌÓÂ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÌÂËÁ-
‚ÂÒÚÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË φ(λ) Ó‰ÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ. ùÚ‡
ÔÓˆÂ‰Û‡ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚ ˜ËÒÎÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı Ì‡ Â‰ËÌËˆÛ. Ñ‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÂ ÛÔÓ˘ÂÌËÂ ÏÓ-
ÊÂÚ ·˚Ú¸ ‰ÓÒÚË„ÌÛÚÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂÏ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ-
Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ, ÔÓÓÊ‰‡ÂÏ˚ı ‰‚ÛÏfl ËÌÙËÌËÚÂÁË-
Ï‡Î¸Ì˚ÏË ÒËÏÏÂÚËflÏË.

3. ì‡‚ÌÂÌËÂ Å˛„ÂÒ‡ Í‡Í ÔËÏÂ 

åÂÚÓ‰˚, ÓÔËÒ‡ÌÌ˚Â ‚ ÔÂ‰˚‰Û˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ,
ËÎÎ˛ÒÚËÓ‚‡Ì˚ ÌËÊÂ Ì‡ ÔËÏÂÂ Û‡‚ÌÂÌËfl
Å˛„ÂÒ‡ [11]

(18)

u Φ t x,( )=

u Φ t x,( ).=

u t x

h t x u a, , ,( ) Φ f t x u a, , ,( ) g t x u a, , ,( ),( ).=

dt
τ t x u, ,( )
--------------------- dx

ξ t x u, ,( )
---------------------

du
η t x u, ,( )
----------------------.= =

µ φ λ( ),=

ut uux uxx.+=

3.1. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ ËÌÙËÌËÚÂÁËÏ‡Î¸Ì˚ı 
ÒËÏÏÂÚËÈ

éÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (10) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(19)

„‰Â ς0, ς1, ς2 ‰‡˛ÚÒfl ÙÓÏÛÎ‡ÏË (14). Ç˚‰ÂÎËÏ Ë
ÔË‡‚ÌflÂÏ ÌÛÎ˛ ˜ÎÂÌ˚, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÂ uxx. àÏÂfl ‚
‚Ë‰Û, ˜ÚÓ ut ‰ÓÎÊÌÓ ·˚Ú¸ Á‡ÏÂÌÂÌÓ Ì‡ uux + uxx, Ë
ÔÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ‚ ς2 ‚˚‡ÊÂÌËfl

(20)

ÔË‰ÂÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛:

éÌÓ ‰‡ÂÚ ‰‚‡ Û‡‚ÌÂÌËfl, ‡ ËÏÂÌÌÓ, ξu = 0 Ë 2ξx –
τ'(t) = 0. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ξ Á‡‚ËÒËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ t, x Ë
ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(21)

àÁ (21) ÒÎÂ‰ÛÂÚ (ξ) = 0. íÂÔÂ¸ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛-
˘ÂÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (19) Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ÒÎÂ‰Û˘ÂÈ ÙÓÏÂ:

Ë ‡ÒÔ‡‰‡ÂÚÒfl Ì‡ ÚË Û‡‚ÌÂÌËfl

(22)

èÂ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (22) ‰‡ÂÚ η = σ(t, x)u + µ(t, x),
ÔË ˝ÚÓÏ ‚ÚÓÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (22) ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Ú‡-
ÍËÏ:

ÓÚÍÛ‰‡ 

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ï˚ ËÏÂÂÏ 

(23)

ς0 ς2– uς1– ηux– 0,=

Dx
2 ξ( ) Dx ξ x ξuux+( )  ==

=  ξuuxx ξuuux
2 2ξ xuux ξ xx,+ + +

Dx
2 η( ) Dx η x ηuux+( )  ==

=  ηuuxx ηuuux
2 2η xuux η xx,+ + +

2ξuux 2ξ x τ' t( )–+ 0.=

ξ 1
2
---τ' t( )x p t( ).+=

Dx
2

ux
2ηuu

1
2
---τ' t( )u

1
2
---τ'' t( )x p' t( ) 2η xu η+ + + + ux ++

+ uη x η xx η t–+ 0=

ηuu 0,=

1
2
---τ' t( )u

1
2
---τ'' t( )x p' t( ) 2η xu η+ + + + 0,=

uη x η xx η t–+ 0.=

1
2
---τ' t( ) σ+ 

  u
1
2
---τ'' t( )x p' t( ) 2σx µ+ + + + 0,=

σ 1
2
---τ' t( ), µ–

1
2
---τ'' t( )x– p' t( ).–= =

η 1
2
---τ' t( )u–

1
2
---τ'' t( )x– p' t( ).–=
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èËÌˆËÔ ‡ÔËÓÌÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÒËÏÏÂÚËÈ 5

ç‡ÍÓÌÂˆ, ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ (23) ‚ ÚÂÚ¸Â Û‡‚ÌÂÌËÂ
(22) ‰‡ÂÚ

ÓÚÍÛ‰‡ τ'''(t) = 0, p''(t) = 0 Ë ÔÓ˝ÚÓÏÛ

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ (21) Ë (23), Ï˚ ‚ ÍÓÌÂ˜ÌÓÏ
Ò˜ÂÚÂ ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ Ó·˘ÂÏÛ Â¯ÂÌË˛
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Â„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (19):

éÌÓ ÒÓ‰ÂÊËÚ ÔflÚ¸ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ Ci.
ùÚÓ ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ËÌÙËÌËÚÂÁËÏ‡Î¸Ì˚Â ÒËÏÏÂÚ-
ËË Û‡‚ÌÂÌËfl Å˛„ÂÒ‡ (18) Ó·‡ÁÛ˛Ú ÔflÚËÏÂ-
ÌÛ˛ ‡Î„Â·Û ãË, “Ì‡ÚflÌÛÚÛ˛” Ì‡ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÎË-
ÌÂÈÌÓ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Â ÓÔÂ‡ÚÓ˚:

(24)

3.2. êÂ¯ÂÌËfl, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ˚Â
Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ „ÛÔÔ˚ ÒËÏÏÂÚËË

çÂÚÛ‰ÌÓ Ì‡ÈÚË ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ (12) „ÛÔÔ˚,
‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÏÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ Å˛„ÂÒ‡, ÔÛÚÂÏ Â¯Â-
ÌËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ãË ‰Îfl ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ËÌÙËÌËÚÂÁËÏ‡Î¸-
Ì˚ı ÒËÏÏÂÚËÈ (24). ÑÎfl „ÂÌÂ‡ÚÓÓ‚ (24) Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl ãË (7) ËÏÂ˛Ú “ÚÂÛ„ÓÎ¸ÌÛ˛” ÙÓÏÛ

(25)

ÍÓÚÓ‡fl Û‰Ó·Ì‡ ‰Îfl ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ËÌÚÂ„Ë-
Ó‚‡ÌËfl Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı Ì‡-
˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (ÒÏ. (7))

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ, Ì‡ÔËÏÂ, „ÂÌÂ‡ÚÓ X5 ËÁ Ì‡·Ó‡
(24). ì‡‚ÌÂÌËfl ãË (25) ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ËÏÂ˛Ú
‚Ë‰

àÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂ ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‡ÂÚ

íÂ·Ûfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ ‰Îfl
Û‡‚ÌÂÌËÈ ãË, ˜ÚÓ·˚  = t ÔË a = 0, Ì‡È‰ÂÏ ÁÌ‡-
˜ÂÌËÂ ÔÓÒÚÓflÌÌÓÈ C1 (ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í

1
2
---τ''' t( )x p'' t( )+ 0,=

τ t( ) C1t2 2C2t C3, p t( )+ + C4t C5.+= =

τ t( ) = C1t2 2C2t C3, ξ+ +  = C1tx C2x C4t C5,+ + +

η C1t C2+( )u– C1x– C4.–=

X1
∂
∂t
-----, X2

∂
∂x
------, X3 t

∂
∂x
------ ∂

∂u
------,–= = =

X4 2t
∂
∂t
----- x

∂
∂x
------ u

∂
∂u
------,–+=

X5 t2 ∂
∂t
----- tx

∂
∂x
------ x tu+( ) ∂

∂u
------.–+=

d t
da
------ τ t( ),

dx
da
------ ξ t x,( ), du

da
------ η t x u, ,( ),== =

d t
da
------ t2,

dx
da
------ t x, du

da
------ x tu+( )– .== =

t
1

a C1+
---------------.–=

t

ÔÂÂÏÂÌÌÓÈ a ‚ Û‡‚ÌÂÌËflı ãË): C1 = –1/t. í‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ,

(26)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (26) ‚Ó ‚ÚÓÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ãË, Ì‡È‰ÂÏ

(27)

ì‡‚ÌÂÌËfl (26) Ë (27) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÛ˛
„ÛÔÔÛ ÔÓÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl (ÔÂÓ·‡-
ÁÓ‚‡ÌËÂ åfi·ËÛÒ‡) Ì‡ ÔÎÓÒÍÓÒÚË. èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (26)
Ë (27) ‚ ÚÂÚ¸Â Û‡‚ÌÂÌËÂ ãË, ÔÓÎÛ˜ËÏ ÎËÌÂÈÌÓÂ
ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ

àÌÚÂ„ËÛfl ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ò Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚Ë-
ÂÏ:  = u ÔË a = 0, Ì‡È‰ÂÏ

(28)

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÔÓÂÍÚË‚Ì˚Â ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl (26)–
(28) Ë ÔËÏÂÌflfl Û‡‚ÌÂÌËÂ (15) Í Î˛·ÓÏÛ ËÁ‚ÂÒÚ-
ÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ u = Φ(t, x) Û‡‚ÌÂÌËfl Å˛„ÂÒ‡,
ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ Ó‰ÌÓÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒ-
ÍÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó ÌÓ‚˚ı Â¯ÂÌËÈ:

(29)

Ç˚‡ÊÂÌËÂ (29) ËÏÂÂÚ ‚‡ÊÌ˚È ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ
ÒÏ˚ÒÎ. éÌÓ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÒË„Ì‡Î‡
u = Φ(t, x) Ò ÎËÌÂÈÌ˚Ï Û˜‡ÒÚÍÓÏ ÔÓÙËÎfl ÔËÎÓÓ·-
‡ÁÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚. ç‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË ‚˚ÒÓÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌ˚È
ˆÛ„ Í‚‡ÁË„‡ÏÓÌË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒË„Ì‡Î‡ ÔÓÏÂ˘ÂÌ Ì‡
Á‡‰ÌËÈ “ÒÍÎÓÌ ÔËÎ˚”, ÍÛÚËÁÌ‡ ÍÓÚÓÓ„Ó ‚ ÔÓ-
ˆÂÒÒÂ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚ Û·˚‚‡ÂÚ (ÓÚËˆ‡-
ÚÂÎ¸Ì˚Â ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ a), ÔÓËÒıÓ‰ËÚ
ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂ ‡ÏÔÎËÚÛ‰˚ ÒË„Ì‡Î‡ Ë Â„Ó ˜‡ÒÚÓÚ˚.
ç‡ÔÓÚË‚, Ì‡ ÛÍÛ˜‡˛˘ÂÏÒfl ÔÂÂ‰ÌÂÏ ÒÍÎÓÌÂ
ÌËÁÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ (ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ a ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸-
Ì‡) ÒË„Ì‡Î ÛÒËÎË‚‡ÂÚÒfl, ‡ ˜‡ÒÚÓÚ‡ Â„Ó ‡ÒÚÂÚ. ùÚË
fl‚ÎÂÌËfl ÓÔËÒ‡Ì˚ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍË Ë Ì‡·Î˛‰‡ÎËÒ¸ ‚
˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ı (ÒÏ. [12, 13] ).

èËÏÂ 1. åÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ÌÓ‚˚ı
Â¯ÂÌËÈ, ‚˚·Ë‡fl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ËÒıÓ‰ÌÓ„Ó u = Φ(t, x)
Î˛·ÓÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ. ÇÓÁ¸ÏÂÏ, Í ÔËÏÂ-
Û, Â¯ÂÌËÂ, ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ Ò‰‚Ë„‡
‚‰ÓÎ¸ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x, „ÂÌÂËÛÂÏÓÂ ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ X2
ËÁ (24). Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡ÏË ·Û‰ÛÚ λ = t,
µ = u, Ë Û‡‚ÌÂÌËÂ (17) Á‡ÔË¯ÂÚÒfl Í‡Í u = φ(t). èÓ‰-
ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ˝ÚÓ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ Å˛„ÂÒ‡
ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÚË‚Ë‡Î¸ÌÓÏÛ Â¯ÂÌË˛ ‚ ‚Ë‰Â ÍÓÌ-
ÒÚ‡ÌÚ˚: u = k. éÌÓ ÔÂÓ·‡ÁÛÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ (29)

t
t

1 at–
--------------.=

x
x

1 at–
--------------.=

du
da
------

t
1 at–
--------------u

x
1 at–
--------------+ + 0.=

u

u u 1 at–( ) ax.–=

u
ax

1 at–
--------------

1
1 at–
--------------Φ t

1 at–
-------------- x

1 at–
--------------, 

  .+=
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à·‡„ËÏÓ‚, êÛ‰ÂÌÍÓ*

‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ Ó‰ÌÓÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Ó Â-
¯ÂÌËÈ:

ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚ı ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍÂ ‰Îfl ÓÔËÒ‡-
ÌËfl „Î‡‰ÍËı Û˜‡ÒÚÍÓ‚ ÔÓÙËÎfl ÔËÎÓÓ·‡ÁÌ˚ı
‚ÓÎÌ [4].

èËÏÂ 2. é‰ÌËÏ ËÁ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ËÌÚÂÂÒÌ˚ı Ò
ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl Â¯ÂÌËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚ‡-
ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ 

ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÒÚË ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ „ÛÔÔ˚ ÔÂÂÌÓÒÓ‚ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, „ÂÌÂËÛÂ-
ÏÓÈ ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ X1. èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ
Å˛„ÂÒ‡ ÔË‚Ó‰ËÚ Í Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓÏÛ ‰ËÙÙÂÂÌ-
ˆË‡Î¸ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ 

(30)

àÌÚÂ„ËÛfl Â„Ó Ó‰ËÌ ‡Á: Φ' + Φ2/2 = C1 Ë ËÌÚÂ„Ë-
Ûfl ÒÌÓ‚‡, ÔÓÎ‡„‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÛ ‡‚ÌÓÈ C1 = 0, C1 =
= ν2 > 0, C1 = –ν2 < 0, ÔÓÎÛ˜ËÏ

(31)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ É‡ÎËÎÂfl  = t,
 = x + at,  = u – a, „ÂÌÂËÛÂÏÓÂ ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ X3,

ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚ X1 ‚ ÒÛÏÏÛ X1 + cX2. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ,
ÓÌÓ ÓÚÓ·‡Ê‡ÂÚ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ‚ ·Â„Û-
˘Û˛ ‚ÓÎÌÛ u = u(x – ct), ÎÂ„ÍÓ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏÛ˛ ËÁ Â-
¯ÂÌËÈ (31). 

ä‡Í ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, Â¯ÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â “„ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒ-
ÍÓ„Ó Ú‡Ì„ÂÌÒ‡” ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ Ó‰ËÌÓ˜ÌÛ˛ Û‰‡ÌÛ˛
‚ÓÎÌÛ Ò ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ¯ËËÌÓÈ ÙÓÌÚ‡ [4, 14]. èÓ-
ÙËÎË ‰Û„Ëı ‰‚Ûı ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ (31) ÒÓ‰Â-
Ê‡Ú ÓÒÓ·ÂÌÌÓÒÚË; ÔÓ˝ÚÓÏÛ ˝ÚË Â¯ÂÌËfl ‚ ÙËÁË˜Â-
ÒÍËı Á‡‰‡˜‡ı ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÂÊÂ.

èËÏÂ 3. ÖÒÎË ÔËÏÂÌËÚ¸ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂ
(29) Í ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Ï Â¯ÂÌËflÏ (31), ÔÓÎÛ˜‡ÚÒfl
ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÌÓ‚˚Â ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚Â Â¯ÂÌËfl:

(32)

èËÏÂ 4. ç‡È‰ÂÏ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â Â¯ÂÌËfl ‰Îfl
ÔÓÂÍÚË‚ÌÓÈ „ÛÔÔ˚, „ÂÌÂËÛÂÏÓÈ ÓÔÂ‡ÚÓÓÏ

u
k ax+
1 at–
---------------,=

u Φ x( ),=

Φ'' ΦΦ'+ 0.=

Φ 2
x C+
-------------, Φ ν C

ν
2
---x+ 

  ,th= =

Φ ν C
ν
2
---x– 

  .tg=

t
x u

u
ax

1 at–
--------------

2
x C 1 at–( )+
--------------------------------,+=

u
1

1 at–
-------------- ax ν C

νx
2 1 at–( )
----------------------+ 

 th+ ,=

u
1

1 at–
-------------- ax ν C

νx
2 1 at–( )
----------------------– 

 tg+ .=

X5. ï‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ (16) Á‡ÔË¯ÂÚÒfl
Ú‡Í:

êÂ¯‡fl ÂÂ, Ì‡È‰ÂÏ ‰‚‡ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡ λ = x/t, µ = x + tu.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ó·˘ÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ (17) ‰Îfl ËÌ‚‡-
Ë‡ÌÚÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÔËÏÂÚ ‚Ë‰

(33)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ Å˛„Â-
Ò‡ (18), ÔÓÎÛ˜ËÏ ‰Îfl Φ(λ) ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË Û‡‚ÌÂÌËÂ
(30). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Â„Ó Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ ÔÓÎÛ˜‡-
ÂÚÒfl ËÁ (31) Á‡ÏÂÌÓÈ x Ì‡ λ. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ËÌ-
‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â Â¯ÂÌËfl ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ‚
(33) ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ ‰Îfl Φ(λ). ç‡ÔËÏÂ, ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl
‰Îfl Φ(λ) ‚ÚÓÛ˛ ÙÓÏÛÎÛ (31) Ë ÔÓÎ‡„‡fl ‚ ÌÂÈ ν =
π, ÔËıÓ‰ËÏ Í Â¯ÂÌË˛

(34)

‚˚‚Â‰ÂÌÌÓÏÛ ê.Ç.ïÓıÎÓ‚˚Ï ÔÛÚÂÏ ÙËÁË˜ÂÒÍËı
‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËÈ (ÒÏ., Ì‡ÔËÏÂ, [14], „Î. 9, § 4). á‡ÏÂ-
ÚËÏ, ˜ÚÓ ÙÓÏÛÎ‡ (34) ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl Ú‡ÍÊÂ ËÁ ‚ÚÓ-
ÓÈ ÙÓÏÛÎ˚ (32), ÂÒÎË ÔÓÎÓÊËÚ¸ ν = –πa Ë ÛÒÚÂ-
ÏËÚ¸ a Í ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÒÚË.

èËÏÂ 5. êÂ¯ÂÌËfl, ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ˚Â ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ „ÛÔÔ˚ ‡ÒÚflÊÂÌËÈ, „ÂÌÂËÛÂÏÓÈ ÓÔÂ‡-
ÚÓÓÏ X4, ‚ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ ˜‡ÒÚÓ Ì‡Á˚‚‡-
˛Ú ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚ÏË Â¯ÂÌËflÏË. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â
ı‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡

‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚: λ = x/ , µ = u.
ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÌÛÊÌÓ ËÒ-
Í‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËÂ [4] ‰Îfl Ì‡-
ıÓÊ‰ÂÌËfl ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËfl
Å˛„ÂÒ‡:

(35)

àÌÚÂ„ËÛfl Â„Ó Ó‰ËÌ ‡Á, ÔÓÎÛ˜ËÏ

dt

t2
----- dx

tx
------

du
x tu+
--------------.–= =

u
x
t
--–

1
t
---Φ λ( ), λ+

x
t
--.= =

u
1
t
--- x– π C

πx
2t
------+ 

 th– ,=

dt
2t
----- dx

x
------ du

u
------–= =

t t

u
1

t
-----Φ λ( ), λ x

t
-----.= =

Φ'' ΦΦ'
1
2
--- λΦ' Φ+( )+ + 0.=

Φ'
1
2
--- Φ2 λΦ+( )+ C.=
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èËÌˆËÔ ‡ÔËÓÌÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÒËÏÏÂÚËÈ 7

èË C = 0 ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÎÂ„ÍÓ ËÌÚÂ„ËÛÂÚÒfl Ë
‰‡ÂÚ Â¯ÂÌËÂ, ËÒ˜ÂÁ‡˛˘ÂÂ Ì‡ ±∞ (ÒÏ. [14], „Î. 9,
§4 ËÎË [10], Ú. 1, ÒÂÍˆ.11.4):

„‰Â B – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ Ë erf – ÙÛÌÍˆËfl
Ó¯Ë·ÓÍ.

èËÏÂ 6. äÓÌÒÚÛËÓ‚‡ÌËÂ ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ
ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÓÒÌÓ‚‡ÌÓ ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ËÌ-
ÙËÌËÚÂÁËÏ‡Î¸Ì˚ı ÒËÏÏÂÚËflı (24), ÌÓ Ú‡ÍÊÂ Ì‡
Ëı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËflı. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ, Í ÔËÏÂ-
Û, ÓÔÂ‡ÚÓ 

(36)

ï‡‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ËÌ-
‚‡Ë‡ÌÚ˚:

(37)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl ˝ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ Å˛„Â-
Ò‡, ÔË‰ÂÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ‰Îfl Φ(λ):

(38)

àÌÚÂ„ËÛfl (37) Ó‰ËÌ ‡Á, ÔÓÎÛ˜ËÏ

(39)

äÓ„‰‡ ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl C1 = 0, Â¯ÂÌËÂ ˝ÚÓ„Ó Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl Û‰‡ÂÚÒfl ‚˚‡ÁËÚ¸ ˜ÂÂÁ ÙÛÌÍˆËË ÅÂÒÒÂÎfl:

„‰Â C – ‚ÚÓ‡fl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡.

4. åÂÚÓ‰ ‡ÔËÓÌÓ„Ó 
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÒËÏÏÂÚËË

Ç ‡Á‰ÂÎÂ 3 ‰‡Ì˚ ÔËÏÂ˚ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl
„ÛÔÔ ÒËÏÏÂÚËË. çÓ ‚Ó ÏÌÓ„Ëı Á‡‰‡˜‡ı „ÛÔÔ‡
ÒËÏÏÂÚËË ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ËÎË ·˚‚‡ÂÚ ÌÂ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ
¯ËÓÍÓÈ ‰Îfl Â¯ÂÌËfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó Û‡‚-
ÌÂÌËfl. èÂ‰Î‡„‡ÂÏ˚È ÏÂÚÓ‰ Ì‡ˆÂÎÂÌ Ì‡ ÔÓÒÚÓÂ-
ÌËÂ ÏÓ‰ÂÎÂÈ Ò ÔÓ‚˚¯ÂÌÌÓÈ ÒËÏÏÂÚËË ·ÂÁ ÔÓÚÂË
ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËfl ËÒıÓ‰ÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË. ëÛÚ¸
ÏÂÚÓ‰‡ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ. 

ÖÒÎË ÏÓ‰ÂÎ¸ ÒÓ‰ÂÊËÚ “ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ̋ ÎÂÏÂÌ-
Ú˚” Ë ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ¯ËÓÍÛ˛ „ÛÔÔÛ ˝Í-

u
2

πt
---------

x2

4t
-----– 

 exp

B erf
x

2 t
--------- 

 +
--------------------------------, erf z( ) 2

π
------- s2–( )exp s,d

0

z

∫= =

X1 X5+ 1 t2+( ) ∂
∂t
----- tx

∂
∂x
------ x tu+( ) ∂

∂u
------.–+=

λ x

1 t2+
-----------------, µ tx

1 t2+
----------------- u 1 t2+ .+= =

u
tx

1 t2+
-------------–

1

1 t2+
-----------------Φ λ( ), λ+

x

1 t2+
-----------------.= =

Φ'' ΦΦ' λ+ + 0.=

Φ'
1
2
--- Φ2 λ2+( )+ C1.=

Φ 2
d

dλ
------ λ J1/4

λ2

4
----- 

  C λY1/4
λ2

4
----- 

 + ,ln=

‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË (ÒÏ. ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 2 ‚ ‡Á‰ÂÎÂ 4.2.),
ÚÓ „ÛÔÔ‡ ÒËÏÏÂÚËË Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Í‡Í ÔÓ‰ıÓ‰fl˘‡fl
ÔÓ‰„ÛÔÔ‡ „ÛÔÔ˚ ̋ Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË. Ç ÔÓÚË‚ÌÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ‡fl ÌÂÎËÌÂÈÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸
Ó·Ó·˘‡ÂÚÒfl ÔÛÚÂÏ ÂÂ “ÔÓ„ÛÊÂÌËfl” ‚ ·ÓÎÂÂ ¯Ë-
ÓÍÛ˛ ÏÓ‰ÂÎ¸ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ “‡ÁÛÏÌ˚Ï” Ó·‡ÁÓÏ,
˜ÚÓ·˚ ÌÂ ÔÓÚÂflÚ¸ ËÒıÓ‰Ì˚È ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ Ë
‚ ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‰ÓÒÚË˜¸ ÊÂÎ‡ÂÏÓ„Ó ‡Ò¯ËÂÌËfl
„ÛÔÔ˚ ̋ Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË. èË ̋ ÚÓÏ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸
ÏÓ‰ÂÎË ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ‡, Ú‡Í Í‡Í ÓÌ‡ ÔË‰‡ÂÚ ‰ÓÒÚ‡-
ÚÓ˜ÌÛ˛ „Ë·ÍÓÒÚ¸ ‚ ÔÓ‰·ÓÂ ÏÓ‰ÂÎË Ë Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡-
ÂÚ Ó·˘ÌÓÒÚ¸ ÏÂÚÓ‰‡.

4.1. èÓ„ÛÊÂÌËÂ Ë ÔËÏÂÌÂÌËÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ 
ã‡ÔÎ‡Ò‡

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ àÌ¯ÓÛ (ÒÏ., Ì‡ÔË-
ÏÂ, [15]):

(38)

ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÂ ‚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı ã‡„‡ÌÊ‡ Ó‰ÌÓÏÂ-
ÌÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ÒÊËÏ‡ÂÏÓ„Ó „‡Á‡. îËÁË˜ÂÒÍËÈ
ÒÏ˚ÒÎ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı: v – ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ˜‡ÒÚËˆ ÒÂ‰˚,
c – ÒÍÓÓÒÚ¸ Á‚ÛÍ‡, γ – ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ ‡‰Ë‡·‡Ú˚ ‚
Û‡‚ÌÂÌËË ÒÓÒÚÓflÌËfl.

ì‡‚ÌÂÌËÂ (3) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÎËÌÂ‡ËÁÓ‚‡ÌÓ
“ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÂÏ „Ó‰Ó„‡Ù‡”:

(39)

ÚÓ ÂÒÚ¸ Î‡„‡ÌÊÂ‚‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ξ Ë ‚ÂÏfl t Ò˜ËÚ‡-
˛ÚÒfl ÙÛÌÍˆËflÏË ÌÓ‚˚ı ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚ı x, y – ÔÂ‚˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÓÚ ËÒÍÓÏÓÈ ÙÛÌÍ-
ˆËË v.

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÎËÌÂ‡ËÁÓ‚‡ÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(40)

èË Ï‡ÎÓÏ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓÏ ˜ËÒÎÂ å‡ı‡ |vx| = |x|
Û‡‚ÌÂÌËÂ (40) ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛Ú ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚ˚Ï
Û‡‚ÌÂÌËÂÏ

(41)

é‰Ì‡ÍÓ ÌË Û‡‚ÌÂÌËÂ (40), ÌË Â„Ó ÛÔÓ˘ÂÌÌ‡fl
‚ÂÒËfl (41) ÌÂ Â¯‡˛ÚÒfl, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÌÂ Ó·Î‡‰‡˛Ú
‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ¯ËÓÍÓÈ „ÛÔÔÓÈ ÒËÏÏÂÚËË.

èÓ˝ÚÓÏÛ ‚˚·ÂÂÏ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛ˛˘ÂÂ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ ÌÂ ÔÓ ÔÓÒÚÓÚÂ Â„Ó ‚Ë‰‡, ‡ ÔÓ ÔËÌˆËÔÛ Ì‡ÎË-
˜Ëfl ÒËÏÏÂÚËË, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓÈ ‰Îfl Â„Ó ‡ÁÂ¯ËÏÓÒ-
ÚË. àÏÂÌÌÓ, ‡ÒÒÏÓÚËÏ „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÂ Û‡‚-
ÌÂÌËÂ 

(42)

∂2
v

∂t2
--------- c2 1 ∂v

∂ξ
-------+ 

  γ 1+( )– ∂2
v

∂ξ2
---------– 0,=

x v ξ , y v t, ξ X x y,( ), t u x y,( ),= = = =

∂2u

∂x2
-------- c2 1 x+( ) γ 1+( )– ∂2u

∂y2
--------– 0.=

∂2u

∂x2
-------- c2 1 γ 1+( )x–[ ] ∂2u

∂y2
--------– 0.=

∂2u

∂x2
-------- c2ψ2 x( )∂

2u

∂y2
--------– 0,=
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à·‡„ËÏÓ‚, êÛ‰ÂÌÍÓ*

Ó·Ó·˘‡˛˘ÂÂ (40) Ë (41) Ë Á‡‰‡‰ËÏÒfl ˆÂÎ¸˛ Ì‡ÈÚË
Ú‡ÍÛ˛ ÙÛÌÍˆË˛ ψ(x), ÍÓÚÓ‡fl, ‚Ó-ÔÂ‚˚ı, ÒÓ‚Ô‡-
‰‡Î‡ ·˚ ÔË Ï‡Î˚ı |x| Ò ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÙÛÌÍ-
ˆËÂÈ ‚ ËÒıÓ‰ÌÓÏ Û‡‚ÌÂÌËË Ë, ‚Ó-‚ÚÓ˚ı, ÓÚÍ˚-
‚‡Î‡ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ Ì‡ÈÚË Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl (42). Ç˚·ÂÂÏ ψ(x) Ú‡Í, ˜ÚÓ·˚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (42)
‰ÓÔÛÒÍ‡ÎÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ¯ËÓÍÛ˛ „ÛÔÔÛ.

ïÓÓ¯Ó ËÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ „ËÔÂ·ÓÎË-
˜ÂÒÍÓ„Ó ÚËÔ‡

(43)

‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ¯ËÓÍÛ˛ „ÛÔÔÛ [16, 17]
Ë ÚÂÏ Ò‡Ï˚Ï ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Â¯ÂÌÓ Ò‚Â‰ÂÌËÂÏ Í
Ó·˚˜ÌÓÏÛ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛, ÂÒÎË ËÌ‚‡Ë‡Ì-
Ú˚ ã‡ÔÎ‡Ò‡ [18] ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl (43)

(44)

Ó·‡˘‡˛ÚÒfl ‚ ÌÛÎ¸. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚˚˜ËÒÎËÏ ËÌ‚‡Ë-
‡ÌÚ˚ ã‡ÔÎ‡Ò‡ Û‡‚ÌÂÌËfl (42), ÔÂÂÔËÒ‡‚ Â„Ó ‚ ı‡-
‡ÍÚÂËÒÚË˜ÂÒÍËı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı

(45)

Ç ̋ ÚËı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı (42) ÔËÌËÏ‡ÂÚ Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÛ˛
ÙÓÏÛ (43)

(46)

Ò ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ÏË

(47)

„‰Â x ‚˚‡Ê‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ α Ë β ÒÓ„Î‡ÒÌÓ (45), ‡
ËÏÂÌÌÓ

(48)

àÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (47) Ë (48) Ì‡ıÓ‰ËÏ

èÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ˝ÚËÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂÏ, ‚˚˜ËÒÎflÂÏ ËÌ‚‡-
Ë‡ÌÚ˚ ã‡ÔÎ‡Ò‡ (44) ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl (46):

(49)

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÛÒÎÓ‚Ëfl h = k = 0 Ò‚Ó‰flÚÒfl Í Ó‰ÌÓ-
ÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛, Â¯ÂÌËÂ ÍÓÚÓÓ„Ó

∂2u
∂α∂β
-------------- A α β,( ) ∂u

∂α
------- B α β,( )∂u

∂β
------ P α β,( )u+ + +  = 0

h
∂A
∂α
------- AB P, k–+ ∂B

∂β
------ AB P–+= =

α c ψ x( ) xd∫ y, β– c ψ x( ) xd∫ y.+= =

∂2u
∂α∂β
--------------

ψ' x( )
4cψ2 x( )
-------------------- ∂u

∂α
------- ∂u

∂β
------+ 

 + 0=

A B
ψ' x( )

4cψ2 x( )
--------------------, P 0,= = =

x Ψ 1– z( ), z
α β+

2c
------------- Ψ x( ) ψ x( ) x.d∫≡= = =

∂A
∂α
-------

∂A
∂x
------

zα

zx

---- 1
2cψ x( )
------------------∂A

∂x
------ ψ''

8c2ψ3
-------------- ψ'2

4c2ψ4
--------------–

∂B
∂β
------.= = = =

h k
1

8c2ψ4
-------------- ψψ''

3
2
---ψ'2– 

  .= =

ψ x( ) l sx+( ) 2– , s l, const.= =

àÚ‡Í, Û‡‚ÌÂÌËÂ (42) Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ ¯ËÓÍÓÈ
„ÛÔÔÓÈ ÒËÏÂÚËË ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

ë‡‚ÌË‚‡fl Â„Ó Ò Û‡‚ÌÂÌËÂÏ (41), ‚Ë‰ËÏ, ˜ÚÓ ÌÛÊ-
ÌÓ ÔÓÎÓÊËÚ¸ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ‡‚Ì˚ÏË l = 1, s = (γ +
1)/4. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ì‡ıÓ‰ËÏ ËÒÍÓÏÓÂ ‡ÁÂ¯Ë-
ÏÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ

(50)

ÍÓÚÓÓÂ ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (40) Ò ‰ÓÒÚ‡-
ÚÓ˜ÌÓÈ ÒÚÂÔÂÌ¸˛ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÔË ε|x| � 1.

ÑÎfl Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (50) ÔÂÂÔË¯ÂÏ Â„Ó ‚
Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ (46)

(51)

ëÓ„Î‡ÒÌÓ Ó·˘ÂÈ ÚÂÓËË, Û‡‚ÌÂÌËÂ (51) Ò‚Ó‰ËÚÒfl
Í ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏÛ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ wαβ = 0 Á‡-
ÏÂÌÓÈ w = (α + β)u. èÓ˝ÚÓÏÛ Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚-
ÌÂÌËfl (51) ‰‡ÂÚÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ

(52)

Ò ‰‚ÛÏfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË Φ1, Φ2. íÂ-
ÔÂ¸ ÏÓÊÌÓ ‚ÂÌÛÚ¸Òfl ‚ (52) Í ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï x, y.
îÓÏÛÎ˚ (45) ‰‡˛Ú

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ˝ÚËı ‚˚‡ÊÂÌËÈ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ (52) Ò
Á‡ÏÂÌÓÈ ÌÂÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ÁÌ‡Í‡ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı
ÙÛÌÍˆËflı ‰‡ÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ Ó·˘ÂÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚-
ÌÂÌËfl (50):

(53)

ëÛÏÏËÛfl, ÏÓÊÌÓ ÍÓÌÒÚ‡ÚËÓ‚‡Ú¸, ˜ÚÓ Â¯ÂÌËÂ
(53) Û‰‡ÎÓÒ¸ Ì‡ÈÚË ÔÛÚÂÏ “ÔÓ„ÛÊÂÌËfl” ËÌÚÂÂÒÛ-
˛˘ÂÈ Ì‡Ò ÏÓ‰ÂÎË (38) ‚ ·ÓÎÂÂ Ó·˘Û˛ ÏÓ‰ÂÎ¸

(54)

Ç‡ÊÌÓ ÔÓ‰˜ÂÍÌÛÚ¸, Ó‰Ì‡ÍÓ, ̃ ÚÓ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓ-
ÒÚÓÂÌËfl Â¯ÂÌËfl (53) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ÚÂÏ
ÒÎÛ˜‡ÈÌ˚Ï Ó·ÒÚÓflÚÂÎ¸ÒÚ‚ÓÏ, ̃ ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (38) Ë
Â„Ó Ó·Ó·˘ÂÌËÂ (50) ÎËÌÂ‡ËÁÛ˛ÚÒfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡-

∂2u

∂x2
-------- c2 l sx+[ ] 4– ∂2u

∂y2
--------– 0.=

∂2u

∂x2
-------- c2 1

ε
2
---x+

4– ∂2u

∂y2
--------– 0, ε γ 1+

2
------------,= =

∂2u
∂α∂β
--------------

1
α β+
------------- ∂u

∂α
------- ∂u

∂β
------+ 

 + 0.=

u α β,( ) 1
α β+
------------- Φ1 α( ) Φ2 β( )+[ ]=

α 2c
ε 1 εx/2+( )
---------------------------- y+ , β– 2c

ε 1 εx/2+( )
---------------------------- y– ,–= =

α β+
4c

ε 1 εx/2+( )
----------------------------.–=

u x y,( ) ε 1 εx/2+( )
4c

---------------------------- ×=

× Φ1
2c

ε 1 εx/2+( )
---------------------------- y+ 

  Φ2
2c

ε 1 εx/2+( )
---------------------------- y– 

 + .

∂2
v

∂t2
--------- c2ψ2 ∂v

∂ξ
------- 

  ∂2
v

∂ξ2
---------– 0.=
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ÌËÂÏ (39). èÓ˝ÚÓÏÛ, ıÓÚfl ˝ÚÓÚ ÔËÏÂ Ì‡„Îfl‰ÌÓ
ËÎÎ˛ÒÚËÛÂÚ Ë‰Â˛ ÔÓ„ÛÊÂÌËfl Ë ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ,
Í‡Í Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÏÓ‰ÂÎË ÏÓÊÂÚ ÔË‚ÂÒÚË Í ÂÂ ‡Á-
Â¯ËÏÓÒÚË, ÌÓ ÓÌ Â˘Â ÌÂ ‰‡ÂÚ Ô‡ÍÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÂ-
ÚÓ‰‡, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘Â„Ó ÓÚ·Ë‡Ú¸ ËÁ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÏÓ-
‰ÂÎË Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl. í‡ÍÓÈ
ÏÂÚÓ‰ Ó·ÒÛÊ‰‡ÂÚÒfl ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ì‡ ÍÓÌ-
ÍÂÚÌÓÏ ÔËÏÂÂ.

4.2. åÂÚÓ‰, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡ ÚÂÓÂÏÂ Ó ÔÓÂÍˆËflı

íÂÓÂÏ‡ Ó ÔÓÂÍˆËflı ·˚Î‡ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡ ç.ï. à·-
‡„ËÏÓ‚˚Ï ‚ 1987 „Ó‰Û [19] Ë Á‡ÚÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì‡
‚ Á‡‰‡˜‡ı „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÍÎ‡ÒÒËÙËÍ‡ˆËË [20], ÒÚ‡‚ ÓÒ-
ÌÓ‚ÓÈ ÏÂÚÓ‰‡ “ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸ÌÓÈ „ÛÔÔÓ‚ÓÈ ÍÎ‡Ò-
ÒËÙËÍ‡ˆËË” (ÒÏ.Ú‡ÍÊÂ [21–23]).

èÂÂÈ‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ Í ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï ÔËÏÂ‡Ï, ËÎ-
Î˛ÒÚËÛ˛˘ËÏ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚË ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏÓ„Ó
ÔÓ‰ıÓ‰‡. ùÚË ÔËÏÂ˚ ËÌÚÂÂÒÌ˚ Ë Ò‡ÏË ÔÓ ÒÂ·Â,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl ÌÓ‚˚Â ÌÂÎËÌÂÈÌ˚Â
Û‡‚ÌÂÌËfl. àı ÙËÁË˜ÂÒÍÓÂ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂ Ó·ÒÛÊ‰‡-
ÂÚÒfl ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ.

ç‡˜ÌÂÏ Ò ÌÂÎËÌÂÈÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl

(55)

éÌÓ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÚÂıÏÂÌÛ˛ ‡Î„Â·Û ãË Ò ·‡ÁËÒÓÏ

(56)

ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Û‡‚ÌÂÌËÂ (55) ÌÂ ·Ó„‡ÚÓ ËÌ‚‡-
Ë‡ÌÚÌÓ-„ÛÔÔÓ‚˚ÏË Â¯ÂÌËflÏË; Ëı ÍÎ‡ÒÒ Ó„‡-
ÌË˜ÂÌ Â¯ÂÌËflÏË ÚËÔ‡ ·Â„Û˘Ëı ‚ÓÎÌ, ÔÓÒÚÓÂÌ-
Ì˚ÏË Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ „ÂÌÂ‡ÚÓÓ‚ ÔÂÂÌÓÒ‡ X1, X2, Ë
‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚ÏË Â¯ÂÌËflÏË, ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚ÏË Ò
ÔÓÏÓ˘¸˛ „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl X3.

èÓ˝ÚÓÏÛ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ Ë‰Â˛ ÔÓ„ÛÊÂÌËfl, ‡Ò-
ÒÏ‡ÚË‚‡fl ‰‚‡ ÚËÔ‡ ÏÓ‰ÂÎÂÈ, Ó·Ó·˘‡˛˘Ëı Û‡‚-
ÌÂÌËÂ (55). èÂ‚‡fl ËÁ ÌËı ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ 

(57)

‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‚ÚÓÓÈ ‚ÓÁ¸ÏÂÏ

(58)

Ç˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓÍ‡Á˚‚‡˛Ú, ˜ÚÓ ‚ÚÓÓÂ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ
Ì‡Ë·ÓÎÂÂ Û‰‡˜ÌÓ Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ËÒÚÓ˜ÌËÍÓÏ „ÛÔÔ˚
ÒËÏÏÂÚËË, ÍÓÚÓ‡fl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ·Ó„‡˜Â, ˜ÂÏ Û
Û‡‚ÌÂÌËÈ (55) Ë (57). èÓ˝ÚÓÏÛ Ï˚ ÔÓËÎÎ˛ÒÚË-
ÛÂÏ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÏÂÚÓ‰‡ ‡ÔËÓÌ˚ı
ÒËÏÏÂÚËÈ ËÏÂÌÌÓ Ì‡ ÏÓ‰ÂÎË (58).

éÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ 2. ÉÛÔÔ‡ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ (2) Ì‡-
Á˚‚‡ÂÚÒfl „ÛÔÔÓÈ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË, ÂÒÎË Í‡Ê-
‰ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‡ÌÌÓ„Ó ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ (‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡-
ÂÏÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡ (58) Ò Î˛·˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË

∂
∂t
----- ∂u

∂x
------ u

∂u
∂t
------– βu, β– const 0.≠= =

X1
∂
∂t
-----, X2

∂
∂x
------, X3 t

∂
∂t
----- x

∂
∂x
------– 2u

∂
∂u
------.+= = =

∂
∂t
----- ∂u

∂x
------ P u( )∂u

∂t
------– F x u,( ),=

∂
∂t
----- ∂u

∂x
------ Q x u,( )∂u

∂t
------– F x u,( ).=

Q, F) ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÚÓ„Ó ÊÂ ÒÂÏÂÈÒÚ‚‡, ÚÓ
ÂÒÚ¸

„‰Â, ‚ÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ÙÛÌÍˆËË ,  ÌÂ ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú
Ò Q, F. ÉÂÌÂ‡ÚÓ˚ „ÛÔÔ˚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ËÏÂ-
˛Ú ‚Ë‰

(59)

„‰Â

éÌË Ó·‡ÁÛ˛Ú ‡Î„Â·Û ãË, ÍÓÚÓ‡fl Ì‡Á˚‚‡ÂÚÒfl
‡Î„Â·ÓÈ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË Ë Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚÒfl Í‡Í Lε.
Ç ÓÔÂ‡ÚÓÂ (59) Ë ÂÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ı ÙÛÌÍˆËË Q, F
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡˛ÚÒfl Í‡Í ÌÓ‚˚Â ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â Ì‡fl‰Û Ò
ÙËÁË˜ÂÒÍËÏË ÔÂÂÏÂÌÌ˚ÏË t, x, u.

ä‡Í ÔÓÍ‡Á‡Î ã.Ç.é‚ÒflÌÌËÍÓ‚ [8], ‡Î„Â·Û ˝Í-
‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ËÌÙËÌË-
ÚÂÁËÏ‡Î¸ÌÓÈ ÚÂıÌËÍË ãË (ÒÏ. ‡Á‰ÂÎ 2.1), ÓÔÂ‰Â-
ÎË‚ „ÛÔÔÛ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË Í‡Í „ÛÔÔÛ, ‰ÓÔÛÒÍ‡-
ÂÏÛ˛ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ‡Ò¯ËÂÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÓÈ,
‡‚ÌÓÒËÎ¸ÌÓÈ ÒÂÏÂÈÒÚ‚Û Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚Ë‰‡ (58):

(60)

çÂÒÏÓÚfl Ì‡ ÔËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓÂ ÒıÓ‰ÒÚ‚Ó Ò ÍÎ‡ÒÒË-
˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÓËÂÈ ãË, ËÏÂ˛ÚÒfl ÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸Ì˚Â ÚÂı-
ÌË˜ÂÒÍËÂ ‡ÁÎË˜Ëfl ÏÂÊ‰Û ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂÏ ËÌÙËÌË-
ÚÂÁËÏ‡Î¸Ì˚ı ÒËÏÏÂÚËÈ Ë „ÂÌÂ‡ÚÓÓ‚ (59) „ÛÔ-
Ô˚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË. èÓ‰Ó·Ì˚Â ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl
ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË ‚ [20] Ë [21].

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ˝ÚÓÚ ÔÓ‰ıÓ‰, ÏÓÊÌÓ ‚˚˜ËÒÎËÚ¸, ˜ÚÓ
‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl (58) „ÂÌÂ‡ÚÓ˚ (59) „ÛÔÔ˚ ̋ Í‚Ë-
‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ËÏÂ˛Ú ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚:

(61)

„‰Â ϕ, ψ, λ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË ÓÚ x. ùÚÓ ÓÁ-
Ì‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (58) ËÏÂÂÚ ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÏÂ-
ÌÛ˛ ‡Î„Â·Û Lε Ò ·‡ÁËÒÓÏ

(62)

∂
∂ t
----- ∂u

∂x
------ Q x u,( )∂u

∂ t
------– F x u,( ),=

Q F

Y ξ1 ∂
∂t
----- ξ2 ∂

∂x
------ η ∂

∂u
------ µ1 ∂

∂Q
------- ξ2 ∂

∂F
------,+ + + +=

ξ1 ξ1 t x u, ,( ), η η t x u, ,( ),= =

µ1 µ1 t x u Q F, , , ,( ), i 1 2.,= =

utx Qutt– Quut
2– F– 0, Qt 0, Ft 0.= ==

ξ1 C1t ϕ x( ), ξ2+ ψ x( ),= =

η C1 C2+( )u λ x( ),+=

µ1 = ϕ' x( )– C1 ψ' x( )–[ ] Q, µ2+  = C2 ψ' x( )–[ ] F,

Y1 ϕ x( ) ∂
∂t
----- ϕ' x( ) ∂

∂Q
-------,–=

Y2 ψ x( ) ∂
∂x
------ ψ' x( )Q

∂
∂Q
-------– ψ' x( )F

∂
∂F
------,–=

Y3 λ x( ) ∂
∂u
------, Y4 t

∂
∂t
----- u

∂
∂u
------ Q

∂
∂Q
-------,+ += =
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à·‡„ËÏÓ‚, êÛ‰ÂÌÍÓ*

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 1. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ÏÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸,
˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ (57) ËÏÂÂÚ ÒÂÏËÏÂÌÛ˛ ‡Î„Â·Û Lε,
Ì‡ÚflÌÛÚÛ˛ Ì‡ ÓÔÂ‡ÚÓ˚

(63)

Ñ‡Î¸ÌÂÈ¯ËÂ ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÓÒÌÓ‚‡Ì˚ Ì‡ ÚÂÓÂÏÂ
Ó ÔÓÂÍˆËflı, ÛÔÓÏflÌÛÚÓÈ ‚ Ì‡˜‡ÎÂ ‡Á‰ÂÎ‡ 4.2.
é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ˜ÂÂÁ X, Z ÔÓÂÍˆËË „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ (59)
„ÛÔÔ˚ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË Ì‡ ÙËÁË˜ÂÒÍËÂ ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚Â t, x, u Ë ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â x, u, Q, F ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı
˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ:

(64)

(65)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (61) ‚ (64) Ë (65), ÔÓÎÛ˜ËÏ ÔÓÂÍˆËË,
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ÍÓÂÍÚÌÓ ‚ ÚÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ, ̃ ÚÓ ÍÓÓ-
‰ËÌ‡Ú˚ X Á‡‚ËÒflÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ t, x, u, ‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ Z
– ÓÚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı x, u, Q, F:

(66)

(67)

èËÏÂÌËÚÂÎ¸ÌÓ Í Û‡‚ÌÂÌË˛ (58) ÚÂÓÂÏ‡ Ó ÔÓ-
ÂÍˆËflı Á‚Û˜ËÚ Ú‡Í.

íÂÓÂÏ‡ Ó ÔÓÂÍˆËflı. éÔÂ‡ÚÓ X, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ-
Ì˚È ÙÓÏÛÎÓÈ (66), fl‚ÎflÂÚÒfl ËÌËÙËÌËÚÂÁËÏ‡Î¸-
ÌÓÈ ÒËÏÏÂÚËÂÈ Û‡‚ÌÂÌËfl (58) Ò ÙÛÌÍˆËflÏË

(68)

ÚÓ„‰‡ Ë ÚÓÎ¸ÍÓ ÚÓ„‰‡, ÍÓ„‰‡ ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡Ï‚ÌÂÌËÈ
(68) ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ „ÛÔÔ˚ Ò „ÂÌÂ‡-
ÚÓÓÏ Z, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï ÙÓÏÛÎÓÈ (67), ÚÓ ÂÒÚ¸
ÍÓ„‰‡

(69)

„‰Â ÔÂÂÏÂÌÌ˚Â Q, F Ì‡‰Ó Á‡ÏÂÌËÚ¸ Ì‡ ÙÛÌÍˆËË
Q(x, u), F(x, u) ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË (68).
Ç‚Ë‰Û (67), Û‡‚ÌÂÌËfl (69) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë-
‰Â ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÎËÌÂÈÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚ ˜‡-

Y5 u
∂

∂u
------ F

∂
∂F
------.+=

Y1
∂
∂t
-----, Y2

∂
∂x
------, Y3

∂
∂u
------,= = =

Y4 t
∂
∂t
----- u

∂
∂u
------ P

∂
∂P
------, Y5 u

∂
∂u
------ F

∂
∂F
------,+=+ +=

Y6 x
∂
∂t
----- ∂

∂P
------, Y7– x

∂
∂x
------ P

∂
∂P
------– F

∂
∂F
------.–= =

X pr t x u, ,( ) Y( ) ξ1 ∂
∂t
----- ξ2 ∂

∂x
------ η ∂

∂u
------,+ +≡=

Z  = pr x u Q F, , ,( ) Y( ) ξ2 ∂
∂x
------ η ∂

∂u
------ µ1 ∂

∂Q
------- µ2 ∂

∂F
------.+ + +≡

X C1t ϕ x( )+[ ] ∂
∂t
----- ψ x( ) ∂

∂x
------ ++=

+ C1 C2+( )u λ x( )+[ ] ∂
∂u
------,

Z ψ x( ) ∂
∂x
------ C1 C2+( )u λ x( )+[ ] ∂

∂u
------ ++=

+ ϕ' x( )– C1 ψ' x( )Q–( )+[ ] ∂
∂Q
------- C1 ψ' x( )–( )F

∂
∂F
------.+

Q Q x u,( ), F F x u,( )= =

Z Q Q x u,( )–[ ] 0, Z F F x u,( )–[ ] 0,= =

ÒÚÌ˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ‰Îfl ÙÛÌÍ-
ˆËÈ Q(x, u), F(x, u):

(70)

á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 2. ùÚ‡ ÚÂÓÂÏ‡ ÙÓÏÛÎËÛÂÚÒfl ‡Ì‡-
ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËfl (57) Ò Á‡ÏÂÌÓÈ ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚
(62) Ì‡ ÓÔÂ‡ÚÓ˚ (63), ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ (68) Ì‡

èËÏÂ 1. ÇÓÁ¸ÏÂÏ ‚ (61)

ÚÓ ÂÒÚ¸ ‚˚·ÂÂÏ Y' ∈ Lε ˜‡ÒÚÌÓ„Ó ‚Ë‰‡

(71)

íÓ„‰‡ Â¯ÂÌËÂÏ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ (70) ÔÓÎÛ˜‡-
ÂÏ ÙÛÌÍˆËË

(72)

„‰Â Φ, Γ – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚Â ÙÛÌÍˆËË Ó‰ÌÓ„Ó ‡„Û-
ÏÂÌÚ‡. íÂÓÂÏ‡ Ó ÔÓÂÍˆËflı ‰‡ÂÚ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ
(58) ‚Ë‰‡

(73)

‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ, Ì‡fl‰Û Ò Ó˜Â‚Ë‰Ì˚Ï „ÂÌÂ‡ÚÓÓÏ ÔÂ-
ÂÌÓÒ‡ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË X0 = ∂/∂t, Ó‰ËÌ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚È
ÓÔÂ‡ÚÓ

(74)

àÁ Û‡‚ÌÂÌËfl X'(J) = 0 Ì‡ıÓ‰ËÏ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚

àÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ u = (x – k)G(λ) Û‡‚ÌÂÌËfl
(73) ‰ÓÎÊÌÓ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÚ¸ Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓÏÛ ‰ËÙ-
ÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛

àÌÚÂÂÒ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È Û‡‚ÌÂÌËfl
(73) Ò ÎËÌÂÈÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË Φ, Γ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘ËÈ ÔÓfl‚ÎÂÌË˛ ‚ ÎÂ‚ÓÈ ˜‡ÒÚË Û‡‚ÌÂÌËfl (73) Í‚‡-
‰‡ÚË˜ÌÓ-ÌÂÎËÌÂÈÌÓ„Ó ˜ÎÂÌ‡:

(75)

ψ x( )∂Q
∂x
------- C1 C2+( )u λ x( )+[ ] ∂Q

∂u
------- ++

+ ψ' x( ) C1–[ ] Q ϕ' x( )+ 0,=

ψ x( )
∂F
∂x
------ C1 C2+( )u λ x( )+[ ] ∂F

∂u
------ ψ' x( ) C2–[ ] F+ +  = 0.

P P u( ), F F x u,( ).= =

C1 1, ϕ x( ) 0, ψ x( ) k x,–= = =

C2 0, λ x( ) 0,= =

Y' t
∂
∂t
----- x k–( ) ∂

∂x
------ u

∂
∂u
------ F

∂
∂F
------.–+ +=

Q Φ u
x k–
----------- 

  , F
1

x k–
-----------Γ u

x k–
----------- 

  ,= =

∂
∂t
----- ∂u

∂x
------ Φ u

x k–
----------- 

  ∂u
∂t
------–

1
x k–
-----------Γ u

x k–
----------- 

 =

X' t
∂
∂t
----- x k–( ) ∂

∂x
------ u

∂
∂u
------.+ +=

λ t
x k–
-----------, µ u

x k–
-----------.= =

λG'' Φ G( )G'( )' Γ G( )+ + 0.=

∂
∂t
----- ∂u

∂x
------ α u

k x–
-----------∂u

∂t
------– β u

k x–( )2
------------------.–=
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ùÚÓÚ ÒÎÛ˜‡È ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ‡ÒÒÏÓÚÂÌ ‚ ‡Á‰ÂÎÂ 5.
èËÏÂ 2. èË‚Â‰ÂÏ ÚÂÔÂ¸ ÔËÏÂ Û‡‚ÌÂ-

ÌËfl, ËÏÂ˛˘Â„Ó ‰‚Â ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÒËÏÏÂÚËË.
ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó Ì‡‰Ó ‚ÁflÚ¸ ‰‚‡ „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚ-
ÌÓÒÚË, Ó·‡ÁÛ˛˘Ëı ‰‚ÛÏÂÌÛ˛ ‡Î„Â·Û. Ç Í‡˜ÂÒÚ-
‚Â ÔÂ‚Ó„Ó ËÁ ÌËı ‚˚·ÂÂÏ ÒÌÓ‚‡ (71), ‡ ‚ÚÓÓÈ „Â-
ÌÂ‡ÚÓ Y'' Ì‡È‰ÂÏ, ÔÓÎÓÊË‚ ‚ (61)

ÚÓ ÂÒÚ¸ ‚˚·ÂÂÏ

éÔÂ‡ÚÓ˚ Y', Y'' ÍÓÏÏÛÚËÛ˛Ú Ë, ÁÌ‡˜ËÚ, Ó·‡ÁÛ-
˛Ú ‡·ÂÎÂ‚Û ‡Î„Â·Û ãË. èËÏÂÌË‚ Í ˝ÚËÏ ‰‚ÛÏ
ÓÔÂ‡ÚÓ‡Ï ÚÂÓÂÏÛ Ó ÔÓÂÍˆËflı, ÚÓ ÂÒÚ¸ Ì‡
Ô‡ÍÚËÍÂ Â¯Ë‚ Û‡‚ÌÂÌËfl (70) Ò ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ Y'' Ë Ò ÙÛÌÍˆËflÏË Q, F ‚Ë‰‡ (70), ÔÓÎÛ-
˜ËÏ:

èÓ ÚÂÓÂÏÂ Ó ÔÓÂÍˆËflı, Û‡‚ÌÂÌËÂ

(76)

‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ‰‚‡ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÓÔÂ‡ÚÓ‡:

(77)

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ÏÓÊÌÓ Ì‡ÈÚË Â¯ÂÌËÂ, ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ-
ÌÓÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‰‚ÛıÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ „ÛÔÔ˚
ÒËÏÏÂÚËË Ò ‰‚ÛÏfl „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ÏË (77). Ä ËÏÂÌÌÓ,
Ì‡‰Ó Â¯ËÚ¸ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ X'(J) = 0, X''(J) = 0.
àÁ ÔÂ‚Ó„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‰‚‡ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡

‡ ‚ÚÓÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‡ÂÚ

èÓ‰ÒÚ‡‚Ë‚ Ò˛‰‡ ÁÌ‡˜ÂÌËfl µ, λ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ú‡ÍÓÈ ‚Ë‰
ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl:

C1 0, C2 1, ϕ x( ) ψ x( ) λ x( ) x k,–= = = = =

Y'' x k–( ) ∂
∂t
----- ∂

∂x
------+ 

  u x k–+( ) ∂
∂u
------ 1 Q+( ) ∂

∂Q
-------.–+=

Q 1– A
u

x k–
-----------– 

  , Fexp+
B

x k–
----------- u

x k–
----------- 

  ,exp= =

A B, const.=

∂
∂t
----- ∂u

∂x
------ 1 A

u
x k–
-----------– 

 exp– 
  ∂u

∂t
------+  =

=  
B

x k–
----------- u

x k–
----------- 

 exp

X' t
∂
∂t
----- x k–( ) ∂

∂x
------ u

∂
∂u
------,+ +=

X'' x k–( ) ∂
∂t
----- ∂

∂x
------+ 

  u x k–+( ) ∂
∂u
------.+=

λ x k–
t

-----------, µ u
t
---,= =

µ Lλ λ λ
1 λ–
------------ 

  , Lln+ const.= =

u x k–( ) L
x k–

t x– k+
------------------- 

 ln+ .=

èÓÒÚÓflÌÌ‡fl L Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ‚ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ (76).

èËÏÂ 3. íÂÔÂ¸ Ó·‡ÚËÏÒfl Í Û‡‚ÌÂÌË˛ (57)
Ë ÔËÏÂÌËÏ ÚÂÓÂÏÛ Ó ÔÂÍˆËflı Í ÍÓÏ·ËÌ‡ˆËË Y =
Y3 + Y5 + Y6 + Y7 ·‡ÁËÒÌ˚ı ÓÔÂ‡ÚÓÓ‚ (63), ÚÓ ÂÒÚ¸
Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ „ÂÌÂ‡ÚÓÛ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË:

èÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï (64) Ë (65), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ
Â„Ó ÔÓÂÍˆËË

(78)

(79)

êÂ¯Ë‚ Û‡‚ÌÂÌËfl Z[P(u) – P] = 0, Z[F(x, u) – F] = 0
(Ò. (69) Ë ÒÏ. á‡ÏÂ˜‡ÌËÂ 2), ÍÓÚÓ˚Â ËÏÂ˛Ú ÍÓÌ-
ÍÂÚÌ˚È ‚Ë‰

Ì‡ıÓ‰ËÏ 

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Û‡‚ÌÂÌËÂ 

(80)

‚Ë‰‡ (57) ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ, Ì‡fl‰Û Ò X0 = ∂/∂t, ‰ÓÔÓÎÌË-
ÚÂÎ¸Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ X, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚È ‚ (78). ÇÓÒ-
ÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ËÏ, ˜ÚÓ·˚ ÔÓÒÚÓËÚ¸ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÂ
Â¯ÂÌËÂ. ç‡È‰fl ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ λ = t – x, µ = (u + 1)/x
ÓÔÂ‡ÚÓ‡ X, ËÏÂÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓ-
„Ó Â¯ÂÌËfl:

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍÓÈ ‚ (80) Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓÂ
‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ

(81)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÔË Ï‡Î˚ı u Û‡‚ÌÂÌËÂ (80) fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ıÓÓ¯ÂÈ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÂÈ, Ó·Î‡‰‡˛˘ÂÈ ‰ÓÔÓÎ-
ÌËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÒËÏÏÂÚËÂÈ, ‰Îfl ÏÓ‰ÂÎÂÈ, ÓÔËÒ˚‚‡Â-
Ï˚ı Û‡‚ÌÂÌËflÏË ÚËÔ‡ (55).

5. Ç˚‚Ó‰ Û‡‚ÌÂÌËÈ 
Ë Ó·ÒÛÊ‰ÂÌËÂ ÙËÁËÍË ÔÓˆÂÒÒÓ‚ 

åÓ‰ÂÎ¸ (55) ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ‚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍËı Á‡‰‡˜‡ı.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚Ì‡˜‡ÎÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl ÒÊËÏ‡ÂÏÓ„Ó „‡Á‡
‚ÌÛÚË ˆËÎËÌ‰‡ Ò ÔÓÔÂÂ˜Ì˚Ï ÒÂ˜ÂÌËÂÏ S, ÍÓÚÓ-
˚È Á‡Í˚Ú ÔÓ‰‚ËÊÌ˚Ï ÔÓ¯ÌÂÏ Ï‡ÒÒ˚ m. ÑÌÓ
ˆËÎËÌ‰‡ (x = 0) ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓ, ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ x ÓÚÒ˜Ë-
Ú˚‚‡ÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ Ó·‡ÁÛ˛˘ÂÈ ‚‚Âı. èÓ¯ÂÌ¸ ÏÓ-

Y x
∂
∂t
----- x

∂
∂x
------ 1 u+( ) ∂

∂u
------ 1 P+( ) ∂

∂P
------.–+ +=

X x
∂
∂t
----- x

∂
∂x
------ 1 u+( ) ∂

∂u
------.+ +=

Z x
∂
∂x
------ 1 u+( ) ∂

∂u
------ 1 P+( ) ∂

∂P
------.–+=

1 u+( )dP
du
------- 1 P+( )+ 0, x

∂F
∂x
------ 1 u+( )∂F

∂u
------+ 0,= =

F Γ x
1 u+
------------ 

  , P
K

1 u+
------------ 1, K– const.= = =

∂
∂t
----- ∂u

∂x
------ 1 K

1 u+
------------– 

  ∂u
∂t
------+ Γ x

1 u+
------------ 

 =

u xΦ λ( ), λ t x.–= =

K Φ'/Φ( )' Φ'+ Γ Φ( ).=
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à·‡„ËÏÓ‚, êÛ‰ÂÌÍÓ*

ÊÂÚ ÒÓ‚Â¯‡Ú¸ ÍÓÎÂ·‡ÌËfl, ÒÏÂ˘‡flÒ¸ Ì‡ ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ζ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl x = H.
ëËÒÚÂÏ‡, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘‡fl ‰‚ËÊÂÌËÂ ÔÓ¯Ìfl Ò Û˜Â-
ÚÓÏ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ „‡Á‡, ËÏÂÂÚ
‚Ë‰

(82)

á‰ÂÒ¸ ρ Ë c – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ Á‚ÛÍ‡ ‚ „‡ÁÂ,
p(t) – ÙÓÏ‡ Î˛·ÓÈ ËÁ ‰‚Ûı ·Â„Û˘Ëı Ì‡‚ÒÚÂ˜Û
‰Û„ ‰Û„Û ‚ÓÎÌ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰‡‚ÎÂÌËfl. Ä„Û-
ÏÂÌÚ˚ ÒÓ‰ÂÊ‡Ú Ò‰‚Ë„ ‚Ó ‚ÂÏÂÌË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚È
‰ÎËÌÓÈ H ÂÁÓÌ‡ÚÓ‡ Ë ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË
„‡Á‡:

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl ÒÔÓÒÓ· ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËfl ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î¸-
Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÚËÔ‡ (82) Í ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚Ï
˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ, ÓÔËÒ‡ÌÌ˚È ‚ ‡·ÓÚÂ
[24], ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Â-
ÁÓÌ‡ÌÒ‡ ωH/c = π + ∆ („‰Â ∆ – Ï‡Î‡fl ‡ÒÒÚÓÈÍ‡ ̃ ‡-
ÒÚÓÚ˚), Û‰‡ÂÚÒfl ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ [25]

(83)

ρc
∂ζ
∂t
------ p t–( ) p t+( ),

m
S
----∂2ζ

∂t2
--------– p t+( ) p t–( ).+= =

t± t
H
c
---- 1 ε p

c2ρ
--------– 

  .±=

∂
∂ξ
------ ∂U

∂T
------- ∆∂U

∂ξ
------- πεU∂U

∂ξ
-------–+ βU .–=

Ç Û‡‚ÌÂÌËË (84) ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚Â
Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

„‰Â t1 – “ÏÂ‰ÎÂÌÌÓÂ” ‚ÂÏfl, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÂ ÛÒÚ‡-
ÌÓ‚ÎÂÌËÂ ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ ‚ pÂÁÓÌ‡ÚÓÂ, mg = ρSH – Ï‡Ò-
Ò‡ „‡Á‡ ‚ ˆËÎËÌ‰Â. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, Á‡ÏÂÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚ı Ë ÔÂÂÓ·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ

Û‡‚ÌÂÌËÂ (83) Û‰‡ÂÚÒfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡Ú¸ Í ‚Ë‰Û (55).
èË·ÎËÊÂÌÌ˚Â Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl (83), ÓÚ‚Â-

˜‡˛˘ËÂ ÙËÁË˜ÂÒÍË ËÌÚÂÂÒÌ˚Ï ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡Ï Á‡-
‰‡˜Ë, ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ‚ ‡·ÓÚÂ [25]. é‰Ì‡ÍÓ Ë fl‰ ÚÓ˜-
Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ ËÏÂÂÚ ‚‡ÊÌ˚È ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ, Ì‡ÔËÏÂ, ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ÔÓÎÛ˜‡-
ÂÏÓÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ „ÂÌÂ‡ÚÓ‡ ‡ÒÚflÊÂÌËfl X3 (56).
ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ Ë ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì‡fl
ÙÓÏ‡ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

èÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó ‚˚‡ÊÂÌËfl ‚ (55) ÔË‚Ó-
‰ËÚ Í Ó·˚ÍÌÓ‚ÂÌÌÓÏÛ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÏÛ Û‡‚-
ÌÂÌË˛

Ö„Ó ̃ ‡ÒÚÌ˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ, ‚ ÔÂ‰ÂÎÂ β  0 ÔÂÂıÓ-
‰fl˘ËÏ ‚ Â¯ÂÌËÂ u = –x/t ‰Îfl ËÏ‡ÌÓ‚˚ı ‚ÓÎÌ, ·Û-
‰ÂÚ

(84)

èÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ò ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ ÔÓˆÂ‰ÛÓÈ ÔÓÒÚÓÂÌËfl
ÔËÎÓÓ·‡ÁÌÓ„Ó ÒË„Ì‡Î‡ [4], ‚ ÍÓÚÓÓÈ ÔÂËÓ‰Ë˜Â-
ÒÍË ÔÓ‰ÓÎÊÂÌÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ u = –x/t ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl
‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl „Î‡‰ÍËı ÎËÌÂÈÌ˚ı Û˜‡ÒÚÍÓ‚ ÔÓ-
ÓÙËÎfl (ÒÏ. ËÒ. 1, ¯ÚËıÓ‚˚Â ÍË‚˚Â), Á‰ÂÒ¸ Ú‡Í-
ÊÂ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÓ‰ÓÎÊËÚ¸ Â¯ÂÌËÂ (84) Ò ÔÂË-
Ó‰ÓÏ 2π. ì‰‡Ì˚Â ÙÓÌÚ˚ ÎÓÍ‡ÎËÁÛ˛ÚÒfl ‚ ÚÓ˜-
Í‡ı

ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ ÍÓÚÓ˚ı ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl ‡-
‚ÂÌÒÚ‚‡ ÌÛÎ˛ ÒÂ‰ÌÂ„Ó Á‡ ÔÂËÓ‰ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÙÛÌÍ-
ˆËË u(x, t).

ä‡Í ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ËÒ. 1, Û˜ÂÚ ÌËÁÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ
‰ËÒÔÂÒËË (β ≠ 0) ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÌÂÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÏÛ
ËÒÍ‡ÊÂÌË˛ ÙÓÏ˚ ‚ÓÎÌ˚. ÑÎËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ù‡Á˚
ÒÊ‡ÚËfl ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÍÓÓÚÍÓÈ, ‡ ‡ÁÂÊÂ-
ÌËfl – Û‚ÂÎË˜ÂÌÌÓÈ. äË‚˚Â Ì‡ ËÒ. 1 ÔÓÒÚÓÂÌ˚
‰Îfl β = 3 Ë ·ÂÁ‡ÁÏÂÌ˚ı ‡ÒÒÚÓflÌËÈ x = 0.2 (ÍË-
‚˚Â 1 Ë 1'), x = 0.5 (ÍË‚˚Â 2 Ë 2'). ê‡ÁÛÏÂÂÚÒfl,

u
p

c2ρ
--------, ξ ωt π, T+

ωt1

π
--------, β 1

π
---

mg

m
------,= = = =

t ξ ∆T , T– x, u πεU= = =

λ xt, µ ux2, u x t,( ) 1

x2
-----Φ λ( ).= = =

ΦΦ'' Φ'2 λΦ''– Φ' βΦ–+ + 0.=

Φ λ( ) λ–
β
6
---λ2, u x t,( )+

β
6
---t

2 t
x
--.–= =

tn π 2n 1+( ) 3
βx
------

3
βx
------ 

 
2 π2

3
-----– ,–+=

n 0 1± 2± …,, , ,=

u

10

–10

0

–π

1'

2'

1

2

t

π

ÇÎËflÌËÂ ÌËÁÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ ‰ËÒÔÂÒËË Ì‡ ÔÓˆÂÒÒ ËÒÍ‡-
ÊÂÌËfl ‚ÓÎÌ˚. èÓÙËÎË ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ‰Îfl ‡ÒÒÚÓflÌËÈ x
= 0.2 (ÍË‚˚Â 1 Ë 1') Ë x = 0.5 (ÍË‚˚Â 2 Ë 2'). ëÔÎÓ¯-
Ì˚Â ÍË‚˚Â ÓÔËÒ˚‚‡˛ÚÒfl ‡‚ÚÓÏÓ‰ÂÎ¸Ì˚Ï Â¯ÂÌËÂÏ
(84) ‰Îfl β = 3. òÚËıÓ‚˚Â ÍË‚˚Â ÔÓÒÚÓÂÌ˚ Ò Û˜Â-
ÚÓÏ ÚÓÎ¸ÍÓ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË (β = 0, ‰ËÒÔÂÒËË ÌÂÚ) Ë ÔË-
‚Â‰ÂÌ˚ ‰Îfl Ò‡‚ÌÂÌËfl Ò ÔÓÙËÎflÏË, ËÁÓ·‡ÊÂÌÌ˚ÏË
ÒÔÎÓ¯Ì˚ÏË ÍË‚˚ÏË.
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ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ‚ÔÎÓÚ¸ ‰Ó ‡ÒÒÚÓflÌËÈ

x ≤ 3 /πβ.
éÔËÒ˚‚‡ÂÏ˚È ËÒ. 1 ı‡‡ÍÚÂ ËÒÍ‡ÊÂÌËÈ ÔÓ-

ÙËÎfl ‚ÓÎÌ˚ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÂÌ Ì‡·Î˛‰‡ÂÏÓÏÛ ‚ ˝ÍÒÔÂ-
ËÏÂÌÚ‡ı Ò ‰ËÙ‡„ËÛ˛˘ËÏË ÔÛ˜Í‡ÏË ·ÓÎ¸¯ÓÈ
ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË. í‡ÍÓÂ ÊÂ ÔÓ‚Â‰ÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÍ‡Á˚‚‡-
ÂÚ ÚÂÓËfl (ÒÏ. [26, 14]). àÏÂÌÌÓ ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‚ÚÓ‡fl
ÙËÁË˜ÂÒÍ‡fl Á‡‰‡˜‡, Ò‚flÁ‡ÌÌ‡fl Ò ÏÓ‰ÂÎ¸˛ (55), ÓÚ-
ÌÓÒËÚÒfl Í ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËı ÔÛ˜-
ÍÓ‚ [26]. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ ïÓıÎÓ‚‡-á‡·Ó-
ÎÓÚÒÍÓÈ ‚ ÙÓÏÂ (ÒÏ. [14], ÒÚ. 346):

(85)

ì‡‚ÌÂÌËÂ (85) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÍÛ„Î˚Â ‚ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÏ
ÒÂ˜ÂÌËË ÔÛ˜ÍË, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı

ε = (γ + 1)/2 – ÌÂÎËÌÂÈÌ˚È Ô‡‡ÏÂÚ, Ψ – ˝ÈÍÓÌ‡Î.
ÑÎfl Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ x, ÔÓÈ‰ÂÌÌÓÂ
‚ÓÎÌÓÈ, ÓÚÒ˜ËÚ˚‚‡ÂÚÒfl ‚‰ÓÎ¸ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÔflÏÓÈ;
‚ ÌÂÓ‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â x ÏÓÊÂÚ ËÁÏÂflÚ¸Òfl ‚‰ÓÎ¸
ÎÛ˜‡, fl‚Îfl˛˘Â„ÓÒfl ÓÒ¸˛ ÔÛ˜Í‡ [27] . é„‡ÌË˜Ë‚‡-
flÒ¸ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂÏ ÔÓÎfl ‚·ÎËÁË ÓÒË, ÔÓÎÓÊËÏ ‚
(85)

(86)

„‰Â f, q' – ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÂ ËÁÏÂ-
ÌÂÌËÂ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎfl ÔÂÎÓÏÎÂÌËfl ‚ ÒÂ‰Â. éÔÂ‰Â-
Îflfl ˝ÈÍÓÌ‡Î ËÁ (86), 

ÔË‚Â‰ÂÏ (85) Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ‚Ë‰Û:

(87)

ν = rΦ(x). Ç ÔË·ÎËÊÂÌËË ÌÂÎËÌÂÈÌÓÈ „ÂÓÏÂÚË-
˜ÂÒÍÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍË Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ (85) ËÎË (87) ÔÓÎ‡-
„‡˛Ú ‡‚ÌÓÈ ÌÛÎ˛. åÓÊÌÓ ÛÚÓ˜ÌËÚ¸ ˝ÚÓ ÔË·ÎË-
ÊÂÌËÂ Ë Û˜ÂÒÚ¸ ‰ËÙ‡ÍˆËÓÌÌ˚Â ÔÓÔ‡‚ÍË, ÂÒÎË
‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ‰Îfl Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (87) ÒÎÂ‰Û˛-
˘ÂÈ ÏÓ‰ÂÎ¸˛:

(88)

3

∂
∂τ
----- ∂p

∂x
------

ε
c

3ρ
-------- p

∂p
∂τ
------–

1
c
---∂p

∂τ
------ ∂Ψ

∂x
--------

1
2
--- ∂Ψ

∂r
-------- 

 
2

+ 
  +–

+
∂p
∂r
------∂Ψ

∂r
-------- p

2
---∆⊥ Ψ+

c
2
---∆⊥ p.=

∆⊥
∂2

∂r2
-------

1
r
--- ∂

∂r
-----, τ+ t

x
c
--–

1
c
---Ψ x r,( ),–= =

∂Ψ
∂x
--------

1
2
--- ∂Ψ

∂r
-------- 

 
2

+
r2

2
---- f x( ) q' x( ),+=

Ψ r2

2
----Φ x( ) q x( ), Φ' Φ2+ + f ,= =

∂
∂τ
----- ∂p

∂x
------

f
Φ
----ν∂p

∂ν
------ 1

c
---∂p

∂τ
------ ν2

2
----- f

Φ2
------ q'+ 

 –
ε

c3ρ
-------- p

∂p
∂τ
------– Φp+ +  =

=  
c
2
---Φ2 ∂2 p

∂ν2
--------

1
ν
---∂p

∂ν
------+ 

  ,

∂2 p

∂ν2
--------

1
ν
---∂p

∂ν
------+ 

  2

a2
----- p,–

„‰Â a – ËÒıÓ‰Ì‡fl ¯ËËÌ‡ ÔÛ˜Í‡. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl
ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛ˚, ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ

ÅÂÒÒÂÎfl J0( ν/a), ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (88) ÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ-
Òfl ÚÓ˜Ì˚Ï. àÁÏÂÌflfl ÚÂÔÂ¸ Ô‡‚Û˛ ˜‡ÒÚ¸ (87) ‚
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò (88) Ë ÛÒÚÂÏÎflfl ν Í ÌÛÎ˛, ÔÓÎÛ-
˜ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ, ÓÔËÒ˚‚˛˘ÂÂ ÔÓÎÂ ‡ÍÛÒÚË˜ÂÒÍËı
ÔÛ˜ÍÓ‚ ‚·ÎËÁË ÓÒË:

(89)

Ç ˜‡ÒÚÌÓÒÚË, ‰Îfl ÒÙÓÍÛÒËÓ‚‡ÌÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ÔÓÎ‡-
„‡fl Φ = 1/(x – k), q' = 0 (k – ÙÓÍÛÒÌÓÂ ‡ÒÒÚÓflÌËÂ),
Ò‚Â‰ÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (89) Í ‚Ë‰Û (75), „‰Â ÚÂÔÂ¸ u =
= p(x – k), a = ε/c3ρ, β = c/a2.

á‡ÏÂÌÓÈ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı

Û‡‚ÌÂÌËÂ (89) Ò‚Ó‰ËÚÒfl Í ·ÓÎÂÂ ÔÓÒÚÓÈ ÙÓÏÂ

(90)

„‰Â

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ x ÏÓ„ÛÚ Á‡-
‚ËÒÂÚ¸ ‚ÒÂ ı‡‡ÍÚÂËÒÚËÍË ÒÂ‰˚, ‚ÍÎ˛˜‡fl Ô‡‡-
ÏÂÚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË, Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÏÓÊ-
ÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â

(91)

Ç Û‡‚ÌÂÌËË (91) Û˜ÚÂÌ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓ-
fl‚ÎÂÌËfl ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌÓ„Ó ÌÂÎËÌÂÈÌÓ„Ó ÓÚÍÎËÍ‡
ÒÂ‰˚, ÌÂ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÏÓ„Ó Ó·˚˜ÌÓÈ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ
ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸˛.

ÖÒÎË ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (91) ÔÓÎÓÊËÚ¸

ÓÌÓ ÔËÏÂÚ ‚Ë‰ (75) Ë ·Û‰ÂÚ ÓÔËÒ˚‚‡Ú¸ ÙÓÍÛÒË-
Ó‚ÍÛ ÔÛ˜Í‡ ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÈ ÒÂ‰Â. àÌ‚‡Ë‡ÌÚÌÓÂ
Â¯ÂÌËÂ, ÓÚ‚Â˜‡˛˘ÂÂ ÓÔÂ‡ÚÓÛ (74), ÂÒÚ¸

îÛÌÍˆËfl G(λ) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ Û‡‚ÌÂÌË˛

(92)

2

∂
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t c τ 1
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ε
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∂
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∂x
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u k x–( )G λ( ), λ t
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à·‡„ËÏÓ‚, êÛ‰ÂÌÍÓ*

íÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (92) ÔË α = 0 Á‡ÔËÒ˚-
‚‡ÂÚÒfl ˜ÂÂÁ ÙÛÌÍˆËË ÅÂÒÒÂÎfl

‡ ÔË β = 0 ÓÌÓ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

ê‡ÁÛÏÂÂÚÒfl, Í ÏÓ‰ÂÎflÏ (55), (57), (58) ÔË‚Ó‰flÚ
ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ Ó·ÒÛÊ‰‡‚¯ËÂÒfl ‚˚¯Â ÚÂ ‰‚Â Á‡‰‡˜Ë.
é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Î˛·ÓÈ ÎËÌÂÈÌÓÈ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÈ
ÒËÒÚÂÏÂ Ò ÌËÁÍÓ˜‡ÒÚÓÚÌÓÈ ‰ËÒÔÂÒËÂÈ, ÓÔËÒ˚‚‡Â-
ÏÓÈ Á‡ÍÓÌÓÏ

ÏÓÊÌÓ ÒÓÔÓÒÚ‡‚ËÚ¸ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂ-
ÌËÂ

(93)

ÖÒÎË ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸ ÒÎ‡·‡fl, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ
˜ÎÂÌ ‰Ó·‡‚ÎflÂÚÒfl ‚ ˝‚ÓÎ˛ˆËÓÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‡‰-
‰ËÚË‚ÌÓ, Ë (93) ÔÂÂıÓ‰ËÚ, Ì‡ÔËÏÂ, ‚ (55).

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ “Ó·˘‡fl” ÙÓÏ‡ (91) ‚ÒÂ ÊÂ ‰Ó-
ÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ÍÓÌÍÂÚÌ‡. ÖÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÒËÏÏÂÚËË, Ó˜Â-
‚Ë‰ÌÓ, ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜ÌÓ ÓÚ‡Ê‡˛Ú ÙËÁËÍÛ ËÒÒÎÂ‰ÛÂ-
Ï˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚, ˜ÂÏ, Ì‡ÔËÏÂ, ÒËÏÏÂÚËË ÛÔÓ-
˘ÂÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË (55) ËÎË ÒÓ‚Â¯ÂÌÌÓ Ó·˘ÂÈ
ÏÓ‰ÂÎË

ÍÓÚÓÛ˛ ÏÓÊÌÓ ·˚ÎÓ ·˚ ËÁÛ˜‡Ú¸ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚Ï
ÏÂÚÓ‰ÓÏ, ÌÂ ÒÎË¯ÍÓÏ ÒËÎ¸ÌÓ Ó„‡ÌË˜Ë‚‡fl ÍÎ‡ÒÒ
‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ı Á‡‰‡˜.

6. á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ

Ç ÓÒÌÓ‚Â ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ÎÂÊËÚ Ô‡‡‰ÓÍÒ‡Î¸-
ÌÓÂ, Ì‡ ÔÂ‚˚È ‚Á„Îfl‰, ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ Ó ˆÂÎÂÒÓÓ·-
‡ÁÌÓÒÚË ‡Ì‡ÎËÁ‡ ËÌÚÂÂÒÛ˛˘Ëı Ì‡Ò ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı
Á‡‰‡˜ ÔÛÚÂÏ Ëı “ÔÓ„ÛÊÂÌËfl” ‚ ÍÎ‡ÒÒ ·ÓÎÂÂ Ó·˘Ëı
Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ. éÔ˚Ú
ÚÂÓËË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÍÓÎÂ·‡ÌËÈ Ë ‚ÓÎÌ, ÓÒÌÓ‚‡Ì-
Ì˚È Ì‡ ÙËÁË˜ÂÒÍË Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌÌÓÏ ÛÔÓ˘ÂÌËË ÏÓ-
‰ÂÎÂÈ, Í‡Á‡ÎÓÒ¸ ·˚, ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÓÔËÒ‡ÌÌÓÏÛ
‚˚¯Â ÔÓ‰ıÓ‰Û, ‚ ÓÒÌÓ‚Â ÍÓÚÓÓ„Ó – ÔËÌˆËÔ ‡ÔË-
ÓÌÓ„Ó ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËfl ÒËÏÏÂÚËÈ. ÇÏÂÒÚÂ Ò ÚÂÏ,
Á‡ ‚ÌÂ¯ÌËÏË ‡ÁÎË˜ËflÏË ÒÍ˚ÚÓ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÂ
Â‰ËÌÒÚ‚Ó ‰‚Ûı ÔÓ‰ıÓ‰Ó‚. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ·ÓÎÂÂ
ÒËÏÏÂÚË˜Ì‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ‰ÓÎÊÌ‡ ÒÓ‰ÂÊ‡Ú¸ ·ÓÎ¸¯Â
ÚÓ˜Ì˚ı Â¯ÂÌËÈ. ä‡Í ÏÓÊÌÓ ‰Ó·ËÚ¸Òfl ·ÓÎ¸¯ÂÈ
ÒËÏÏÂÚËË? ë Ó‰ÌÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÏÓÊÌÓ ‰‚Ë„‡Ú¸Òfl
ÔÓ Ú‡‰ËˆËÓÌÌÓÏÛ ÔÛÚË ÛÔÓ˘ÂÌËfl, “ÓÚÒÂÍ‡fl”
˝ÎÂÏÂÌÚ˚ ÏÓ‰ÂÎË, Ì‡Û¯‡˛˘ËÂ ÂÂ ÒËÏÏÂÚË˛
(ÔÂÌÂ·Â„‡fl ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ˜ÎÂÌ‡ÏË Û‡‚ÌÂÌËfl
ËÎË Í‡Í-ÚÓ ‚Ë‰ÓËÁÏÂÌflfl Ëı). ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚,

G λ C1J1 2 βλ( ) C2Y1 2 βλ( )+ ,=

λ α D1– D2 G D1+( ) α G D1+( ) G D1+ .ln–+=

k ω( ) ω
c
---- β

ω
----–=

∂2u
∂t∂x
----------- βu.–=

∂2u
∂t∂x
----------- G x t u

∂u
∂t
------ ∂2u

∂t2
--------, , , , 

  ,=

ÏÓÊÌÓ “‰ÓÒÚÓËÚ¸” ÏÓ‰ÂÎ¸ ‰Ó ·ÓÎÂÂ ÒËÏÏÂÚË˜-
ÌÓÈ ÔÛÚÂÏ ÂÂ ÛÒÎÓÊÌÂÌËfl. ÖÒÎË ÒÎÓÊÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸
‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÂ ÚÓ˜ÌÓÂ Â¯ÂÌËÂ, ÌÂÓ·ıÓ-
‰ËÏ˚Â ÛÔÓ˘ÂÌËfl ÏÓÊÌÓ ÔÓËÁ‚ÂÒÚË Ì‡ Á‡‚Â¯‡-
˛˘ÂÏ ˝Ú‡ÔÂ ‡Ò˜ÂÚ‡, ÚÓ ÂÒÚ¸ ‚ ÓÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸Ì˚ı
ÙÓÏÛÎ‡ı.

ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ‚ ‡ÏÍ‡ı ÑÓ„Ó‚Ó‡ Ó ÒÓ-
ÚÛ‰ÌË˜ÂÒÚ‚Â ÏÂÊ‰Û Í‡ÙÂ‰ÓÈ ‡ÍÛÒÚËÍË ÙËÁË˜ÂÒ-
ÍÓ„Ó Ù‡ÍÛÎ¸ÚÂÚ‡ åÉì Ë ñÂÌÚÓÏ ALGA BTH.
éÌ‡ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ ÔÓ‰‰ÂÊ‡Ì‡ „‡ÌÚ‡ÏË ÇÂ‰Û˘Ëı Ì‡-
Û˜Ì˚ı ¯ÍÓÎ, êÄç Ë êîîà.
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