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�1. Ââåäåíèå. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà

Ââåäåíèå
Äàííûé êóðñ ïîñâÿùåí ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Ýòîò ìåòîä ïîçâîëÿåò ðå-

øàòü çàäà÷è àêóñòèêè, òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèè êîëåáàíèé è ò. ä. â îáëàñòÿõ ñëîæíîé
ôîðìû. Ìåòîä î÷åíü ãèáîê è î÷åíü ïîëåçåí, ïîýòîìó âñÿêèé, êòî åãî îñâîèë, íàéäåò ñåáå
ïðèìåíåíèå â íàó÷íîé è îêîëîíàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè. Êóðñ ïîñòðîåí òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
äàòü ñòóäåíòó âîçìîæíîñòü íà÷èíàòü ïèñàòü ñâîè ïðîñòåéøèå ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùèå
ÌÊÝ, êàê ìîæíî ðàíüøå. À èìåííî, óæå ïîñëå ÷åòâåðòîé ëåêöèè âñå îñíîâíûå èäåè, ëå-
æàùèå â îñíîâå ÌÊÝ, äîëæíû áûòü ÿñíû, è ñòóäåíò ìîæåò ïðèñòóïàòü ê ñàìîñòîÿòåëüíîé
ðàáîòå.

Â êîíñïåêòå èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå ñîãëàøåíèå. Âåêòîðû îáîçíà÷àþòñÿ ñèìâîëàìè ñ
ïðÿìûì íàïèñàíèåì, à ìàòðèöû - ñèìâîëàìè ñ ïîëóæèðíûì íàïèñàíèåì.

Ïåðåä àâòîðîì ñòîÿëà íåëåãêàÿ çàäà÷à âûáîðà ìàòåðèàëà, êîòîðûé äîëæåí âîéòè â ýòîò
êóðñ. ÌÊÝ � äîñòàòî÷íî îáøèðíàÿ òåìà, à ëåêöèé óäàëîñü ïðî÷èòàòü âñåãî 12. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî îáùèì âîïðîñàì ÌÊÝ ïîñâÿùåíû ïåðâûå øåñòü ëåêöèé, à âàæíûì ÷àñòíûì
âîïðîñàì � ñëåäóþùèå øåñòü. Ñ îïðåäåëåííûì óäîâîëüñòâèåì ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â
ñïåöèàëüíûå âîïðîñû óäàëîñü óìåñòèòü ìåòîä PML, ñõåìû DIRK�IMEX, çàäà÷è î âîëíî-
âîäíîì ðàñïðîñòðàíåíèè è çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè. Âñå ýòî � äîñòàòî÷íî ñîâðåìåííûå
òåìû, î êîòîðûõ íåîáõîäèìî èìåòü õîòÿ áû îáùåå ïðåäñòàâëåíèå.

Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà
Îñíîâíîé çàäà÷åé, êîòîðàÿ îáñóæäàåòñÿ â ëåêöèÿõ, áóäåò çàäà÷à âîçáóæäåíèÿ çâóêà â

êîíå÷íîé èëè áåñêîíå÷íîé îáëàñòè. Ïîñòàíîâêà, íàïðèìåð, âíóòðåííåé äâóìåðíîé íåñòà-
öèîíàðíîé çàäà÷è òàêîâà. Èìååòñÿ êîíå÷íàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Ω ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé
ãðàíèöåé ∂Ω (ñì. Ðèñ. 1.1). Â îáëàñòè âûïîëíÿåòñÿ âîëíîâîå óðàâíåíèå

−∆u+
1

c2

∂2u

∂t2
= f. (1.1)

Çäåñü x, y � ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû, t � âðåìÿ, u(x, y, t) � ïîëåâàÿ ïåðåìåííàÿ
(àêóñòè÷åñêèé ïîòåíöèàë èëè äàâëåíèå), f(x, y, t) � ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ. Ïóñòü íà ãðà-
íèöå îáëàñòè çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà, ò. å. íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà
íóëþ:

∂u

∂n
= 0. (1.2)

Ñõåìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñëåäóþùàÿ.
à) Ðàçîáüåì îáëàñòü Ω íà ìàëåíüêèå ó÷àñòêè. Ýòè ó÷àñòêè íàçîâåì êîíå÷íûìè ýëåìåí-

òàìè. Â ïðèìåðàõ, êîòîðûå ðàçáèðàþòñÿ â ëåêöèÿõ, êîíå÷íûå ýëåìåíòû èìåþò ÷åòûðåõ-
óãîëüíóþ èëè òðåóãîëüíóþ ôîðìó. Ïðè ýòîì ãðàíèöà îáëàñòè îêàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåí-
íîé ìíîãîóãîëüíèêîì (îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò è áîëåå ñëîæíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû, â
÷àñòíîñòè òàêèå, ïðè êîòîðûõ ãðàíèöà îáëàñòè ïðèáëèæàåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé). Ðàçáèåíèå
îáëàñòè íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû íàçîâåì ñåòêîé. Âåðøèíàìè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ
óçëû ñåòêè, îíè èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â òîì, ÷òî ïðîèçîéäåò äàëüøå.

Âìåñòî íåïðåðûâíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè u(x, y, t) áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü óçëîâûå çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè uj(t), ãäå èíäåêñ j ïðîáåãàåò óçëû ñåòêè.
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Ðèñ. 1.1: Ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü è åå ðàçáèåíèå íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû

Ôóíêöèè uj(t) ïî-ïðåæíåìó çàâèñÿò îò íåïðåðûâíîãî âðåìåíè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óçëîâûå
çíà÷åíèÿ ïîçâîëÿþò îñóùåñòâèòü àïïðîêñèìàöèþ ïîëÿ âî âñåé îáëàñòè, ò. å. ñóùåñòâóåò
àïïðîêñèìàöèîííàÿ ôîðìóëà {uj(t)} → u(x, y, t).
á) Ñôîðìèðóåì âåêòîð�ñòîëáåö èç óçëîâûõ çíà÷åíèé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè

U(t) =


u1(t)
u2(t)
· · ·
uJ(t)

 ,

ãäå J � ÷èñëî óçëîâ ñåòêè. Ìåòîäàìè, èçëîæåííûìè äàëüøå, äëÿ âåêòîðà óçëîâûõ çíà÷å-
íèé ìîæíî ïîñòðîèòü óðàâíåíèå

KU +
1

c2
M

d2

dt2
U = F. (1.3)

Çäåñü K è M � òàê íàçûâàåìûå ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññû. Ýòî êâàäðàòíûå ìàòðèöû
ðàçìåðà J × J . Ãðóáî ãîâîðÿ, ìàòðèöà K ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òî, êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð
−∆ íà âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé. Ìàòðèöà M ïðèâÿçûâàåò ê óçëîâûì çíà÷åíèÿì âåñà,
ñîîòâåòñòâóþùèå ïëîùàäÿì, îòíîñÿùèìñÿ ê óçëàì (îïÿòü æå, ãðóáî ãîâîðÿ). F � âåêòîð�
ñòîëáåö âûñîòû J , ñîîòâåòñòâóþùèé ïðàâîé ÷àñòè (1.1). Óðàâíåíèå (1.3) ìîäåëèðóåò è
âîëíîâîå óðàâíåíèå (1.1), è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1.2).
â) Ñäåëàåì âðåìÿ äèñêðåòíûì, ò. å. íà íåêîòîðîì îòðåçêå t ∈ [0, T ] äîñòàòî÷íî ïëîòíî
ïîñòàâèì òî÷êè t0 = 0, t1, t2, . . . , tL = T . Ïðèáëèæåííî ðåøèì óðàâíåíèå (1.3), ò. å. ïîëó-
÷èì çíà÷åíèÿ U(t0),U(t1), . . . ,U(tL). Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ,
íàïðèìåð, ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû.

Ñäåëàåì ïîÿñíåíèÿ ê òîëüêî ÷òî îçâó÷åííîìó ïëàíó. Îáðàòèìñÿ ê ïóíêòó à). Ôîð-
ìàëèçóåì ïîíÿòèå àïïðîêñèìàöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ äàåòñÿ ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé:

û(x, y, t) =
J∑
j=1

uj(t)Nj(x, y), (1.4)

ãäå û(x, y, t) � àïïðîêñèìàöèÿ (ïðèáëèæåíèå) ôóíêöèè u(x, y, t). Ôóíêöèè Nj(x, y) èã-
ðàþò î÷åíü áîëüøóþ ðîëü â ëåêöèÿõ. Îíè íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ôîðìû äàííîé ñåòêè.
Ïåðå÷èñëèì òðåáóåìûå ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé.
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� Íàì áû õîòåëîñü, ÷òîáû àïïðîêñèìàöèÿ û(x, y, t) áûëà ðàâíà óçëîâûì çíà÷åíèÿì â
óçëîâûõ òî÷êàõ (xj, yj). Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

Nj(xm, ym) =

{
1, m = j
0, m 6= j

(1.5)

òî åñòü ôóíêöèÿ Nj ðàâíà åäèíèöå â óçëå ñ èíäåêñîì j è íóëþ â îñòàëüíûõ óçëàõ. Ðàçó-
ìååòñÿ, ïðàâóþ ÷àñòü (1.5) ìîæíî çàïèñàòü êàê ñèìâîë Êðîíåêåðà δm,j.
� Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè Nj âíå óçëîâûõ òî÷åê ñ òîé èëè èíîé ñòåïåíüþ ãëàäêî-
ñòè îñóùåñòâëÿþò ïåðåõîä ìåæäó åäèíèöåé è íóëåì. �Ñòåïåíè ãëàäêîñòè� ìîãóò ñîîòâåò-
ñòâîâàòü êóñî÷íî�ïîñòîÿííûå, íåïðåðûâíûå èëè ãëàäêèå ôóíêöèè, âñå çàâèñèò îò çàäà÷è.
Ïî÷òè âåçäå íèæå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåïðåðûâíûå êóñî÷íî�ãëàäêèå ôóíêöèè.
� Ôóíêöèè ôîðìû äîëæíû îáåñïå÷èâàòü íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü ìåòîäà (îá ýòîì ïîéäåò
ðàçãîâîð ïîçäíåå).
� Â ðÿäå ñëó÷àåâ ôóíêöèè ôîðìû ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû àïïðîêñèìàöèÿ û(x, y, t) óäî-
âëåòâîðÿëà íóæíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, åñëè ðåøàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå,
ôóíêöèè ôîðìû âûáèðàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ íà ãðàíèöå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðåøàåòñÿ çà-
äà÷à Íåéìàíà, íà ôóíêöèè ôîðìû íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íå íàêëàäûâàþò.
� Ïî÷òè âñåãäà áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ëîêàëüíûå ôóíêöèè ôîðìû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ôóíê-
öèÿ Nj òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ íà âñåõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ, âåðøèíîé êîòîðûõ íå ÿâëÿ-
åòñÿ óçåë ñ èíäåêñîì j. Òî åñòü ôóíêöèÿ Nj íå ðàâíà íóëþ òîëüêî íà êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ,
ïðèìûêàþùèõ ê óçëó j.

Ïðèìåðû ôóíêöèé ôîðìû áóäóò äàíû íèæå.
Ôîðìóëó (1.4) íàäî âûó÷èòü íàèçóñòü (êàê è äðóãèå ôîðìóëû â ðàìî÷êàõ). Ýòî îäíà

èç îñíîâíûõ ôîðìóë êóðñà.
Äàäèì êîììåíòàðèè ïî ïîâîäó ïóíêòà á) íàøåãî ãðóáîãî ïëàíà ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ.

Ïîäñòàâèì ôîðìóëó (1.4) â óðàâíåíèå (1.1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

J∑
j=1

(
−uj(t)∆Nj(x, y) +

1

c2

d2uj(t)

dt2
Nj(x, y)

)
= f(x, y, t). (1.6)

Ìîæíî êîíå÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿëîñü ïðè âñåõ x, y, t, íî
òðóäíî ñåáå ïðåäñòàâèòü, ÷òîáû óäàëîñü ýòîãî äîáèòüñÿ. Âñå-òàêè ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
ïîëÿ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ â êàêîì-òî ïðèáëèæåííîì ñìûñëå. Êðîìå òîãî, äëÿ
J íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé uj(t) áûëî áû õîðîøî ïîëó÷èòü J óðàâíåíèé. Èìååòñÿ íåñêîëü-
êî ñïîñîáîâ îïðåäåëèòü, â êàêîì ñìûñëå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå (1.6). Îäèí èç
ñïîñîáîâ òàêîé. Âîçüìåì â îáëàñòè Ω (âåðíåå, â îáëàñòè, çàíÿòîé ñåòêîé) J òî÷åê, ðàñ-
ïðåäåëåííûõ áîëåå-ìåíåå ðàâíîìåðíî è ïîòðåáóåì, ÷òîáû óðàâíåíèå (1.6) âûïîëíÿëîñü â
ýòèõ òî÷êàõ. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè êîëëîêàöèè.

Ñïîñîá, îñíîâàííûé íà òî÷êàõ êîëëîêàöèè, âûãëÿäèò î÷åâèäíûì, íî îí íå âñåãäà ðàáî-
òàåò. Íàïðèìåð, åñëè îáëàñòü Ω îäíîìåðíà, à àïïðîêñèìàöèÿ çàäàåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûìè
ôóíêöèÿìè, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ, âõîäÿùàÿ â îïåðàòîð ∆, ðàâíà íóëþ ìåæäó óçëàìè è íå
îïðåäåëåíà â óçëàõ.

Âòîðûì, ìåíåå î÷åâèäíûì ñïîñîáîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé. Óìíîæèì óðàâíåíèå (1.6) íà
êàêóþ-òî âåñîâóþ ôóíêöèþ Wm(x, y) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè Ω. Ïîëó÷èì íåêîòîðîå
óðàâíåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé óðàâíåíèå (1.6), óñðåäíåííîå ñ âåñîâîé ôóíêöèåé Wm.
Òàêèõ âåñîâûõ ôóíêöèé âîçüìåì J øòóê, ò. å. èíäåêñ m ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî J .
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Ïðè ýòîì ïîëàãàåì, ÷òî âåñîâûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Ïîëó÷èòñÿ J
óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé âèäà

J∑
j=1

(
−uj(t)

∫
Ω

Wm∆Nj ds+
1

c2

d2uj(t)

dt2

∫
Ω

WmNj ds

)
=

∫
Ω

Wmf ds. (1.7)

(Êàæäîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñâîåìó èíäåêñó m).
Èçëîæåííûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì âçâåøåííûõ íåâÿçîê.
Êàêèå æå âûáðàòü âåñîâûå ôóíêöèè Wm(x, y)? Ìîæíî ñäåëàòü ýòî ïðîñòûì è åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì. Ó íàñ óæå åñòü J ôóíêöèé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî ñåòêå è
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ. Ýòî ôóíêöèè ôîðìû Nm(x, y), ìîæíî âçÿòü èõ, ò. å. ïîëîæèòü

Wm(x, y) = Nm(x, y). (1.8)

Ìåòîä âçâåøåííûõ íåâÿçîê ñ òàêèì âûáîðîì âåñîâûõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì Ãà-
ëåðêèíà. Î ïðåèìóùåñòâàõ ìåòîäà Ãàëåðêèíà ïåðåä äðóãèìè ñïîñîáàìè âûáðàòü âåñîâûå
ôóíêöèè ìû ïîãîâîðèì ïîçäíåå.

Âû÷èñëèì èíòåãðàëû, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (1.7). Ïîëó÷èòñÿ ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

−
J∑
j=1

∫
Ω

Nm∆Nj ds uj(t) +
1

c2

J∑
j=1

Mm,j
d2uj(t)

dt2
= Fm, m = 1J̇ , (1.9)

ãäå Mi,j � ýëåìåíòû ìàòðèöû M ðàçìåðîì J × J :

Mm,j ≡
∫

Ω

NmNj ds, (1.10)

à Fm � ýëåìåíòû âåêòîðà�ñòîëáöà F âûñîòîé J :

Fm ≡
∫

Ω

Nmf ds. (1.11)

Ñ îñòàâøèìñÿ èíòåãðàëîì â (1.9) ïðèäåòñÿ ïîâîçèòüñÿ. Ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî
äàåò ∫

Ω

Nm∆Nj ds =

∫
∂Ω

Nm
∂Nj

∂n
dl −

∫
Ω

∇Nm · ∇Nj ds, (1.12)

ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂Ω îáëàñòè Ω. Âåëè÷èíû Km,j, îïðåäåëÿåìûå êàê

Km,j ≡
∫

Ω

∇Nm · ∇Nj ds, (1.13)

åñòü ýëåìåíòû ìàòðèöû K ðàçìåðîì J × J .
Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå ñïðàâà â (1.12) óìíîæàåòñÿ íà uj, à èìåííî, â óðàâíåíèè

ñòîèò èíòåãðàë îò ñóììû

−
∫
∂Ω

Nm

J∑
j=1

uj
∂

∂n
Nj dl.
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Ñóììà
J∑
j=1

uj
∂

∂n
Nj

íà ãðàíèöå îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïîëÿ. Èç-çà ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (1.2) ýòà ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà íóëþ, ïîýòîìó âñå ñëàãàåìîå ñ èíòåãðàëîì ïî ãðàíèöå
ìîæíî îïóñòèòü. Â ðåçóëüòàòå (1.9) ïðåâðàùàåòñÿ â ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå (1.3).

Ñäåëàåì çàìå÷àíèå ïî ïîâîäó ïóíêòà â) íàøåãî ïëàíà. Óðàâíåíèå (1.3) èìååò âòîðîé
ïîðÿäîê ïî âðåìåíè. Â òî æå âðåìÿ, ñòàíäàðòíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ôîðìóëè-
ðóþòñÿ äëÿ óðàâíåíèé âèäà

d

dt
X = Y(X, t). (1.14)

Ïîÿñíèì, êàêèì îáðàçîì óðàâíåíèå (1.3) ñâîäèòñÿ ê (1.14).
Ïîñòðîèì âåêòîð X êàê áëî÷íûé:

X(t) =

(
U

dU/dt

)
, (1.15)

ò. å. ýòîò âåêòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòîëáåö âûñîòû 2J . Äëÿ ýòîãî âåêòîðà èìååì óðàâ-
íåíèå, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â áëî÷íîé ôîðìå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d

dt
X =

(
0 I

−c−2M−1K 0

)
X +

(
0
F

)
, (1.16)

ãäå 0 � íóëåâàÿ ìàòðèöà J × J , I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà J × J (ýòî íå òà, â êîòîðîé âñå
åäèíèöû, à äèàãîíàëüíàÿ), 0 âî âòîðîì ÷ëåíå � íóëåâîé âåêòîð J × 1. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
(1.14) îñòàëîñü îáúÿâèòü ïðàâóþ ÷àñòü (1.16) ôóíêöèåé Y(X, t).

Ñäåëàåì åùå îäíî çàìå÷àíèå. Ìåòîä òî÷åê êîëëîêàöèè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñòíûì ñëó÷à-
åì ìåòîäà âçâåøåííûõ íåâÿçîê. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå âåñîâûõ ôóíêöèé íàäî âçÿòü äåëüòà-
ôóíêöèè, ëîêàëèçîâàííûå â òî÷êàõ êîëëîêàöèè.

Çàäà÷è

1. Äîêàçàòü, ÷òî êóñî÷íî-ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ôîðìû â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð. (Ýòî ñîâñåì ïðîñòàÿ çàäà÷à).

2. Ôóíêöèè

Nn(x) = sinc(x− πn) ≡ sin(x− πn)

x

îáðàçóþò íàáîð ôóíêöèé ôîðìû äëÿ áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé ñ óçëîâûìè òî÷êàìè xn =
πn. Ðàçóìååòñÿ, ýòè ôóíêöèè îáëàäàþò áåñêîíå÷íîé ãëàäêîñòüþ, íî íå îáëàäàþò ëî-
êàëüíîñòüþ. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x) âñå óçëîâûå çíà÷åíèÿ uj, j ∈ Z,
ðàâíû åäèíèöå. Äîêàçàòü, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè u ïî ôîðìóëå (1.4) òîæäå-
ñòâåííî ðàâíà åäèíèöå.
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�2. Àïïðîêñèìàöèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ôîðìû. Ïîñòðî-
åíèå ìàòðèö K è M

Ïðèìåð âûáîðà ôóíêöèé ôîðìû. Îäíîìåðíûé ñëó÷àé
Ïóñòü íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü êóñî÷íî-ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ (èíòåðïîëÿöèþ) íåêî-

òîðîé ôóíêöèè u(x), çàäàííóþ íà îòðåçêå [x1, xJ ] ïî çíà÷åíèÿì â óçëîâûõ òî÷êàõ x1, x2, . . . , xJ ,
ò. å. ïî äàííûì

u1 = u(x1), u2 = u(x2), . . . , uJ = u(xJ)

(ñì. Ðèñ. 2.1 ñëåâà).

x x x x x

1

2 3 4 51

2

3

4
5

u

u

u

u

u

x

u

x x nn+1

1

N x( ) N x( )n

n+1

n+1

u

û

x x x x x2 J-1 J1

x

n x xn-1 n+1

1

0

N x( )
n

0

N x( )1
N x( )

J

ôóíêöèÿ è åå
êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ

ôóíêöèè ôîðìû
íà îäíîì êîíå÷íîì
ýëåìåíòå

ôóíêöèè ôîðìû íà âñåì
îòðåçêå

Ðèñ. 2.1: Êóñî÷íî�ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ è åå ðåàëèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ôîðìû

Êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè â ýòîì ñëó÷àå áóäóò îòðåçêè [x1, x2], [x2, x3], . . . ,[xJ−1, xJ ]. Âû-
áåðåì îäèí èç òàêèõ îòðåçêîâ, à èìåííî [xn, xn+1]. Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ ôóíê-
öèþ û(x) íà ýòîì îòðåçêå, óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâàì

û(xn) = un, û(xn+1) = un+1.

Ñêîíñòðóèðóåì òàêóþ ôóíêöèþ. Ïîñòðîèì ëèíåéíûå ôóíêöèèNn(x) èNn+1(x) (òîëüêî
â ïðåäåëàõ îòðåçêà [xn, xn+1]!) òàê, ÷òîáû îíè óäîâëåòâîðÿëè ñâîéñòâàì

Nn(xn) = 1, Nn(xn+1) = 0,

Nn+1(xn) = 0, Nn+1(xn+1) = 1.

Òàêèå ôóíêöèè èçîáðàæåíû íà Ðèñ. 2.1 ïîñåðåäèíå. Ïîäîáðàòü ê íèì ôîðìóëû íåòðóäíî.
Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñóììà ýòèõ äâóõ ôóíêöèé íà îòðåçêå òîæäåñòâåííî ðàâíà
åäèíèöå.

Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ û(x) íà îòðåçêå [xn, xn+1] èìååò âèä

û(x) = unNn(x) + un+1Nn+1(x). (2.1)

Ôîðìóëà (2.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (1.4) ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå
ôóíêöèè ôîðìû Nj, êðîìå Nn è Nn+1, ðàâíû íóëþ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè è íà äðóãèõ îòðåçêàõ. Èòîãî-
âàÿ ôîðìóëà ñîâïàäàåò ñ (1.4). Ôóíêöèè ôîðìû N1, NJ è Nm ïîêàçàíû íà Ðèñ. 2.1 ñïðàâà.
Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî âñå ôóíêöèè ôîðìû íåïðåðûâíû íà îòðåçêå [x1, xJ ].
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Èòàê, ïîñòðîåíà êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé. Åñëè
õàðàêòåðíûé øàã ñåòêè (ò. å. ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè óçëàìè) åñòü h, òî òî÷íîñòü
èíòåðïîëÿöèè ãëàäêîé ôóíêöèè åñòü h2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñòðîåííûå ôóíêöèè ôîðìû
ïîçâîëÿþò ðåàëèçîâàòü ìåòîä âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî øàãó ñåòêè.

Äâóìåðíûé ñëó÷àé. Ëèíåéíàÿ è áèëèíåéíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ
Âåðíåìñÿ ê äâóìåðíîìó ñëó÷àþ, êîòîðûé ìû ðàññìàòðèâàëè ñ ñàìîãî íà÷àëà. Ïîïûòà-

åìñÿ ïîñòðîèòü êóñî÷íî-ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèîííóþ ôîðìóëó. Ðàçîáüåì îáëàñòü Ω íà
òðåóãîëüíèêè (êîíå÷íî, äëÿ ýòîãî íàäî, ÷òîáû åå ãðàíèöà áûëà ìíîãîóãîëüíèêîì). Âûáå-
ðåì òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè, èìåþùèìè èíäåêñû n1, n2, n3. Â ýòèõ âåðøèíàõ èñêîìàÿ
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ û(x, y) äîëæíà ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ un1 , un2 è un3 . Â ïðåäåëàõ îäíîãî
òðåóãîëüíèêà ïîñòðîèì ëèíåéíûå ôóíêöèè Nn1 , Nn2 , Nn3 , ðàâíûå åäèíèöå â �ñâîåì� óçëå
è íóëþ â äâóõ äðóãèõ. Ýòè ôóíêöèè ïîêàçàíû íà Ðèñ. 2.2. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ û èìååò âèä

û(x, y) = un1Nn1(x, y) + un2Nn2(x, y) + un3Nn3(x, y). (2.2)

x

y

u

n
n

n

1
2

3

n
n

n

1
2

3

n
n

n

1
2

3

Nn1 Nn2

Nn3

ëèíåéíûå ôóíêöèè ôîðìû íà òðåóãîëüíèêå

1
1

1

êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ
ôóíêöèÿ ôîðìû
íà íåñêîëüêèõ
êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ

n

Nn

Ðèñ. 2.2: Ëèíåéíûå ôóíêöèè ôîðìû íà òðåóãîëüíèêàõ

Ðàññìàòðèâàÿ âñå òðåóãîëüíèêè, ìîæíî ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Nm äëÿ êàêîãî-íèáóäü m.
Îíà âûãëÿäèò òàê, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 2.2 ñïðàâà.

Ïóñòü â íåêîòîðîì �èäåàëüíîì� ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò (ξ, η) òðåóãîëüíèê èìååò ïðî-
ñòîé âèä, à èìåííî, åñëè åãî âåðøèíû ñ èíäåêñàìè 1, 2, 3 èìåþò êîîðäèíàòû (0, 0), (1, 0)
è (0, 1) (ñì. Ðèñ. 2.3 ñëåâà). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

Ñ1(ξ, η) = 1− ξ − η, Ñ2(ξ, η) = ξ, Ñ3(ξ, η) = η. (2.3)

Ôóíêöèè ôîðìû äëÿ èäåàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîìå÷åíû òèëüäîé. Ýòè ôîðìóëû âåñüìà
ïîëåçíû, ïîñêîëüêó èç òðåóãîëüíèêà �ñàìîãî ïðîñòîãî âèäà� ìîæíî ñäåëàòü ëþáîé òðå-
óãîëüíèê ñïîñîáîì, êîòîðûé áóäåò ïîêàçàí íèæå. À èìåííî, áóäåò ïîñòðîåíî îòîáðàæåíèå
èç �èäåàëüíîãî� ïðîñòðàíñòâà (ξ, η) â �ðåàëüíîå� ïðîñòðàíñòâî (x, y).

Èñïîëüçîâàòü òðåóãîëüíèêè íå âñåãäà óäîáíî. Ïîêàæåì, ÷òî äåëàòü ñ ÷åòûðåõóãîëüíè-
êàìè â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå. Ïóñòü, îïÿòü æå, â èäåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå êîîðäèíàò (ξ, η)
íåêîòîðûé êâàäðàò èìååò â êà÷åñòâå âåðøèí óçëû ñ èíäåêñàìè 1, 2, 3, 4 ñ êîîðäèíàòàìè
(−1,−1), (1,−1), (1, 1), (−1, 1) (ñì. Ðèñ. 2.3 ñïðàâà). Ïîäáåðåì äëÿ ýòîãî êâàäðàòà ôóíê-
öèè Ñ1, Ñ2, Ñ3, Ñ4, ðàâíûå åäèíèöå â �ñâîåì� óçëå è íóëþ â òðåõ äðóãèõ. Ê ñîæàëåíèþ,
ëèíåéíûå ôóíêöèè â äàííîì ñëó÷àå íå ãîäÿòñÿ (ïîòîìó ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåëüçÿ ïîäî-
áðàòü ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ÷åòûðå òî÷êè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå). Ïîýòîìó
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x

h

1

1

0

1

1-1

-1

èäåàëüíûé òðåóãîëüíèê èäåàëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê

x

h

Ðèñ. 2.3: Êîíå÷íûå ýëåìåíòû â �èäåàëüíîì� ïðîñòðàíñòâå

ïîäáèðàåì áèëèíåéíûå ôóíêöèè, ò. å. ÿâëÿþùèåñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè äâóõ ëèíåéíûõ:

Ñ1(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1− η),

Ñ2(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1− η), (2.4)

Ñ3(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1 + η),

Ñ4(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1 + η),

Ýòè ôóíêöèè òàêæå ñëåäóåò çàïîìíèòü, ïîñêîëüêó îíè ïîëåçíû íå òîëüêî äëÿ ïðîñòåéøåãî
êâàäðàòà, íî è äëÿ ëþáîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà.

Ôóíêöèè (2.4) íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè, íî èõ îãðàíè÷åíèÿ íà ñòîðîíû êâàäðàòà ëèíåé-
íû. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðîèçâîëüíî êîìáèíèðîâàòü â äâóìåðíûõ ñåòêàõ ëèíåéíûå òðåóãîëüíè-
êè è áèëèíåéíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè. Ïðè ýòîì íå âîçíèêàåò ïðîáëåì, à èìåííî èòîãîâàÿ
ôóíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíîé.

Òðåõìåðíûé ñëó÷àé
Ïî àíàëîãèè ñ äâóìåðíûì ñëó÷àåì âûïèøåì (ëèíåéíûå) ôóíêöèè ôîðìû äëÿ òåòðà-

ýäðà ïðîñòîé ôîðìû è ïîëèëèíåéíûå äëÿ ýëåìåíòàðíîãî êóáà.
Ïóñòü òåòðàýäð èìååò âåðøèíû � óçëû ñ èíäåêñàìè 1, 2, 3, 4. Ïóñòü ýòî óçëû ñ êî-

îðäèíàòàìè (0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) â èäåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå (ξ, η, ζ). Ëèíåéíûå
ôóíêöèè ôîðìû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì óçëàì â ïðåäåëàõ òåòðàýäðà, åñòü

Ñ1(ξ, η, ζ) = 1− ξ − η − ζ, Ñ2(ξ, η, ζ) = ξ, Ñ3(ξ, η, ζ) = η, Ñ4(ξ, η, ζ) = ζ. (2.5)

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì êóá, íàòÿíóòûé íà óçëû 1,. . . ,8 ñ êîîðäèíàòàìè (±1,±1) (ñì.
Ðèñ. 2.4). Ôóíêöèè ôîðìû ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî (2.4):

Ñ1(ξ, η, ζ) =
1

8
(1 + ξ)(1− η)(1− ζ), Ñ2(ξ, η, ζ) =

1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1− ζ),

Ñ3(ξ, η, ζ) =
1

8
(1− ξ)(1 + η)(1− ζ), Ñ4(ξ, η, ζ) =

1

8
(1− ξ)(1− η)(1− ζ), (2.6)
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x

h

z

1

-1

1-1

-1

1

1 2

34

5 6

78

Ðèñ. 2.4: Êóáè÷åñêèé êîíå÷íûé ýëåìåíò â �èäåàëüíîì� ïðîñòðàíñòâå

Ñ5(ξ, η, ζ) =
1

8
(1 + ξ)(1− η)(1 + ζ), Ñ6(ξ, η, ζ) =

1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ),

Ñ7(ξ, η, ζ) =
1

8
(1− ξ)(1 + η)(1 + ζ), Ñ8(ξ, η, ζ) =

1

8
(1− ξ)(1− η)(1 + ζ).

Íàäî çàìåòèòü, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ ôóíêöèé ôîðìû íà ãðàíè êóáà åñòü áèëèíåéíûå ôóíê-
öèè, à íà ðåáðà � ëèíåéíûå.

Ïðîèçâîëüíûå òðåóãîëüíèêè è ÷åòûðåõóãîëüíèêè. Èçîïàðàìåòðè÷åñêîå îòîá-
ðàæåíèå

Ìû âûïèñàëè ôîðìóëû äëÿ ôóíêöèé ôîðìû â òðåóãîëüíèêàõ è ÷åòûðåõóãîëüíèêàõ
î÷åíü ñïåöèàëüíîé ôîðìû. Çäåñü ìû ïîêàæåì, êàê âû÷èñëÿòü ôóíêöèè ôîðìû äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ è ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ. Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó íà ïðèìåðå òðå-
óãîëüíèêà. Ïóñòü èìååòñÿ òðåóãîëüíèê ñ óçëàìè 1, 2, 3, èìåþùèìè êîîðäèíàòû (x1, y1),
(x2, y2), (x3, y3) (ñì. Ðèñ. 2.5). Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ôóíêöèè ôîðìû Nj(x, y) â ýòîì òðå-
óãîëüíèêå.

x

h

1

1

0

ðåàëüíûé òðåóãîëüíèê

F

( , )x   y

( , )x   y

( , )x   y

x

y

1 1

2

3

2

3

èäåàëüíûé òðåóãîëüíèê

Ðèñ. 2.5: Îòîáðàæåíèå èäåàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â ðåàëüíîå

Ìû ðåøèì ÷óòü èíóþ çàäà÷ó. Ïóñòü èìååòñÿ �èäåàëüíàÿ ïëîñêîñòü� (ξ, η), â êîòîðîé
ñóùåñòâóåò èäåàëüíûé òðåóãîëüíèê, êàê ðàç òàêîé, êàê áûë ðàññìîòðåí ðàíüøå. Åãî âåð-
øèíû èìåþò êîîðäèíàòû (0, 0), (1, 0), (0, 1). Ïîñòðîèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ïëîñêîñòè
íà ïëîñêîñòü

Φ : (ξ, η)→ (x, y)
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òàêîå, ÷òî �èäåàëüíûé òðåóãîëüíèê� ïðè ýòîì îòîáðàæåíèè ïåðåõîäèò â �ðåàëüíûé òðå-
óãîëüíèê�. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ

(0, 0)→ (x1, y1),

(1, 0)→ (x2, y2),

(0, 1)→ (x3, y3),

÷òîáû ñòîðîíû ïåðåõîäèëè â ñòîðîíû è ÷òîáû îòîáðàæåíèå âíóòðåííîñòè òðåóãîëüíèêà íå
èìåëî îñîáåííîñòåé. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà ìû õîòèì
ââåñòè ëîêàëüíûå äåôîðìèðîâàííûå êîîðäèíàòû (ξ, η), â êîòîðûõ ýòî áûë áû èäåàëüíûé
òðåóãîëüíèê ñòàíäàðòíîé ôîðìû è ñòàíäàðòíûõ ðàçìåðîâ.

Äàëüøå èäåò òîíêèé àáçàö, êîòîðûé ìîæåò áûòü ñëîæåí äëÿ ïîíèìàíèÿ ñ ïåðâîãî

ðàçà.

Ïîñòðîèì òàêîå îòîáðàæåíèå Φ. Îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ äâóìÿ ôóíêöèÿìè x(ξ, η), y(ξ, η).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ x. Ýòà ôóíêöèÿ çàäàíà íà òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè (0, 0), (1, 0),
(0, 1) è ïðèíèìàåò â ýòèõ âåðøèíàõ çíà÷åíèÿ x1, x2, x3. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ
x(ξ, η) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåðïîëÿöèþ â òðåóãîëüíèê ýòèõ óçëîâûõ çíà÷åíèé. Çàìåòèì,
÷òî ìû óæå óìååì èíòåðïîëèðîâàòü ôóíêöèè, ïðè÷åì èìåííî äëÿ ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ (2.2),

x(ξ, η) = x1Ñ1(ξ, η) + x2Ñ2(ξ, η) + x3Ñ3(ξ, η), (2.7)

ãäå Ñ1, Ñ2, Ñ3 � �èäåàëüíûå� ôóíêöèè ôîðìû èç (2.3):

Ñ1(ξ, η) = 1− ξ − η, Ñ2(ξ, η) = ξ, Ñ3(ξ, η) = η. (2.8)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ôóíêöèè y(ξ, η) ìîæíî ïîñòðîèòü ôîðìóëó

y(ξ, η) = y1Ñ1(ξ, η) + y2Ñ2(ξ, η) + y3Ñ3(ξ, η), (2.9)

Òàêîå îòîáðàæåíèå, îñóùåñòâëÿåìîå ôóíêöèÿìè ôîðìû, èñïîëüçóåìûìè äëÿ âñåãî
îñòàëüíîãî, íàçûâàåòñÿ èçîïàðàìåòðè÷åñêèì. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ëèíåéíîå, ñòîðîíû
îäíîãî òðåóãîëüíèêà ïåðåõîäÿò â ñòîðîíû äðóãîãî è íèêàêèõ ïðîáëåì ñ âíóòðåííîñòÿìè
òðåóãîëüíèêà íå íàñòóïàåò.

Ïî-õîðîøåìó, ôóíêöèè ôîðìû â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå äîëæíû áûëè áû ñòðîèòü-
ñÿ òàê. Ïî îòîáðàæåíèþ Φ äîëæíî áûòü ïîñòðîåíî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ò. å. ïàðà
ôóíêöèé ξ(x, y), η(x, y). Äàëåå áûëî áû ëîãè÷íî âûáðàòü

Nj(x, y) = Ñj(ξ(x, y), η(x, y)), j = 1, 2, 3.

Ýòî ðåàëèñòè÷íûé ïëàí (ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå íåòðóäíî îáðàòèòü), íî òàê íå äåëàþò,
ïîñêîëüêó ýòî îáû÷íî íå íóæíî. Íà ñàìîì äåëå, çàäà÷à èíòåðïîëèðîâàòü ïîëå âíóòðü
êîíå÷íîãî ýëåìåíòà îáû÷íî íå ñòîèò. Âìåñòî ýòîãî ñòîèò çàäà÷à âû÷èñëÿòü èíòåãðàëû
îò ôóíêöèé ôîðìû è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî êîíå÷íîìó ýëåìåíòó. Äëÿ ýòîãî ìîæíî ïðîñòî
îñòàòüñÿ â êîîðäèíàòàõ (ξ, η) è èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè ôîðìû Ñj.

Ìû ðàññìîòðåëè äâóìåðíîå è òðåõìåðíîå èäåàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Äëÿ ïîëíîòû èç-
ëîæåíèÿ ðàññìîòðèì îòðåçîê [−1, 1] â îäíîìåðíîì èäåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòîé
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ξ. Ïóñòü óçëû 1 è 2 åñòü òî÷êè ξ = −1 è ξ = 1, ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè ôîðìû äëÿ ýòèõ
óçëîâ åñòü

Ñ1(ξ) =
1

2
(1− ξ), Ñ2(ξ) =

1

2
(1 + ξ). (2.10)

Àññåìáëèðîâàíèå. Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû ìàññû
Âû÷èñëèì ìàòðèöó ìàññû (1.10)

Mm,j =

∫
Ω

Nm(x, y)Nj(x, y) dxdy

äëÿ âñåõ ïàð çíà÷åíèé m, j = 1, . . . , J . Ïóñòü âñå êîíå÷íûå ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ òðåóãîëü-
íèêàìè. Çàôèêñèðóåì ïàðó çíà÷åíèé m è j. Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë ñóììîé èíòåãðàëîâ ïî
êîíå÷íûì ýëåìåíòàì (òðåóãîëüíèêàì):

Mm,j =
∑
n

M
(n)
m,j, (2.11)

M
(n)
m,j ≡

∫
Ω(n)

Nm(x, y)Nj(x, y) dx dy, (2.12)

ãäå èíäåêñ n ïðîáåãàåò âñå êîíå÷íûå ýëåìåíòû, à Ω(n) � îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, êîòî-
ðóþ çàíèìàåò êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ íîìåðîì n. Ìàòðèöû M(n) íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòíûìè

ìàòðèöàìè, à ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ ñóììû (2.11) ïî n íàçûâàåòñÿ àññåìáëèðîâàíèåì.
Â ñèëó ëîêàëüíîñòè ôóíêöèé ôîðìû, ìàòðèöûM(n) èìåþò íåíóëåâûå ýëåìåíòû òîëüêî

íà ïåðåñå÷åíèÿõ ñòðîê è ñòîëáöîâ, èíäåêñû êîòîðûõ åñòü íîìåðà óçëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ
êîíå÷íîìó ýëåìåíòó Ω(n). Òàêèì îáðàçîì, èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü íå âñþ ýëåìåíò-
íóþ ìàòðèöó M(n) ðàçìåðà J × J (ìîæåò áûòü î÷åíü áîëüøèì), à ëèøü åå íåíóëåâóþ
ïîäìàòðèöó M̂(n). Â ñëó÷àå òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòà ïîäìàòðèöà èìååò ðàçìåð 3× 3.

Â êàæäîì òðåóãîëüíèêå ââåäåì �èäåàëüíûå� êîîðäèíàòû (ξ, η) è ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå
Φ ïî ôîðìóëàì (2.7), (2.9). Ïåðåïèøåì èíòåãðàë ïî îäíîìó êîíå÷íîìó ýëåìåíòó êàê

M̂m,j =

∫
Ω

(n)
∗

Ñm(ξ, η)Ñj(ξ, η) |detD(ξ, η)| dξ dη, m, j = 1, 2, 3, (2.13)

ãäå D � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ:

D ≡ ∂(x, y)

∂(ξ, η)
≡
(
∂x/∂ξ ∂x/∂η
∂y/∂ξ ∂y/∂η

)
, (2.14)

à ñèìâîë Ω
(n)
∗ îáîçíà÷àåò ïðîîáðàç Ω(n) ïðè îòîáðàæåíèè Φ, ò. å. îáëàñòü ξ > 0, η > 0,

ξ + η < 1.
Ââîäÿ ìàòðèöó-ñòîëáåö A(ξ, η) êàê âåêòîð çíà÷åíèé èäåàëüíûõ ôóíêöèé ôîðìû

A(ξ, η) =

 Ñ1(ξ, η)

Ñ2(ξ, η)

Ñ3(ξ, η)

 , (2.15)
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çàïèøåì M̂(n) â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

M̂(n) =

∫
Ω(n)

AAT | detD| dξ dη. (2.16)

Äëÿ òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðîäåëàííûå âûêëàäêè äîâîëüíî òðèâèàëüíû, ïîñêîëüêó
ÿêîáèàí ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé è èíòåãðàë ìîæåò áûòü âû÷èñëåí
àíàëèòè÷åñêè. Îäíàêî àáñîëþòíî òî æå ñàìîå ðàññóæäåíèå (ñ èçîïàðàìåòðè÷åñêèì îòîá-
ðàæåíèåì è èíòåãðèðîâàíèåì) ìîæåò áûòü ïðîäåëàíî äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíûõ êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, ãäå âñ¼ óæå íå òàê ïðîñòî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü â ïëîñêîñòè (x, y) èìååòñÿ êî-
íå÷íûé ýëåìåíò � ÷åòûðåõóãîëüíèê ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ñòîðîíàìè. Ïîñòàâèì åìó â ñîîò-
âåòñòâèå åãî ïðîîáðàç â ïëîñêîñòè (ξ, η) � êâàäðàò −1 < ξ < 1, −1 < η < 1. Äëÿ êâàäðàòà
â ïëîñêîñòè (ξ, η) èçâåñòíû áèëèíåéíûå ôóíêöèè ôîðìû (îíè çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè (2.4)).
Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôóíêöèé ïî ôîðìóëàì, àíàëîãè÷íûì (2.7) è (2.9) (òîëüêî ñ ÷åòûðüìÿ
ñëàãàåìûìè). Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, íà ãðàíèöàõ êâàäðàòà îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåé-
íûìè, ïîýòîìó ãðàíèöû êâàäðàòà îòîáðàæàþòñÿ â ïðÿìîëèíåéíûå îòðåçêè, ò. å. â ñòîðîíû
÷åòûðåõóãîëüíèêà. Èíòåãðàë ïî èñõîäíîìó ÷åòûðåõóãîëüíèêó ñíîâà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
âèäà (2.13). Â äàííîì ñëó÷àå ÿêîáèàí óæå íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.

Âû÷èñëåíèå ìàòðèöû æåñòêîñòè
Âûøå áûëà îïèñàíà ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ìàññû. Ïðèâåäåì äëÿ

äëÿ ìàòðèöû æåñòêîñòè ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå (2.11) è (2.13). Î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëåíèå
â âèäå ñóììû ïî ýëåìåíòàì âûãëÿäèò ñîâåðøåííî òàê æå:

Km,j =
∑
n

K
(n)
m,j, (2.17)

K
(n)
m,j ≡

∫
Ω(n)

∇Km(x, y) · ∇Kj(x, y) dx dy. (2.18)

Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ãðàäèåíòîâ â (2.18). Ðàññìîòðèì êîíå÷íûé ýëåìåíò
(òðåóãîëüíèê) Ω(n). Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ñ ìàòðèöåé ìàññû, ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ K̂(n).

Ââåäåì íåñòàíäàðòíîå, íî èíòóèòèâíî ïîíÿòíîå îáîçíà÷åíèå, ñõîäíîå ñ îáîçíà÷åíèåì
ÿêîáèàíà:

∂(N1, N2, N3)

∂(x, y)
=

 ∂N1/∂x ∂N1/∂y
∂N2/∂x ∂N2/∂y
∂N3/∂x ∂N3/∂y

 (2.19)

Ýòî îáîçíà÷åíèå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü K̂(n) â âèäå

K̂(n) =

∫
Ω

(n)
∗

∂(N1, N2, N3)

∂(x, y)

(
∂(N1, N2, N3)

∂(x, y)

)T
dx dy (2.20)

(ðåêîìåíäóåì ïðîâåðèòü ýòî, âûïîëíèâ ìàòðè÷íîå óìíîæåíèå).
Ïî ïðàâèëàì âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,

∂(N1, N2, N3)

∂(x, y)
=
∂(Ñ1, Ñ2, Ñ3)

∂(ξ, η)

∂(ξ, η)

∂(x, y)
, (2.21)
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ãäå ââåäåíà ìàòðèöà, îáîçíà÷àåìàÿ äàëåå êàê B:

B(ξ, η) ≡ ∂(Ñ1, Ñ2, Ñ3)

∂(ξ, η)
≡

 ∂Ñ1/∂ξ ∂Ñ1/∂η

∂Ñ2/∂ξ ∂Ñ2/∂η

∂Ñ3/∂ξ ∂Ñ3/∂η

 . (2.22)

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîëó÷àåì

∂(ξ, η)

∂(x, y)
= D−1. (2.23)

Ôîðìóëà äëÿ ýëåìåíòíîé ìàòðèöû ïðèîáðåòàåò âèä

K̂(n) =

∫
Ω

(n)
∗

EET |detD| dξ dη, (2.24)

ãäå
E(ξ, η) = BD−1.

Ôîðìóëû (2.13) è (2.24) ãîäÿòñÿ äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî èñïîëüçîâàíèÿ â ïðîãðàììàõ.
Âñå âõîäÿùèå â íèõ âåëè÷èíû ìîãóò áûòü ëåãêî âû÷èñëåíû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.3), äëÿ
òðåóãîëüíèêîâ

B(ξ, η) =

 −1 −1
1 0
0 1

 .

Ôîðìóëû èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ (2.7), (2.9) äàþò

D(ξ, η) =

(
x1 x2 x3

y1 y2 y3

)
∂(Ñ1, Ñ2, Ñ3)

∂(ξ, η)
= CTB(ξ, η), (2.25)

ãäå ââåäåíà ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç êîîðäèíàò óçëîâ äàííîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà:

C =

 x1 y1

x2 y2

x3 y3

 (2.26)

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà C íå çàâèñèò îò òåêóùèõ êîîðäèíàò (ξ, η).
Òàêèì îáðàçîì, âñå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â (2.13) è (2.24), îêàçûâàþòñÿ îïðåäåëåíû.
Òåõíè÷åñêè ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòíûõ ïîäìàòðèö M̂(n) è K̂(n) âûãëÿäèò òàê.

Âíà÷àëå äëÿ äàííîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà íàõîäèòñÿ ìàòðèöà C èç (2.26). Äàëåå ïðîèçâî-
äèòñÿ èíòåãðèðîâàíèå. Íà ïîâåðõíîñòè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà âûáèðàåòñÿ íåñêîëüêî êâàäðà-
òóðíûõ óçëîâ, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèÿ, è
ýòè çíà÷åíèÿ ñóììèðóþòñÿ ñ íåêîòîðûìè âåñàìè (ñì. ðàçäåë 3). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîäûíòå-
ãðàëüíûõ âûðàæåíèé â äàííîì êâàäðàòóðíîì óçëå (ξ, η) âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð A è ìàòðèöà
B ïî ôîðìóëàì (2.15) è (2.22). Ýòî ïðîñòî ôóíêöèè ôîðìû è èõ ïðîèçâîäíûå. Äàëåå
âû÷èñëÿþòñÿ ìàòðèöû

D(ξ, η) = CTB.

Äëÿ M̂(n) ïîäûíòåãðàëüíûì âûðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ AAT |detD|, à äëÿ K̂(n) ýòî EET |detD|.
Íåäîñòàòîê ìåñòà è æåëàíèÿ íå ïîçâîëÿåò íàì ðàññêàçàòü î ôóíêöèÿõ ôîðìû áîëåå

âûñîêîãî ïîðÿäêà, îáåñïå÷èâàþùèõ àïïðîêñèìàöèþ, íàïðèìåð, êâàäðàòíûìè èëè êóáè-
÷åñêèìè ïîëèíîìàìè. Òàêèå ôóíêöèè ôîðìû ïîâûøàþò òî÷íîñòü ìåòîäà, à òàêæå ïîçâî-
ëÿþò â ðÿäå ñëó÷àåâ èçáåæàòü ñïåöèôè÷åñêèõ ñëîæíîñòåé (volumetric locking).
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Çàäà÷è

1. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó ∂(Ñ1, . . . , Ñ4)/∂(ξ, η) äëÿ ôóíêöèé ôîðìû (2.4).

2. Ïóñòü ðåàëüíûå êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò ñ èäåàëüíûìè: x = ξ, y = η, à êîíå÷íûé
ýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èäåàëüíûé òðåóãîëüíèê, ïîêàçàííûé íà Ðèñ. 2.3 ñ ôóíê-
öèÿìè ôîðìû (2.3). Ïîñòðîèòü äëÿ ýòîãî ýëåìåíòà ìàòðèöû K, M.

3. Ïóñòü êîíå÷íûé ýëåìåíò èìååò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè 1,2,3,
èìåþùèìè êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâåííî, (1, 1), (3, 2), (2, 3). Ïîñòðîèòü äëÿ ýòîãî ýëå-
ìåíòà ìàòðèöû K, M.

4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(ϕ) çàäàíà íà îêðóæíîñòè ϕ ∈ [0, 2π) (îêðóæíîñòü çàìêíóòà!).
Ïóñòü íà îêðóæíîñòè çàäàíû óçëîâûå òî÷êè ϕ1, ϕ2, . . . , ϕJ . Ïóñòü èçâåñòíû óçëî-
âûå çíà÷åíèÿ f1 = f(φ1), f2 = f(φ2), . . . , fJ = f(φJ). Ïîñòðîèòü èíòåðïîëÿöèîííóþ
ôîðìóëó, ïðîäîëæàþùóþ ôóíêöèþ ñ óçëîâûõ çíà÷åíèé íà îêðóæíîñòü è îáëàäàþ-
ùóþ áåñêîíå÷íîé ãëàäêîñòüþ (ñóùåñòâóþò âñå ïðîèçâîäíûå). Ðåçóëüòàò ýòîé çàäà÷è
ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëåçíûì ïðè ðåàëèçàöèè ìíîæåñòâà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Óêà-
çàíèå: âîñïîëüçóéòåñü èäååé, ëåæàùåé â îñíîâå êîíñòðóèðîâàíèÿ èíòåðïîëÿöèîííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ Ëàãðàíæà.
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�3. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ. Ãàóññîâû êâàäðàòóðû

Ïîíÿòèå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû
Ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èíòåãðèðîâà-

íèå íåêîòîðîé (äëÿ îïðåäåëåííîñòè íåïðåðûâíîé) ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé íà îòðåçêå.
Ïóñòü ôóíêöèþ f(x) íåîáõîäèìî ïðîèíòåãðèðîâàòü íà îòðåçêå [a, b], ò. å. âû÷èñëèòü

I =

b∫
a

f(ξ)dξ (3.1)

Ôóíêöèÿ f(ξ) çàäàíà �âíåøíèì� îáðàçîì, ò. å., íàïðèìåð, èìååòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäïðî-
ãðàììà (ôóíêöèÿ), êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò f(ξ) â íåêîòîðîé òî÷êå. Êàæäîå îáðàùåíèå ê ýòîé
ôóíêöèè èìååò �öåíó� (îáû÷íî � âðåìÿ âûïîëíåíèÿ). Âñåãäà õî÷åòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü
÷èñëî îáðàùåíèé ê ýòîé ôóíêöèè.

Êâàäðàòóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà íàáîðà ÷èñåë: íàáîð óçëîâûõ òî÷åê

ξ1, ξ2, ξ3, . . . , ξN ,

ëåæàùèõ íà îòðåçêå [a, b], è íàáîð óçëîâ

w1, w2, w3, . . . , wN .

Îöåíêà èíòåãðàëà äàåòñÿ ñóììîé

I ≈
N∑
j=1

wjf(ξj) (3.2)

Èìååòñÿ äâà î÷åâèäíûõ ïðèìåðà èíòåãðàëüíûõ ñóìì. Ìåòîä ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñîîò-
âåòñòâóåò âûáîðó (ñì. Ðèñ. 3.1)

ξ1 = a+
1

2
∆ξ, ξ2 = a+

3

2
∆ξ, . . . , ξN = a+

(
N − 1

2

)
∆ξ, (3.3)

w1 = w2 = · · · = wN = ∆x, ∆ξ =
b− a
N

. (3.4)

ξ1 = a, ξ2 = a+ ∆ξ, ξ3 = a+ 2∆ξ, . . . , ξN = b, (3.5)

w1 = wN =
∆x

2
, w2 = w3 = · · · = wN−1 = ∆ξ, ∆ξ =

b− a
N − 1

. (3.6)

Ýòè äâà ïðèìåðà õîðîøè, íî íèæå ìû ïîñòðîèì áîëåå ýôôåêòèâíûå (â èçâåñòíîì ñìûñëå)
ôîðìóëû.

Ñäåëàåì äâà çàìå÷àíèÿ. Âî-ïåðâûõ, íèæå ìû ñòðîèì êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû íà �ñòàí-
äàðòíîì� îòðåçêå −1 < ξ < 1. Âî-âòîðûõ, íàñ èíòåðåñóåò èíòåãðàë ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ ïî êâàäðàòíîé îáëàñòè. Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ïåðåéòè îò èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî îòðåçêó ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî êâàäðàòó −1 < ξ < 1, −1 < η < 1.
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x

f ( )x

a b
x x x x1 2 3 4

Dx

x

f ( )x

a b
x x x x1 2 3 4

Dx

x5

Ðèñ. 3.1: Èíòåãðèðîâàíèå ïî ôîðìóëàì ïðÿìîóãîëüíèêîâ (ñëåâà) è òðàïåöèé (ñïðàâà)

Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ êâàäðàòà (èëè äðóãîé îáëàñòè) âûãëÿäèò òàê æå, êàê è
äëÿ îòðåçêà. Çàäàäèì N òî÷åê (ξj, ηj) è N âåñîâ wj. Êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà åñòü∫ ∫ 1

−1

f(ξ, η)dξ dη ≈
N∑
j=1

wjf(ξj, ηj). (3.7)

Ïóñòü íàì óäàëîñü ïðèäóìàòü �õîðîøóþ� (â êàêîì-òî ñìûñëå) îäíîìåðíóþ êâàäðàòóð-
íóþ ôîðìóëó äëÿ îòðåçêà −1 < ξ < 1. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ó íàñ åñòü íàáîð êâàäðàòóðíûõ
óçëîâûõ òî÷åê è âåñîâ. Íàçîâåì ýòè íàáîðû

ξ′1, ξ
′
2, ξ
′
3, . . . , ξ

′
N ′

è
w′1, w

′
2, w

′
3, . . . , w

′
N ′ .

Çäåñü N ′ � ÷èñëî óçëîâûõ òî÷åê äëÿ îäíîìåðíîé êâàäðàòóðû. Ïîñòðîèì äâóìåðíóþ êâàä-
ðàòóðó. Ó íåå áóäåò

N = (N ′)2

óçëîâ. Áóäåì íóìåðîâàòü ýòè óçëû ïàðîé èíäåêñîâ j, l, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðîáåãàåò
äèàïàçîí 1, . . . , N ′. Óçëû è âåñà äâóìåðíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû åñòü

(ξj,l, ηj,l) = (ξ′j, ξ
′
l), wj,l = w′jw

′
l. (3.8)

Óçëû ïîêàçàíû íà Ðèñ. 3.2.

h

-1

-1

1

1

x'

xx'

x'

x'4

3

2

1

N'=4

x'
1

x'2 x'3 x'4

Ðèñ. 3.2: Êâàäðàòóðíûå óçëû â èäåàëüíîì êâàäðàòå
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Ïîñòðîåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, ðàçóìååòñÿ, ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê
âçÿòèå èíòåãðàëîâ ïî ξ è η ïîñëåäîâàòåëüíî. Íà êàæäîì øàãå èñïîëüçóåòñÿ îäíîìåðíàÿ
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà.

Ãàóññîâà êâàäðàòóðà

Ëþáàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà îñóùåñòâëÿåò ïðèáëèæåííîå èíòåãðèðîâàíèå. Õîòåëîñü
áû, òåì íå ìåíåå, ÷òîáû êàêèå-òî �ïðîñòûå� ôóíêöèè èíòåãðèðîâàëèñü òî÷íî. À èìåííî,
ïîòðåáóåì, ÷òîáû ìíîãî÷ëåíû ïîðÿäêîâ îò 0 äî p (äëÿ íåêîòîðîãî p) èíòåãðèðîâàëèñü
òî÷íî.

Ñäåëàåì ïðåäâàðèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ. Ïóñòü íà îòðåçêå ξ ∈ [−1, 1] èìååòñÿ N òî÷åê
ξn. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(ξ) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå N − 1 (ó òàêîãî ìíîãî÷ëåíà N
êîýôôèöèåíòîâ). Òîãäà ïî çíà÷åíèÿì f(ξn) êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ìîæíî âîññòàíî-
âèòü, ïðè÷åì îäíîçíà÷íî. Çíàÿ êîýôôèöèåíòû, ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ôóíêöèþ f(ξ)
ïî îòðåçêó [−1, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü êâàä-
ðàòóðó ñ N óçëàìè äëÿ p = N−1. Èç ïðîäåëàííîãî ðàññóæäåíèÿ íå ñëåäóåò, ÷òî ïîëó÷èòñÿ
êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà âèäà (3.2), îäíàêî òàê è áóäåò (ñì. äîìàøíåå çàäàíèå).

Çàìå÷àòåëüíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ìîæíî äîáèòüñÿ ïðè çàäàííîì N
òî÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ñî ñòåïåíüþ, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùåé N−1. Ïðè-
âåäåì ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð òàêîãî ðîäà. Âîçüìåì îäíîòî÷å÷íóþ êâàäðàòóðó íà çàäàííîì
îòðåçêå [−1, 1] ñ

ξ1 = 0, w1 = 2.

Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ êâàäðàòóðà òî÷íî èíòåãðèðóåò ìíîãî÷ëåí � êîíñòàíòó f(ξ) = α0. Íî
òàêæå ýòà êâàäðàòóðà òî÷íî èíòåãðèðóåò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ f(ξ) = ξ (ïîëó÷àåòñÿ íîëü).
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî òî÷íî èíòåãðèðóåòñÿ ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýòèõ ôóíêöèé, òî
åñòü ëþáîé ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè.

Çàìåòèì, ÷òî òî÷íî èíòåãðèðîâàòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè N −1 ìîæíî ïðè ëþáîì âûáîðå
êâàäðàòóðíûõ óçëîâ ξj. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü èíòåãðèðîâàíèå ìíîãî÷ëåíîâ áîëåå
âûñîêîé ñòåïåíè, íàäî ïîäáèðàòü ïîëîæåíèÿ êâàäðàòóðíûõ óçëîâ ñïåöèàëüíî.

Ñàìà ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû äîâîëüíî ïðîñòà. Ïóñòü ìû õîòèì
òî÷íî èíòåãðèðîâàòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè p (ëó÷øå ñêàçàòü, íå âûøå, ÷åì p)

f(ξ) = α0 + α1ξ + α2ξ
2 + · · ·+ αpξ

p.

Èíòåãðàë îò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ïî îòðåçêó åñòü

I ≡
∞∫

−∞

f(ξ)dξ = 2α0 +
2

3
α2 +

2

5
α4 + · · · =

p∑
m=0

1 + (−1)m

m+ 1
αm (3.9)

Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ f(ξ) â êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (3.2). Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå
äëÿ îöåíêè èíòåãðàëà (à ïîñêîëüêó ìû õîòèì, ÷òîáû èíòåãðèðîâàíèå áûëî òî÷íûì, òî è
äëÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà):

I = w1(α0 + α1ξ1 + α2ξ
2
1 + · · ·+ αpξ

p
1) + w2(α0 + α1ξ2 + α2ξ

2
2 + · · ·+ αpξ

p
2) + . . .

+ wN(α0 + α1ξN + α2ξ
2
N + · · ·+ αpξ

p
N) (3.10)
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Âûðàæåíèÿ äîëæíû ñîâïàäàòü. Ïðèðàâíÿåì â (3.9) è (3.10) êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêî-
âûõ αm (ò. å. ïîòðåáóåì, ÷òîáû êàæäûé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà èíòåãðèðîâàëñÿ òî÷íî). Ïîëó÷èì

α0 : w1 + w2 + · · ·+ wN = 2

α1 : w1ξ1 + w2ξ2 + · · ·+ wNξN = 0

α2 : w1ξ
2
1 + w2ξ

2
2 + · · ·+ wNξ

2
N = 2/3

α3 : w1ξ
3
1 + w2ξ

3
2 + · · ·+ wNξ

3
N = 0

α4 : w1ξ
4
1 + w2ξ

4
2 + · · ·+ wNξ

4
N = 2/5

...

è âîîáùå
N∑
j=1

wjξ
m
j =

1 + (−1)m

m+ 1
, m = 0, 1, . . . , p. (3.11)

Ê òîìó, ÷òî ïîëó÷èëîñü, ìîæíî îòíåñòèñü êàê ê íåëèíåéíîé ñèñòåìå èç p + 1 óðàâíåíèÿ
ñ 2N íåèçâåñòíûìè (ýòî ξj è wj). Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ðåøèòü. Íå âäàâàÿñü
â ñóðîâóþ àëãåáðó, ìîæíî ðîáêî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñèñòåìà áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå
(ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê òî÷åê) ðåøåíèå, åñëè êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ
êîëè÷åñòâîì íåèçâåñòíûõ, ò. å.

p = 2N − 1. (3.12)

Åñëè ñèñòåìó óäàñòñÿ ðåøèòü, ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ìû ìîæåì òî÷íî ïðîèíòåãðèðîâàòü
ïîëèíîì, ÷üÿ ñòåïåíü ïî÷òè âäâîå áîëüøå, ÷åì êîëè÷åñòâî êâàäðàòóðíûõ óçëîâ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâóõòî÷å÷íóþ êâàäðàòóðó. Äëÿ íåå èìååì ñèñòåìó èç
÷åòûðåõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè:

w1 + w2 = 2,

w1ξ1 + w2ξ2 = 0,

w1ξ
2
1 + w2ξ

2
2 = 2/3,

w1ξ
3
1 + w2ξ

3
2 = 0.

Èç âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ξ1 = −ξ2. Äàëåå, èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ
ñëåäóåò, ÷òî w1 = w2. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

w1 = w2 = 1.

Íàêîíåö, èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

ξ2 = −ξ1 =
1√
3
.

Ïîñòðîåííàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ãàóññîâîé êâàäðàòóðîé. Ïðèâåäåì âçÿ-
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òûå èç ñïðàâî÷íèêà êâàäðàòóðû äëÿ ýòèõ è äðóãèõ p:

N = 1, p = 1 : ξ = {0}
w = {2}

N = 2, p = 3 : ξ =

{
− 1√

3
,

1√
3

}
w = {1, 1}

N = 3, p = 5 : ξ =
{
−
√

3/5, 0,
√

3/5
}

w =

{
5

9
,
8

9
,
5

9

}

N = 4, p = 7 : ξ =

−
√

3

7
+

2

7

√
6

5
, −

√
3

7
− 2

7

√
6

5
,

√
3

7
− 2

7

√
6

5
,

√
3

7
+

2

7

√
6

5


w =

{
18−

√
30

36
,

18 +
√

30

36
,

18 +
√

30

36
,

18−
√

30

36

}

N = 5, p = 9 : ξ =

−1

3

√
5 + 2

√
10

7
, −1

3

√
5− 2

√
10

7
, 0,

1

3

√
5− 2

√
10

7
,

1

3

√
5 + 2

√
10

7


w =

{
322− 13

√
70

900
,

322 + 13
√

70

900
,

128

225
,

322 + 13
√

70

900
,

322− 13
√

70

900

}
Âåñà wj âåçäå äàíû â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è òî÷êè ξj.
Òåïåðü ìû çíàåì ìíîãî õîðîøèõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Íàäî ïîíÿòü, êàêóþ èç íèõ

ñòîèò èñïîëüçîâàòü ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèöM èK. Ïóñòü èñïîëüçóþòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíûå
êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñ áèëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ôîðìû. Äîâîëüíî ïðîñòî äåëî îáñòîèò ñ
ìàòðèöåé M. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ â (2.16) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïåðåìåííûõ ξ, η
ñòåïåíè íå âûøå 3 ïî êàæäîé èç íèõ. Ïîíÿòü ýòî äîñòàòî÷íî ëåãêî. Âåêòîð A áèëèíååí ïî
äàííûì ïåðåìåííûì, ÿêîáèàí òàêæå áèëèíååí. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ
ìàòðèöû M äîñòàòî÷íî äâóõòî÷å÷íîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû. Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ
ýòî äàñò 4 êâàäðàòóðíûõ òî÷êè â êîíå÷íîì ýëåìåíòå, à â òðåõìåðíîì � 8.

Õóæå îáñòîèò äåëî ñ ìàòðèöåé K. Â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (2.24) âõîäèò îáðà-
ùåíèå ìàòðèö, ïîýòîìó îíî íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì. Íèêàêàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà
íå äàñò òî÷íîãî ðåçóëüòàòà, åñëè êîíå÷íûé ýëåìåíò äåôîðìèðîâàí. Ïðåäñòàâëåíèå î òî÷-
íîñòè êâàäðàòóð ìû èìååì ñàìîå ïðèáëèçèòåëüíîå. Â êà÷åñòâå �èíæåíåðíîãî� ðåøåíèÿ
ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü èñïîëüçîâàòü ïÿòèòî÷å÷íóþ ôîðìóëó.

Òðåóãîëüíèêè, òåòðàýäðû, ïèðàìèäû
Âûøå ìû ïîêàçàëè, êàêèì îáðàçîì èç îäíîìåðíîé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû ìîæíî ñäå-

ëàòü äâóìåðíóþ, åñëè èäåàëüíûì äâóìåðíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ êâàäðàò. Íå ñîñòàâèò
òðóäà ñäåëàòü òðåõìåðíóþ ôîðìóëó, åñëè èäåàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ êóá. Âîçíèêà-
åò, îäíàêî, âîïðîñ, êàê ïîñòðîèòü êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ òðåóãîëüíèêà, òåòðàýäðà,
ïèðàìèäû è ïðèçìû.

Âîïðîñ ýòî íå òàêîé ïðîñòîé, è íà íåãî ñóùåñòâóåò äâà ðàçíûõ îòâåòà. Îäèí îòâåò �íàó÷-
íûé�, äðóãîé � �èíæåíåðíûé�. Ïóñòü ðàññìàòðèâàþòñÿ êîíå÷íûå ýëåìåíòû òèïà òðåóãîëü-
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íèêà èëè òåòðàýäðà. Ïóñòü íà ýòèõ ýëåìåíòàõ çàäàíû ëèíåéíûå ôóíêöèè ôîðìû. Òîãäà
èçîïàðàìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ëèíåéíî âìåñòå ñî ñâîèì îáðàòíûì, à ÿêîáèàí îòîáðà-
æåíèÿ ïîñòîÿíåí. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàòðèöûM
ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè ìíîãî÷ëåíàìè êîîðäèíàò, à ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû K � êîíñòàíòû. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïðèäóìàòü êâàäðàòóð-
íûå ôîðìóëû, òî÷íî èíòåãðèðóþùèå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè äî âòîðîé âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè
íàëè÷èè òàêèõ ôîðìóë äàííûå ìàòðèöû áóäóò âû÷èñëÿòüñÿ òî÷íî.

Çàäàäèì ýëåìåíòàðíûé òðåóãîëüíèê â êîîðäèíàòàõ (ξ, η) êàê îáëàñòü ξ > 0, η > 0,
ξ + η < 1 (ñì. Ðèñ. 3.3 ñëåâà). Äëÿ òàêîãî òðåóãîëüíèêà êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà çàäàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôîðìóëà òðåõòî÷å÷íàÿ. Êâàäðàòóðíûå òî÷êè åñòü

(ξj, ηj) = (1/6, 1/6), (2/3, 1/6), (1/6, 2/3). (3.13)

Âñå êâàäðàòóðíûå âåñà åñòü

w1 = w2 = w3 = 1/6. (3.14)

x

h

0 1

1

x

h0 1

1

1

V

Ðèñ. 3.3: Èäåàëüíûé òðåóãîëüíèê (ñëåâà) è òåòðàýäð (â öåíòðå). Âûðîæäåíèå ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà â òðåóãîëüíèê (ñïðàâà)

Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé òåòðàýäð â êîîðäèíàòàõ (ξ, η, ζ). Ïóñòü îí çàäàåòñÿ êàê ξ >
0, η > 0, ζ > 0, ξ+η+ζ < 1 (ñì. Ðèñ. 3.3 â ñåðåäèíå). Äëÿ íåãî ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõòî÷å÷íàÿ
ôîðìóëà îáëàäàþùàÿ òðåáóåìûì ñâîéñòâîì (òî÷íî èíòåãðèðîâàòü ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè äî
âòîðîé âêëþ÷èòåëüíî). Êâàäðàòóðíûå óçëû äëÿ ýòîé ôîðìóëû åñòü

(ξj, ηj, ζj) =

(
β

3
,
β

3
,
β

3

)
,

(
1− β, β

3
,
β

3

)
,

(
β

3
, 1− β, β

3

)
,

(
β

3
,
β

3
, 1− β

)
, (3.15)

β =
3

20
(5−

√
5).

Êâàäðàòóðíûå âåñà ðàâíû

w1 = w2 = w3 = w4 =
1

24
. (3.16)

Èíæåíåðíûé ïîäõîä ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî òðåóãîëüíèêó è òåòðàýäðó çàêëþ÷àåòñÿ â
òîì, ÷òîáû ñ÷èòàòü òðåóãîëüíèê êâàäðàòîì ñ äâóìÿ ñëèïøèìèñÿ âåðøèíàìè (ñì. Ðèñ. 3.3
ñïðàâà), à òåòðàýäð � êóáîì ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ñëèïøèõñÿ âåðøèí. Ïëþñîì òà-
êîãî ïîäõîäÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåíèÿ òðåóãîëüíèêîâ è òåòðàýäðîâ íèêàêèõ
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íîâûõ êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë ïðèäóìûâàòü íå íàäî. Ìèíóñ çàêëþ÷àåòñÿ â íåêîòîðîé ïî-
òåðå òî÷íîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. Áèëèíåéíûå ôóíêöèè ôîðìû ó êâàäðàòà ñî ñëèïøèìèñÿ
âåðøèíàìè, êîíå÷íî, íå áóäóò ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè ôîðìû.

Íåñîìíåííûì ïëþñîì òàêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ïðèçìû è ÷åòûðåõóãîëüíûå ïèðàìèäû, äëÿ êîòîðûõ õîðîøèõ êâàäðàòóðíûõ
ôîðìóë ïðîñòî íåò.

Çàäà÷è

1. Ïîñòðîèòü íà îòðåçêå [−1, 1] òðåõòî÷å÷íóþ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó, òî÷íî èíòåãðè-
ðóþùóþ ïîëèíîìû ñòåïåíè äî âòîðîé, ñëåäóþùèì ñïîñîáîì. Âçÿòü êâàäðàòóðíûå
òî÷êè ξj = {−1, 0, 1}. Ïî çíà÷åíèÿì f(ξ1), f(ξ2), f(ξ3) âîññòàíîâèòü êîýôôèöèåí-
òû ìíîãî÷ëåíà f = α0 + α1ξ + α2ξ

2. Ïðîèíòåãðèðîâàòü ìíîãî÷ëåí. Óáåäèòüñÿ, ÷òî
ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà èìååò âèä (3.2). Âûïèñàòü êâàäðàòóðíûå âåñà.

2. Óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà äëÿ òðåóãîëüíèêà (3.13), (3.14) è äëÿ
òåòðàýäðà (3.15), (3.16) äåéñòâèòåëüíî òî÷íî èíòåãðèðóþò âñå ìíîãî÷ëåíû âòîðîé
ñòåïåíè.
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�4. Ìåòîä Ãàëåðêèíà â äåòàëÿõ íà ïðîñòîì ïðèìåðå

Ðàçáîð ïðèìåðà. Ìàòðèöà æåñòêîñòè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
Áóäåì ðåøàòü ñàìîå ïðîñòîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðèäóìàòü. À èìåííî, íà

îòðåçêå x ∈ [0, 1] áóäåì ðåøàòü (îäíîìåðíîå) îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

− d2u(x)

dx2
= f(x) (4.1)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå

u(0) = u(1) = 0. (4.2)

Ýòî óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò, íàïðèìåð, ïîïåðå÷íîé äåôîðìàöèè íàòÿíóòîãî òðîñà ïîä
äåéñòâèåì ïîïåðå÷íîé ñèëû f(x) (ñì. Ðèñ. 4.1). ×òîáû íå âñòóïàòü â êîíôëèêò ñ êàêîé-
íèáóäü ìóòíîé ìàòåìàòèêîé, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàä-
êîé.

x x xx
0

1
u

f x( ) 1 2 J
0

u x( ) u
u u1

2
J

òî÷íîå ðåøåíèå àïïðîêñèìàöèÿ

x x x1 2 J

0
1

1
N N N1 2 J

ôóíêöèè ôîðìû

Ðèñ. 4.1: Çàäà÷à (4.1) è åå àïïðîêñèìàöèÿ

Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü ìåòîä, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Ïåðâûì øàãîì ÿâëÿ-
åòñÿ îïðåäåëåíèå êîíå÷íîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ, ïðèáëèæåííî îïèñûâàþùåãî ôóíêöèþ
u(x). Ýòî, êîíå÷íî, áóäóò óçëîâûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè. Ââåäåì óçëîâûå òî÷êè 0 < x1 <
x2 < · · · < xJ < 1, çàïîëíÿþùèå îòðåçîê [0, 1] ñ äîñòàòî÷íî ìåëêèì øàãîì. Óçëîâûå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè � ýòî çíà÷åíèÿ

uj = u(xj).

Íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî òî÷êè x = 0 è x = 1 ÿâëÿþòñÿ âàæíûìè óçëàìè,
îäíàêî óçëîâûå çíà÷åíèÿ â íèõ ìû íå ââîäèì. Ýòî ïðîèñõîäèò ïî î÷åâèäíîé ïðè÷èíå.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ãîâîðÿò íàì, ÷òî â ýòèõ òî÷êàõ çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ðàâíû
íóëþ. Åñëè áû áûëè ïîñòàâëåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà (èëè åùå êàêèå-íèáóäü),
òî ïðèøëîñü áû ðàññìàòðèâàòü è íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ u(0), u(1). Íåèçâåñòíûå óçëîâûå
çíà÷åíèÿ îáúåäèíèì â âåêòîð-ñòîëáåö

U =

 u1
...
uJ

 .

Ïîñòðîèì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè u(x) ïî åå óçëîâûì çíà÷åíèÿì,
à èìåííî ïðèìåíèì ôîðìóëó (1.4):

u(x) =
J∑
j=1

ujNj(x), (4.3)
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ãäå ôóíêöèè Nj(x) ïîêàçàíû íà Ðèñ. 4.1. Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, êàê óñòðîåíû ôóíê-
öèè ôîðìû âáëèçè êîíöåâûõ òî÷åê. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîì âûáîðå ôóíêöèé ôîðìû
àïïðîêñèìàöèÿ (4.3) äàåò ôóíêöèþ, àâòîìàòè÷åñêè óäîâëåòâîðÿþùóþ ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì.

Íåñêîëüêî íåïðèÿòíûì ñâîéñòâîì àïïðîêñèìàöèè (4.3) ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ôóíêöèÿ,
îïðåäåëåííàÿ ñ åå ïîìîùüþ, íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (4.1). Äåéñòâèòåëü-
íî, ôóíêöèÿ ïîëó÷àåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé, à çíà÷èò åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî÷òè âåçäå
ðàâíà íóëþ. Â óçëîâûõ òî÷êàõ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ âîîáùå íå îïðåäåëåíà. Ýòî ìîæåò ïî-
êàçàòüñÿ ëåãêîìûñëåííûì, íî ìû ïîêà èãíîðèðóåì ýòî îáñòîÿòåëüñòâî è äåëàåì âèä, ÷òî
âñå õîðîøî. Îáúÿñíåíèå òàêîìó ïîâåäåíèþ áóäåò äàíî ïîçæå.

Ïîäñòàâèì àïïðîêñèìàöèþ (4.3) â óðàâíåíèå (4.1):

−
J∑
j=1

uj
d2Nj(x)

dx2
= f(x).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Ãàëåðêèíà. Äîìíîæèì ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè íà âåñîâóþ ôóíê-
öèþ Nm(x), m = 1, . . . , J (ò. å. íà êàêóþ-òî èç ôóíêöèé ôîðìû) è ïðîèíòåãðèðóåì óðàâ-
íåíèå ïî x îò 0 äî 1:

J∑
j=1

uj

1∫
0

Nm(x)
d2Nj(x)

dx2
dx = −

1∫
0

Nm(x)f(x) dx.

Ïîâòîðÿÿ (1.11), ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ âåëè÷èí, ñòîÿùèõ â ïðàâîé ÷àñòè:

Fm ≡
1∫

0

Nm(x)f(x) dx.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî íå óçëîâûå çíà÷åíèÿ. Äàííûå çíà÷åíèÿ îáúåäèíèì â âåêòîð

F =

 F1
...
FJ

 .

Ðàññìîòðèì âåëè÷èíû, ñòîÿùèå â ëåâîé ÷àñòè. Âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì:

1∫
0

Nm(x)
d2Nj(x)

dx2
dx = Nm(x)

dNj(x)

dx

∣∣∣∣1
0

−
1∫

0

dNm(x)

dx

dNj(x)

dx
dx. (4.4)

Ïåðâûé (âíåèíòåãðàëüíûé) ÷ëåí ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Nm(x) óäîâëåòâîðÿ-
åò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì Äèðèõëå. Âîñïîëüçîâàâøèñü îïðåäåëåíèåì ìàòðèöû æåñòêîñòè
(1.13) K, ââåäåì âåëè÷èíû

Km,j =

1∫
0

dNm(x)

dx

dNj(x)

dx
dx (4.5)
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è ìàòðèöó

K =

 K1,1 · · · K1,J
...

. . .
...

KJ,1 · · · KJ,J

 (4.6)

Ïîëó÷àåòñÿ ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

KU = F (4.7)

Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî ïóòåì îáðàùåíèÿ ìàòðèöû:

U = K−1F (4.8)

èëè êàê-òî åùå. Íà ñàìîì äåëå, ïî÷òè âñåãäà ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé íàäî ðåøàòü
�êàê-òî åùå�. Â MATLABå ðåàëèçîâàíû ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé, ýòè àëãîðèòìû àêòèâèçèðóþòñÿ ïî êîìàíäå

U = K \ F ;

Âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû � äàëåêî íå ñàìûé ýôôåêòèâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåì
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áîëüøîãî ðàçìåðà.

Òåì íå ìåíåå, ó ôîðìóëû (4.8) åñòü âàæíûé ôèëîñîôñêèé ñìûñë. Ìû àïïðîêñèìè-
ðîâàëè íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ, à äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð (ëåâàÿ ÷àñòü (4.1)) ïëþñ
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (!) ïðåäñòàâèëè â âèäå ìàòðèöû. Îáðàùåíèå îïåðàòîðà (ò. å. ðåøåíèå
çàäà÷è) ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèþ ìàòðèöû.

Äîâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è äî êîíöà. Ïóñòü óçëîâûõ òî÷åê âñåãî äâå: x1 è x2. Ïóñòü
f(x) = −1. Âû÷èñëèì F íåïîñðåäñòâåííî:

F = −1

2

(
x2

(1− x1)

)
(4.9)

Ìàòðèöà K ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà íàïðÿìóþ (íå íàäî ñòðîèòü èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî
è îòîáðàæåíèå Φ). Ìîæíî ïðîñòî ïðîèíòåãðèðîâàòü êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè, èõ ïðî-
èçâîäíûå (ýòî êîíñòàíòû) è èõ ïðîèçâåäåíèÿ. À èìåííî, íà îòðåçêàõ ìåæäó óçëîâûìè
òî÷êàìè ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ôîðìû ðàâíû x−1

1 , ±(x2 − x1)−1, −(1 − x2)−1. Ðåçóëüòàò
åñòü

K =

(
K1,1 K1,2

K2,1 K2,2

)
(4.10)

K1,1 =
1

x1

+
1

x2 − x1

, K2,2 =
1

x2 − x1

+
1

1− x2

, K1,2 = K2,1 = − 1

x2 − x1

.

Ñäåëàåì åùå îäèí âàæíûé øàã. Èíòåãðàëû â (4.5) ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ÷àñòè: èí-
òåãðàëû ïî îòðåçêàì [0, x1], [x1, x2] è [x2, 1] (èìåííî ýòè îòðåçêè è ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè
ýëåìåíòàìè). Ìàòðèöà K îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòà íà òðè ñëàãàåìûõ:

K =
1

x1

(
1 0
0 0

)
+

1

x2 − x1

(
1 −1
−1 1

)
+

1

1− x2

(
0 0
0 1

)
(4.11)

Ýòè ñëàãàåìûå ïðåäñòàâëÿþ ñîáîé ýëåìåíòíûå ìàòðèöû K(1), K(2), K(3) èç (2.17). Êàê óæå
óïîìèíàëîñü, âûðàæåíèå (4.11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àññåìáëèðîâàíèå ìàòðèöû æåñòêîñòè
çàäà÷è.
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Ïîñìîòðèì, õîðîøî ëè ýòî âñ¼ ðàáîòàåò. Ïóñòü x1 = 1/3, x2 = 2/3. Òîãäà

F = −1

3

(
1
1

)
, K = 3

(
2 −1
−1 2

)
Ôîðìóëà (4.8) äàåò

U = −1

9

(
1
1

)
Â òî æå âðåìÿ, òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è, î÷åâèäíî, åñòü u = x(x−1)/2. Ðèñ. 4.2 ïîçâîëÿåò

ñðàâíèòü òî÷íîå ðåøåíèå è àïïðîêñèìàöèþ, ïîëó÷åííóþ ñ ïîìîùüþ âñåãî äâóõ óçëîâûõ
çíà÷åíèé. Â äàííîì ñëó÷àå ìåòîä õîðîø èñêëþ÷èòåëüíî. Óçëîâûå çíà÷åíèÿ ðàâíû òî÷-
íîìó ðåøåíèþ â óçëîâûõ òî÷êàõ. Òàê, êîíå÷íî, áóäåò íå âñåãäà, íî îáùåå îùóùåíèå îò
ìåòîäà � ñàìîå áëàãîñòíîå.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
−0.14

−0.12

−0.1

−0.08

−0.06

−0.04

−0.02

0

x

u(
x)

Ðèñ. 4.2: Ðåøåíèå çàäà÷è (4.1) ñ äâóìÿ óçëàìè

Íåáîëüøîå óñëîæíåíèå çàäà÷è. Ìàòðèöà ìàññû

Ðàññìîòðèì ÷óòü áîëåå ñëîæíóþ çàäà÷ó. À èìåííî, âìåñòî óðàâíåíèÿ (4.1) ðàññìîòðèì
óðàâíåíèå

− d2u(x)

dx2
− ω2

c2
u(x) = f(x) (4.12)

íà òîì æå îòðåçêå ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïðîäåëàåì âûêëàäêè, ñîâïàäàþùèå
ñ ïðîäåëàííûìè âûøå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

KU− ω2

c2
MU = F, (4.13)

ãäå M � ìàòðèöà ìàññû èññëåäóåìîé çàäà÷è. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1.10), åå ýëåìåíòû îïðå-
äåëÿþòñÿ êàê

Mm,j =

1∫
0

Nm(x)Nj(x)dx. (4.14)
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Âû÷èñëèì ýëåìåíòû ìàòðèöûM â òîì æå ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ âñåãî äâà
óçëà x1 è x2. Ðàçáèâàÿ èíòåãðàëû ïî îòðåçêó [0, 1] íà èíòåãðàëû ïî îòðåçêàì [0, x1], [x1, x2]
è [x2, 1] (ò. å. ïî êîíå÷íûì ýëåìåíòàì), ïîëó÷àåì

M = x1

(
1/3 0
0 0

)
+ (x2 − x1)

(
1/3 1/6
1/6 1/3

)
+ (1− x2)

(
0 0
0 1/3

)
(4.15)

Âûðàæåíèå (4.15) îïèñûâàåò äâà òèïà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ: êðàåâûå è îáû÷íûå. Î÷åâèä-
íàÿ ìîäèôèêàöèÿ (çàìåíà x2 − x1 íà ∆x) ïîçâîëÿåò íàïèñàòü ìàòðèöó ìàññû äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî ýëåìåíòà.

Ñâÿçü ñ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé
Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (4.1) è åãî àïïðîêñèìàöèè (4.7). Ïóñòü îòðåçîê [0, 1] ðàçáèò íà

J + 1 êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ îäèíàêîâîé äëèíû ∆x = 1/(J + 1). Ìàòðèöà K çàïèøåòñÿ êàê

K =
1

∆x


1

0
0

. . .

+
1

∆x


1 −1
−1 1

0
. . .

+
1

∆x


0

1 −1
−1 1

. . .

+ . . .

(4.16)
(íà ïóñòûõ ìåñòàõ ñòîÿò íóëè). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà

K =
1

∆x


2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
−1 2

. . .

 (4.17)

Çàìåòèì, ÷òî ëþáàÿ ñòðîêà ìàòðèöû, êðîìå ïåðâîé è ïîñëåäíåé, îñóùåñòâëÿåò ñëåäóþùóþ
îïåðàöèþ:

−uj−1 + 2uj − uj+1

∆x
.

Ýòî íàïîìèíàåò êëàññè÷åñêóþ àïïðîêñèìàöèþ âòîðîé ïðîèçâîäíîé, èçó÷àåìóþ â ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäàõ (ýòî êàê ðàç è åñòü ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé):

d2u

dx2
≈ uj−1 − 2uj + uj+1

(∆x)2
,

òî åñòü ñ íåêîòîðîé äîëåé óñëîâíîñòè ìîæíî çàïèñàòü K = −∆xD2, ãäå D2 � ìàòðèöà,
àïïðîêñèìèðóþùàÿ âçÿòèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé.

Çàäà÷à ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà
Ïóñòü ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (4.12) íà îòðåçêå [0, 1] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà

du(0)

dx
=
du(1)

dx
= 0.

Ïðîñëåäèì, ÷òî èçìåíèòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå, ðàñ-
ñìîòðåííûì âûøå.
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Ïåðâîå èçìåíåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ãðàíè÷íûå óçëû 0 è 1 íåñóò íåèçâåñòíûå
óçëîâûå çíà÷åíèÿ. Âåêòîð íåèçâåñòíûõ ñòàíîâèòñÿ äëèííåå íà äâå ïîçèöèè, è ïðè ýòîì
ôóíêöèÿ ïåðåñòàåò óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì àâòîìàòè÷åñêè.

Âòîðîå èçìåíåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì â (4.4) íåîáõîäèìî
âûïîëíèòü êàê-òî èíà÷å, ïîñêîëüêó ôóíêöèè ôîðìû è èõ ïðîèçâîäíûå íå îáðàùàþòñÿ â
íîëü íà ãðàíèöå èíòåðâàëà. Ëåâàÿ ÷àñòü (4.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëåìåíòû ìàòðèöû ñ
èíäåêñàìè (m, j). Äîìíîæèì ýòó ìàòðèöó íà âåêòîð U :

J∑
j=1

uj

1∫
0

Nm(x)
d2Nj(x)

dx2
dx = Nm(x)

J∑
j=1

uj
dNj(x)

dx

∣∣∣∣1
0

−
J∑
j=1

uj

1∫
0

Nm(x)

dx

dNj(x)

dx
dx.

Âûðàæåíèå
J∑
j=1

uj
dNj(x)

dx

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâîäíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè, àïïðîêñèìèðóþùåé íåèç-
âåñòíóþ ôóíêöèþ u(x). Äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ ýòà ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ íà
êîíöàõ èíòåðâàëà, à äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ � ïðèáëèæåííî ðàâíà. Ïîýòîìó ìîæíî
ïðèáëèæåííî çàïèñàòü

J∑
j=1

uj

1∫
0

Nm(x)
d2Nj(x)

dx2
dx = −

J∑
j=1

uj

1∫
0

Nm(x)

dx

dNj(x)

dx
dx.

è îïÿòü âåðíóòüñÿ ê âûðàæåíèþ äëÿ ìàòðèöû æåñòêîñòè (1.13) è ê óðàâíåíèþ (4.13).
Ïóñòü îòðåçîê [0, 1] ðàçáèò íà òðè êîíå÷íûõ ýëåìåíòà óçëàìè

x1 = 0 < x2 < x3 < x4 = 1.

Òîãäà ìàòðèöà æåñòêîñòè èìååò âèä

K =
1

x2


1 −1
−1 1

0
0

+
1

x3 − x2


0

1 −1
−1 1

0

+
1

1− x3


0

0
1 −1
−1 1


(4.18)

Ïîõîæèå âûðàæåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû, åñëè îòðåçîê [0, 1] ðàçáèò íà íåñêîëüêî ýëå-
ìåíòîâ ðàçìåðà ∆x.

Â ýòîé ñâÿçè íåîáõîäèìî ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ î ïåðâîé è ïîñëåäíåé ñòðîêàõ ìàòðèöû
K. Ýòè ñòðîêè îòâå÷àþò çà ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå
ïåðâàÿ ñòðîêà èìååò âèä (∆x)−1(2,−1, 0, . . . ), à â ñëó÷àå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Íåéìàíà îíà
èìååò âèä (∆x)−1(1,−1, 0, . . . ). Èçìåíåíèå âñåãî îäíîãî ýëåìåíòà â ìàòðèöå ðàäèêàëüíî
ìåíÿåò õàðàêòåð ðåøåíèÿ.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìàòðèöà æåñòêîñòè ñîäåðæèò èíôîðìàöèþ êàê î äèôôåðåí-
öèàëüíîì îïåðàòîðå, òàê è î ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ýòî âàæíî ïîíèìàòü.

Êàê íà ñàìîì äåëå ðàáîòàåò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ?
Ìû óæå óïîìèíàëè, ÷òî â ñëó÷àå êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè âñå íå òàê ïðîñòî,

ïîñêîëüêó âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ïî÷òè ðàâíà íóëþ íà ïðÿìîëè-
íåéíûõ ó÷àñòêàõ è íå ñóùåñòâóåò â èçëîìàõ. Ïðèøëî âðåìÿ ðàçîáðàòüñÿ â êàêîì ñìûñëå
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ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (4.1). Èçîáðàçèì íà Ðèñ. 4.3 êóñî÷íî-
ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, åå ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ
ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé (ðàçðûâíîé) ôóíêöèåé. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ ïî-
÷òè âåçäå íóëåì, à â òî÷êàõ ðàçðûâà ïåðâîé ïðîèçâîäíîé èìååò îñîáåííîñòè òèïà äåëüòà-
ôóíêöèè. Ñîáñòâåííî, îäíî èç îïðåäåëåíèé äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà � ýòî ïðîèçâîäíàÿ
ôóíêöèè Õåâèñàéäà, èìåþùåé åäèíè÷íûé ñêà÷îê â íóëå.

Òàêèì îáðàçîì, âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ äåëüòà-ôóíêöèé, ëîêàëèçîâàííûõ â ñêà÷êàõ. Âîçíèêàåò âîïðîñ,
êàêèì îáðàçîì ýòà ïðè÷óäëèâàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî ðàâíà äîñòàòî÷-
íî ãëàäêîé ôóíêöèè f(x). Ïîíÿòíî, ÷òî ðàâåíñòâî ìîæåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî â êàêîì-òî
óñðåäíåííîì âèäå. Ìåòîä âçâåøåííûõ íåâÿçîê ðîâíî ýòî è äåëàåò. Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ
óñðåäíÿåòñÿ ïî äâóì îòðåçêàì, ïðèìûêàþùèì ê óçëó ñ âåñîâîé ôóíêöèåé, ñîâïàäàþùåé
ñ ôóíêöèåé ôîðìû. Ðåçóëüòàò ñðàâíèâàåòñÿ ñ çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòüþ, óñðåäíåííîé òåì
æå ñïîñîáîì. Íàïîìíèì, ÷òî ðàçíîñòü ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íàçûâàåòñÿ íåâÿçêîé, òàê
÷òî ôàêòè÷åñêè ìû òðåáóåì, ÷òîáû íåâÿçêà, ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ñ êàæäîé èç âåñîâûõ
ôóíêöèé, áûëà ðàâíà íóëþ.

x x xx
0

1u 1 2 J
0

òî÷íîå ðåøåíèå àïïðîêñèìàöèÿ

0

1
0dx

du

0

1
0

2

2

dx

ud

Ðèñ. 4.3: Ôóíêöèÿ è åå äâå ïðîèçâîäíûå äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ è äëÿ êóñî÷íî�ëèíåéíîé
àïïðîêñèìàöèè

Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ñòðàííûì, ÷òî â îïèñàíèè ïðîöåäóðû âûøå íå áûëî íèêàêèõ äåëüòà-
ôóíêöèé. Èõ ïðèñóòñòâèå áûëî çàìàñêèðîâàíî èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Â äâóìåðíîì
è òðåõìåðíîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå ñèíãóëÿðíîñòåé ìîæåò áûòü íåïðîñòîé çàäà÷åé, è
èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì î÷åíü ïîìîãàåò ñäåëàòü âñå ïðàâèëüíî.

Ïî÷åìó ìåòîä Ãàëåðêèíà ëó÷øå äðóãèõ?
Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ìåòîä âçâåøåííûõ íåâÿçîê ìîæåò áûòü ïîñòðîåí äëÿ ëþáîãî íà-

áîðà âåñîâûõ ôóíêöèé. Îäíàêî îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âûáîð â êà÷åñòâå âåñîâûõ ôóíêöèé
òåõ æå ôóíêöèé ôîðìû (ýòî è åñòü ìåòîä Ãàëåðêèíà). Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñèì-
ìåòðè÷íîñòè ìàòðèö æåñòêîñòè è ìàññû. Äî ñèõ ïîð ýòî âûñêàçûâàíèå áûëî âñåãî ëèøü
ìàíòðîé, íàñòàëî âðåìÿ ïðèäàòü åìó ñìûñë.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
d2u

dx2
+
ω2

c2
u = 0 (4.19)
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íà îòðåçêå x ∈ [0, 1] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå (4.2). Ïóñòü ïàðàìåòð c èçâåñòåí
èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé, à âåëè÷èíà ω ìîæåò èçìåíÿòüñÿ. Íàøà çàäà÷à � ïîäîáðàòü
òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ω2, ÷òî óðàâíåíèå èìååò íåòðèâèàëüíîå (íåíóëåâîå) ðåøåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, è ïðî íåå ìíîãîå èçâåñò-
íî. Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à, î÷åâèäíî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó î ïîïåðå÷-
íûõ êîëåáàíèÿõ íàòÿíóòîé ñòðóíû. Çíà÷åíèÿ ω ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ
êîëåáàíèé, à c åñòü ñêîðîñòü ïîïåðå÷íûõ âîëí.

Â ïîñòàíîâêå çàäà÷è îòñóòñòâóåò ìåõàíèçì ïîòåðü. Ïîýòîìó ðàçóìíî îæèäàòü ÷èñòî
äåéñòâèòåëüíûõ çíà÷åíèé ω. Áûëî áû ïëîõî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ω ñ ìàëîé ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé ìíèìîé ÷àñòüþ.
Ýòî îçíà÷àëî áû ýêñïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå èëè (÷òî åùå õóæå) ðîñò êîëåáàíèé âî âðå-
ìåííîé îáëàñòè. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Ãàëåðêèíà ãàðàíòèðóåò,
÷òî çíà÷åíèÿ ω áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè.

Ïðåæäå âñåãî, îïèøåì ïðîöåäóðó ðåøåíèÿ çàäà÷è, òî åñòü îòûñêàíèÿ çíà÷åíèé ω2.
Ïðèìåíèì øàã çà øàãîì ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü ââåäåì óçëû è óçëîâûå çíà÷å-
íèÿ, ïîñòðîèì ïî íèì êóñî÷íî-ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ, ïîäñòàâèì åå â óðàâíåíèå (4.19),
äîìíîæèì óðàâíåíèå íà âåñîâûå ôóíêöèè (ôóíêöèè ôîðìû) è ïðîèíòåãðèðóåì. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

KU =
ω2

c2
MU, (4.20)

ãäå U � âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé, à ìàòðèöû æåñòêîñòè K è ìàññû M îïðåäåëåíû êàê
(4.5) è (4.14). Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ìàòðèöà M íåâûðîæäåííàÿ (êàê áû ýòî äîêàçàòü?),
ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (4.20) êàê

M−1KU =
ω2

c2
U. (4.21)

Äàííàÿ ïîñòàíîâêà ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé îá îïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ìàòðèöû M−1K. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

λ ≡ ω2/c2,

÷òî óðàâíåíèå (4.21) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Êàê èçâåñòíî, çíà÷åíèÿ λ îïðåäåëÿ-
þòñÿ èç àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

det(M−1K− λI) = 0, (4.22)

ãäå I � (äèàãîíàëüíàÿ!) åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà MATLABå ñ
ïîìîùüþ îäíîé êîìàíäû:

[U , W] = eig(inv(M)*K) ;

Çäåñü U � ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ (ñòîëáöîâ), à W � äèàãîíàëüíàÿ
ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ.

Ñ ïåðâîãî âçãëÿäà íå î÷åíü ïîíÿòíî, ïî÷åìó ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òàêîé çàäà÷è äåé-
ñòâèòåëüíû. Ñóùåñòâóåò òåîðåìà î òîì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû
äåéñòâèòåëüíû, íî ìû íå ìîæåì åå ïðèìåíèòü íåïîñðåäñòâåííî. Ìàòðèöû K è M ñèììåò-
ðè÷íû, íî ìàòðèöà M−1K ñèììåòðè÷íîé áûòü íå äîëæíà.
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü äåéñòâèòåëüíîñòü λ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü (4.20) êàê îáîá-

ùåííóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (â ýòîé çàäà÷å I çàìåíÿåòñÿ íà M).
Íàäî ñêàçàòü, ÷òî MATLAB óìååò ðåøàòü è îáîáùåííûå çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî òó æå êîìàíäó íàäî âûçâàòü ñ äâóìÿ àðãóìåíòàìè:

[U , W] = eig(K , M) ;

Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, èç êîòîðîãî ñëåäóåò òî, ÷òî ìû õîòèì:
Ïóñòü A è B � íåâûðîæäåííûå ñèììåòðè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå êâàäðàòíûå ìàò-

ðèöû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Ïóñòü ìàòðèöà B ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, à ìàòðèöà A
îïðåäåëåíà íåîòðèöàòåëüíî. Òîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ îáîáùåííîé çàäà÷è

AX = λBX (4.23)

äåéñòâèòåëüíû è íåîòðèöàòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ê (4.23) îïåðàöèè òðàíñïîíèðîâàíèÿ è êîìïëåêñíîãî ñî-
ïðÿæåíèÿ:

X̄TA = λ̄X̄TB. (4.24)

Ðàññìîòðèì êîìáèíàöèþ X̄TAX. Ýòà êîìáèíàöèÿ ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà äâóìÿ ñïî-
ñîáàìè: ïðè ïîìîùè (4.21) èëè (4.23). Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ äàåò

λX̄TBX = X̄TAX = λ̄X̄TBX (4.25)

Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü B äàåò λ = λ̄, ò. å. äåéñòâèòåëüíîñòü Λ. Íåîòðèöàòåëüíàÿ
îïðåäåëåííîñòü A äàåò λ ≥ 0.

Çàäà÷è

1. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà M ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ìàòðèöà M ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé Äèðèõëå è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà â ñëó÷àå óñëîâèé Íåéìàíà.

Íàïîìíèì, ÷òî êâàäðàòíàÿ ýðìèòîâà (èëè äåéñòâèòåëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ) ìàòðèöà
A íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî êîìïëåêñ-
íîãî âåêòîðà X ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

X̄TAX > 0.

Åñëè çíàê > çàìåíèòü íà ≥, ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëåíèå íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé
ìàòðèöû.

Çàìå÷àíèå. Èç ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû M ñëåäóåò åå íåâûðîæäåí-
íîñòü.

2. Ïîñòðîéòå ìàòðèöû ìàññû è æåñòêîñòè äëÿ óðàâíåíèÿ (4.19) ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷å-
íèÿìè Äèðèõëå è Íåéìàíà. Ðàçáåéòå îòðåçîê íà 10 ðàâíûõ ÷àñòåé Ñ÷èòàéòå c = 1.
Ïîëó÷èòå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ñðàâíèòå èõ ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè.
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�5. Ñòðóêòóðà ïðîñòåéøåé ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùåéÌÊÝ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü (äâóìåðíàÿ) îáëàñòü Ω ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê â ïëîñêîñòè (x, y). Áóäåì ðåøàòü â ýòîé îáëàñòè óðàâíåíèå
Ãåëüìãîëüöà

∆u(x, y) +
ω2

c2
u(x, y) = −f(x, y) (5.1)

(c � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð) ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà íà ∂Ω

∂u

∂n
= 0. (5.2)

Ïðîèãíîðèðóåì òîò ôàêò, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Ýòî äîñòàâëÿ-
åò îïðåäåëåííûå íåóäîáñòâà â òåîðåòè÷åñêîì ïëàíå, íî íà ïðàêòèêå íå ñëèøêîì ìåøàåò
(îáåííî â ñëó÷àå, êîãäà óãëû ñîñòàâëÿþò π/2). Ïî-õîðîøåìó, ñëåäîâàëî áû ïîñòàâèòü óñëî-
âèÿ Ìåéêñíåðà â óãëîâûõ òî÷êàõ. Äëÿ ïðÿìûõ óãëîâ ýòè óñëîâèÿ ñâîäÿòñÿ ê òîìó, ÷òî
ðåøåíèå äîëæíî áûòü â óãëàõ ðåãóëÿðíûì. Îãðàíè÷èìñÿ çàìå÷àíèåì î òîì, ÷òî ìåòîä
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íå äîëæåí äàòü íåïðàâèëüíîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, äàæå åñëè íå
ïðåäïðèíèìàòü íèêàêèõ äåéñòâèé.

Çàäà÷à (5.1), (5.2) ìîæåò íå èìåòü ðåøåíèÿ èëè åå ðåøåíèå ìîæåò íå áûòü åäèíñòâåí-
íûì. Íàïîìíèì, â ÷åì äåëî. Ðàññìîòðèì (âñïîìîãàòåëüíóþ) îäíîðîäíóþ çàäà÷ó, ò. å. âìå-
ñòî (5.1) âîçüìåì

∆u(x, y) +
ω2

c2
u(x, y) = 0 (5.3)

ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Ïóñòü ω ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, êîòîðûé ìîæåò ïðè-
íèìàòü ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïàðàìåòðå ω,
ïðèíèìàþùåì äèñêðåòíûé íàáîð çíà÷åíèé ωj, îäíîðîäíàÿ çàäà÷à èìååò íåòðèâèàëüíîå
ðåøåíèå wj(x, y). Ïðè âñåõ îñòàëüíûõ ω íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé çàäà÷è íåò.
Íàáîð çíà÷åíèé

λj = −ω2
j/c

2

íàçûâàþòñÿ ñïåêòðîì îïåðàòîðà ∆ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà. Åñëè îäíîìó çíà-
÷åíèþ ωj ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî (âñåãäà êîíå÷íîå ÷èñëî!) ðåøåíèé vj, áóäåì ó÷èòûâàòü
ωj íåñêîëüêî ðàç è ãîâîðèòü î åãî êðàòíîñòè.

Ðàçóìååòñÿ, ñïåêòð äàííîé çàäà÷è òåñíî ñâÿçàí ñ ñîáñòâåííûìè ìîäàìè àêóñòè÷åñêèõ
êîëåáàíèé â îáëàñòè Ω, à íàáîð ωj ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòîòû ñîáñòâåííûõ ìîä.

Åñëè îáëàñòü Ω ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè Lx, Ly, ñîáñòâåííûå
÷àñòîòû íåòðóäíî âû÷èñëèòü:

ωj = ωm,n = c

√
(πm/Lx)

2 + (πn/Ly)
2 (5.4)

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ìîäû ñîáñòâåííûå ìîäû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâåäåíèÿ
êîñèíóñîâ ïî x è y. Â îáùåì æå ñëó÷àå âû÷èñëåíèå ñïåêòðà � ñàìîñòîÿòåëüíàÿ íåïðîñòàÿ
çàäà÷à.
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Óòâåðæäàåòñÿ ñëåäóþùåå. Åñëè ω íå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó îäíîðîäíîé çàäà÷è, òî íåîä-
íîðîäíàÿ çàäà÷à (5.1), (5.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åñëè æå ω ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ñïåêòðà ñ êðàòíîñòüþ m, ò. å. äàííîé ÷àñòîòå ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ v1 . . . vm îäíîðîä-
íîé çàäà÷è, òî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (5.1) îðòîãîíàëüíà âñåì
ñîáñòâåííûì ìîäàì: ∫∫

Ω

f(x, y)vj(x, y)dx dy = 0, j = 1 . . .m. (5.5)

Ïðè ýòîì ðåøåíèå îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíê-
öèé v1 . . . vm.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â êóðñå ÌÌÔ. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè, ïîêàæåì, ÷òî óñëî-
âèå (5.5) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ. Ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà
ê ðåøåíèÿì u è vj. Ðåçóëüòàò åñòü∫

∂Ω

[
vj
∂u

∂n
− u∂vj

∂n

]
dl = −

∫∫
Ω

f(x, y)vj(x, y)dx dy (5.6)

Â ñèëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, è ïðàâàÿ ÷àñòü äîëæíà
áûòü ðàâíà íóëþ.

Îòìåòèì, ÷òî íåâûïîëíåíèå óñëîâèé (5.5) îçíà÷àåò íàëè÷èå ðåçîíàíñà â ñèñòåìå. Â
ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó. Âìåñòî ýòîãî íàäî ðàññìàòðèâàòü
çàäà÷ó âî âðåìåíè è îïèñûâàòü ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé.

Èòàê, äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòîòà ω íå ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó çàäà÷è.

Îáùàÿ ñòðóêòóðà ïðîãðàììû
Âåçäå íèæå áóäåì îïèñûâàòü ïðîãðàììó íà ÿçûêå MATLAB.
Ðàçîáüåì îáëàñòü íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû â âèäå îäèíàêîâûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Áóäåì

èñêàòü âåêòîð íåèçâåñòíûõ óçëîâûõ çíà÷åíèé

U =

 u1

· · ·
uJ

 , (5.7)

ãäå J � îáùåå ÷èñëî óçëîâ.
Îáùàÿ ñõåìà ïðîãðàììû, ðåàëèçóþùåé ÌÊÝ, ïîêàçàíà íà Ðèñ. 5.1. Ñõåìà ñîñòîèò èç

÷åòûðåõ óðîâíåé. Íà óðîâíå I ñîçäàåòñÿ ñåòêà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ìàññèâû ñ êîîð-
äèíàòàìè óçëîâ è ñî ñòðóêòóðîé êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íà æàðãîíå ýòà ÷àñòü ïðîãðàììû
íàçûâàåòñÿ ìåøåð (mesher).

Íà óðîâíå II ïî äàííîé ñåòêå ñòðîÿòñÿ ìàòðèöû ìàññû è æåñòêîñòè M è K ïî ôîð-
ìóëàì (2.11), (2.16), (2.17), (2.24). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè ShapeFunctions è
GaussQuadratures, ïîñòàâëÿþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíêöèè ôîðìû (à òàêæå èõ ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå) è óçëû / êîýôôèöèåíòû ãàóññîâûõ êâàäðàòóð.

Íàïîìíèì, ÷òî îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿþòñÿ,
åñëè íå äåëàòü íèêàêèõ äåéñòâèé. Çà ýòî èõ íàçûâàþò �åñòåñòâåííûìè� (ñì. ìàòåðèàë
ñëåäóþùåé ëåêöèè).

Íà óðîâíå III ðåøàåòñÿ äèñêðåòèçîâàííàÿ âåðñèÿ óðàâíåíèÿ (5.1). À èìåííî, ðåøàåòñÿ
ìàòðè÷íîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå (

K− ω2

c2
M

)
U = F. (5.8)
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èçãîòîâëåíèå
ñåòêè

I

ñáîðêà ìàòðèö
K, M

II

ñåòêà ( )coordinates, connectivity

ôóíêöèè

II aShapeFunctions
x¶¶ /, NN

II bGaussQuadratures
jj w,x

ðåøåíèå óð-ÿIII

K, M

FU/U 22 =- MK cw

U

IV âèçóàëèçàöèÿ
ðåçóëüòàòà

Ðèñ. 5.1: Ãðóáàÿ áëîê-ñõåìà ïðîãðàììû ÌÊÝ

Î÷åâèäíî, äàííîå óðàâíåíèå ìîæåò ðåøàòüñÿ âñòðîåííîé êîìàíäîé ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ
ñèñòåì, íàïðèìåð òàê:

U = (K - omega^2 / c^2 * M) \ F

Íà óðîâíå III ìîæåò íàõîäèòüñÿ ïðîãðàììà îòûñêàíèÿ ñïåêòðà (îíà ìîæåò áûòü ðåàëèçî-
âàíà ñ ïîìîøüþ âñòðîåííîé êîìàíäû îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû), à òàêæå
ïðîãðàììà ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è âî âðåìåíè. Íà æàðãîíå äàííûé óðîâåíü ïðî-
ãðàììû íàçûâàåòñÿ ñîëâåð (solver). Â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ëåêöèé áóäóò ðàññìîòðåíû
ðàçíûå âèäû ñîëâåðîâ. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ñîëâåðà ÿâëÿåòñÿ âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé
èñêîìîãî ïîëÿ.

Íàêîíåö, íà óðîâíå IV íåîáõîäèìî âûïîëíèòü âèçóàëèçàöèþ âîëíîâîãî ïîëÿ (èëè ñäå-
ëàòü ñ ðåçóëüòàòîì âû÷èñëåíèé ÷òî-òî åùå, äëÿ ÷åãî-òî âåäü ìû ðåøàëè ýòó çàäà÷ó).

Ñòðóêòóðà ñåòêè
Ïóñòü ÷èñëî óçëîâ ñåòêè J , à ÷èñëî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ Q. Âñå óçëû è âñå êîíå÷íûå

ýëåìåíòû áóäåì ñ÷èòàòü ïðîíóìåðîâàííûìè.
Ñåòêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà ìàññèâà. Îäèí èç ýòèõ ìàññèâîâ îïèñûâàåò óçëû ñåòêè.

Íàçîâåì ýòîò ìàññèâ coordinates. Ðàçìåðíîñòü ýòîãî ìàññèâà åñòü J × 2. D ñòðîêàõ åãî
ñòîÿò êîîðäèíàòû óçëîâ (xj, yj), ðàñïîëîæåííûõ ïî ïîðÿäêó:

coordinates =


x1 y1

x2 y2

· · ·
xJ yJ


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Âòîðîé ìàññèâ îïèñûâàåò êîíå÷íûå ýëåìåíòû (íàïîìíèì, ÷òî âñå îíè � ÷åòûðåõóãîëü-
íèêè). Íàçîâåì åãî connectivity. Îí èìååò ðàçìåðíîñòü Q × 4. Â ýòîì ìàññèâå êàæäàÿ
i-òàÿ ñòðî÷êà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïèñàíèå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà ñ íîìåðîì i. Îïèñàíèå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîìåðà óçëîâ, ïðèíàäëåæàùèå äàííîìó êîíå÷íîìó ýëåìåíòó. Ïðè ýòîì
íîìåðà óçëîâ â ñòðîêå äîëæíû ïåðå÷èñëÿòüñÿ â òîì æå ïîðÿäêå, ÷òî è íîìåðà óçëîâ �èäå-
àëüíîãî ýëåìåíòà�.

x

h

1 2

34

x

y

)1,(mn

)2,(mn

)3,(mn
)4,(mn

)(

*

mW

èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî

íîìåðà óçëîâ
â ñåòêå

),( )3,()3,( mnmn
yx

)(mW

Ðèñ. 5.2: Îòîáðàæåíèå èäåàëüíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà â ðåàëüíûé

Ïîÿñíèì ïîñëåäíþþ ôðàçó. Ââåäåì ôóíêöèþ n(m, j), êîòîðàÿ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
íîìåðó ýëåìåíòà m = 1, . . . , Q è íîìåðó óçëà â ýëåìåíòå j = 1, . . . , 4 íîìåð óçëà â ñåò-
êå. Ðàññìîòðèì ðèñóíîê Ðèñ. 5.2. Óçëû 1. . . 4 â èäåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ïåðå÷èñëÿþòñÿ
â íàïðàâëåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Õîðîøî áû ïåðå÷èñëÿòü óçëû, ïðèíàäëåæàùèå
êîíå÷íîìó ýëåìåíòó i, â ñòðîêå äàííîé ìàòðèöû òàêæå â ïîðÿäêå îáõîäà ïðîòèâ ÷àñîâîé
ñòðåëêè. Åñëè èõ ïåðå÷èñëÿòü ïî êðóãó, íî ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, áåäû íå áóäåò, íî îïðåäå-
ëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè det(D) áóäåò îòðèöàòåëüíûì. À âîò åñëè ïîñòàâèòü íîìåðà óçëîâ
íå ïî êðóãó, èçîïàðàìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå èäåàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ðåàëüíîå íå
áóäåò ðàáîòàòü êàê íàäî, è ïðîãðàììà áóäåò ðàáîòàòü íåïðàâèëüíî.

Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé ëåêöèè ñòðóêòóðà ìàòðèöû connectivity èìååò âèä

connectivity =


n(1, 1) n(1, 2) n(1, 3) n(1, 4)
n(2, 1) n(2, 2) n(2, 3) n(2, 4)
· · ·
n(Q, 1) n(Q, 2) n(Q, 3) n(Q, 4)



Âûïèøåì äëÿ ïðèìåðà êóñêè ìàòðèö coordinates è connectivity äëÿ ôðàãìåíòà ñåò-
êè, ïîêàçàííîãî íà Ðèñ. 5.3. Öèôðû áåç êðóæî÷êîâ ïîêàçûâàþò íîìåðà óçëîâ, öèôðû â
êðóæî÷êàõ � íîìåðà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ôðàãìåíòû ìàòðèö èìåþò
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Ðèñ. 5.3: Ïðèìåð ÷åòûðåõóãîëüíîé ñåòêè

âèä

coordinates =



0.5 5.5
1.0 5.5
1.5 5.5
2.0 5.5
0.5 6.0
1.0 6.0
1.5 6.0
2.0 6.0
0.5 6.5
1.0 6.5
1.5 6.5
2.0 6.5
0.5 7.0
1.0 7.0
1.5 7.0
2.0 7.0
· · ·



, connectivity =



3 4 8 7
2 3 7 6
1 2 6 5
7 8 12 11
6 7 11 10
5 6 10 9
11 12 16 15
10 11 15 14
9 10 14 13
· · ·



Ìû íå ðàññêàçûâàåì, êàê ñòðîèòü ñåòêè. Íàäååìñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü ñìîæåò ñïðàâèòüñÿ ñ
ýòèì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ñáîðêà ìàòðèö K è M
Ñáîðêà ìàòðèö K è M (óðîâåíü II íà Ðèñ. 5.1) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì ïðî-

ãðàììû, ðåàëèçóþùåé ÌÊÝ. Êàê óêàçûâàëîñü ðàíüøå, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñîëâåð
î÷åíü ïðîñò, à ïðî âèçóàëèçàöèþ ìû âîîáùå ãîâîðèòü íå áóäåì.
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ïîäãîòîâêà êîýôôèöèåíòîâ
äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

èíèöèàëèçàöèÿ K, M

öèêë ïî âñåì êîíå÷íûì ýëåìåíòàì

èíèöèàëèçàöèÿ K  , M
el el

öèêë ïî âñåì êâàäðàòóðíûì òî÷êàì

âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé â êâàäðàòóðíûõ òî÷êàõ

K K K

M

(..)  = (..) +
(..) = (..) +M M

el

el

K K

M

= + ...
= +...M

el

el

âû÷èñëåíèå êâàäðàòóð

el

el

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)

Ðèñ. 5.4: Äåòàëüíàÿ áëîê-ñõåìà ïðîãðàììû ÌÊÝ

Áëîê-ñõåìà ïðîãðàììû ïîêàçàíà íà Ðèñ. 5.4. Ïðîãðàììà ñîäåðæèò äâà öèêëà (îäèí
âëîæåí â äðóãîé). Âíåøíèé öèêë ñîáèðàåò ãëîáàëüíûå ìàòðèöû ìàññû è æåñòêîñòè èç
ýëåìåíòíûõ ïî ôîðìóëàì (2.11), (2.17) (âûïîëíÿåò àññåìáëèðîâàíèå). Âíóòðåííèé öèêë
âû÷èñëÿåò ýëåìåíòíûå ìàòðèöû M̂(m), K̂(m), âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå â (2.16) è (2.24)
ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå (3.7).

Íà Ðèñ. 5.4 è â ëèñòèíãå íèæå ýëåìåíòíûå ìàòðèöû K̂(m) è M̂(m) îáîçíà÷åíû ñèìâîëàìè
Kel è Mel.

Ðàñïå÷àòêà ïðîñòåéøåé ïðîãðàììû ïðèâåäåíà â ñëåäóþùåì ëèñòèíãå. Äëÿ óäîáñòâà
îñòàâëåíû íîìåðà ñòðîê. Êðîìå òîãî, â êîììåíòàðèÿõ óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
ôðàãìåíòàìè ïðîãðàììû è áëîêàìè íà Ðèñ. 5.3.

1 load mesh
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2 num_nodes = size(coordinates , 1) ; % Ýòî J

3 num_squares = size(connectivity , 1) ; % Ýòî Q

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Ïîäãîòîâêà êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ

% Áëîê a)

4 N_quad=3; % Âûáèðàåì îäíîìåðíûå òðåõòî÷å÷íûå îäíîìåðíûå êâàäðàòóðû

5 [x,w]=GaussQuadratures(N_quad); % Âûçûâàåì ïîäïðîãðàììó

6 X=zeros(N_quad^2,2); % ìàññèâ êâàäðàòóðíûõ òî÷åê â 2D

7 W=zeros(N_quad^2,1); % ìàññèâ êâàäðàòóðíûõ âåñîâ â 2D

8 ii=1; % ôîðìèðóåì òî÷êè è âåñà äëÿ äâóìåðíîé êâàäðàòóðû

9 for n1=1:N_quad

10 for n2=1:N_quad

11 X(ii,:)=[x(n1),x(n2)];

12 W(ii)=w(n1)*w(n2);

13 ii=ii+1;

14 end

15 end

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

% Èíèöèàëèçèðóåì ãëîáàëüíûå ìàòðèöû K è M, Áëîê b)

16 M=zeros(num_nodes,num_nodes);

17 K=zeros(num_nodes,num_nodes);

% íà ñàìîì äåëå, ïðàâèëüíî âîò òàê:

% ñì. íèæå

% M=sparse(num_nodes,num_nodes);

% K=sparse(num_nodes,num_nodes);

18 for m=1:num_squares % Âíåøíèé öèêë. Àññåìáëèðîâàíèå. Áëîê ñ)

19 nodes= connectivity(m,:); % Áåðåì óçëû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýëåìåíòó m

20 C = coordinates(nodes,:); % Áåðåì êîîðäèíàòû ýòèõ óçëîâ (ýòî ìàòðèöà C)

21 Mel=zeros(4,4); % Èíèöèàëèçóåì ýëåìåíòíûå ìàòðèöû K è M äëÿ ýëåìåíòà m

22 Kel=zeros(4,4); % Áëîê d)

23 for k=1:N_quad^2 % Âíóòðåííèé öèêë. Êâàäðàòóðíîå èíòåãðèðîâàíèå. Áëîê e)

24 % Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ èíòåãðàíäîâ â êâàäðàòóðíûõ òî÷êàõ. Áëîê f)

25 [A,B]=ShapeFunctions(X(k,1),X(k,2)); % ïîëó÷àåì ìàòðèöû A è B

26 slagaemoe_M = A*A'*abs(det(C'*B));

27 E = B*inv((C'*B)) ;

28 slagaemoe_K = E*E'*abs(det(C'*B));

29 Mel=Mel+slagaemoe_M*W(k); % Âû÷èñëÿåì êâàäðàòóðû. Áëîê g)

30 Kel=Kel+slagaemoe_K*W(k);

31 end

32 M(nodes,nodes)=M(nodes,nodes)+Mel; % Àññåìáëèðóåì ìàòðèöû. Áëîê h)

33 K(nodes,nodes)=K(nodes,nodes)+Kel;
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34 end

35 save KM_matrices K M

Ïðîêîììåíòèðóåì ïðîãðàììó.
� Èç ñòðîê 2, 3 ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâà óçëîâ è êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íå õðàíÿòñÿ â îò-

äåëüíûõ ïåðåìåííûõ, à âû÷èñëÿþòñÿ ïî ìåðå íàäîáíîñòè. Êðîìå òîãî, èìåíà âûáèðàþòñÿ
èíôîðìàòèâíûìè.

� Â ñòðîêàõ 4, 5 âûáèðàþòñÿ òðåõòî÷å÷íûå ãàóññîâû êâàäðàòóðû. Â ñòðîêàõ 6 � 15 èç
îäíîìåðíûõ äåëàþòñÿ äâóìåðíûå êâàäðàòóðû ïî ôîðìóëàì (3.8).

� Â ñòðîêàõ 16, 17 ìàòðèöû K è M èíèöèàëèçèðóþòñÿ íóëåâûìè ìàòðèöàìè ðàç-
ìåðà J × J . Ýòî áóäåò ðàáîòàòü òîëüêî äëÿ íåáîëüøèõ ñåòîê. Ïðàâèëüíåå èñïîëüçîâàòü
ðàçðåæåííûå (sparse) ìàòðèöû (ñì. íèæå).

� Â ñòðîêàõ 19, 20 íà÷èíàåì ðàáîòàòü ñ ýëåìåíòîì íîìåð m. Äåëàåì äâà âàæíûõ øàãà.
Ïîëó÷àåì íîìåðà óçëîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê äàííîìó ýëåìåíòó. Çàòåì ïîëó÷àåì êîîðäèíàòû
ýòèõ óçëîâ. Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàêèì îáðàçîì èñïîëüçóþòñÿ âîçìîæíîñòè Ìàòëàáà ïî
âçÿòèþ ïîäìàòðèö. Ìàòðèöà C � ýòî â òî÷íîñòè òà ìàòðèöà, êîòîðàÿ áûëà ââåäåíà â
(2.26).

� Â ñòðîêàõ 21, 22 èíèöèàëèçóåì ýëåìåíòíûå ìàòðèöû M̂(m) è K̂(m) (òî÷íåå ñêàçàòü,
èíèöèàëèçóåì èõ ïîäìàòðèöû 4× 4, â êîòîðûõ áóäóò ñòîÿòü íåíóëåâûå ýëåìåíòû). Çäåñü
èñïîëüçîâàíèå ðàçðåæåííûõ ìàòðèö íå èìååò ñìûñëà, òàê ÷òî èíèöèàëèçóåì îáû÷íûìè
íóëåâûìè ìàòðèöàìè.

� Öèêë 23�31 ïðîèçâîäèò êâàäðàòóðíîå èíòåãðèðîâàíèå. Äëÿ êàæäîé êâàäðàòóðíîé
òî÷êè (Xk,1, Xk,2) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ. Â ñòðîêå 25 äëÿ ýòîé òî÷êè âû÷èñëÿ-
þòñÿ ìàòðèöû A èç (2.15) èB èç (2.22). Ýòî äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ShapeFunctions.
Â ñòðîêàõ 26�28 âû÷èñëÿþòñÿ êâàäðàòóðíûå ñëàãàåìûå ïî ôîðìóëàì (2.16), (2.24). Ñòðîêè
29, 30 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó (3.7).

� Â ñòðîêàõ 32, 33 ïðîèñõîäèò àññåìáëèðîâàíèå ìàòðèö. Ïðè ýòîì âû÷èñëåííûå íåíó-
ëåâûå ÷àñòè ýëåìåíòíûõ ìàòðèö ïðèáàâëÿþòñÿ �â íóæíîì ìåñòå�, ò. å. ê ïîäìàòðèöàì
(nodes,nodes).

Âñïîìîãàòåëüíûå ôóíêöèè
Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ, à òàêæå äëÿ äåìîíñòðàöèè îòñóòñòâèÿ ÷óäåñíîãî â ýòîì

êîíêðåòíîì ìåñòå, ïðèâåäåì ðàñïå÷àòêè âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé ShapeFunctions è
GaussQuadratures.

function [A,B]= ShapeFunctions(x1, x2) % x1 = xi, x2 = eta

A =[(1-x1)*(1-x2)/4; % N1

(1+x1)*(1-x2)/4; % N2

(1+x1)*(1+x2)/4; % N3

(1-x1)*(1+x2)/4 ]; % N4

B =[ -(1-x2)/4, -(1-x1)/4; % dN1/dx1 dN1/dx2

(1-x2)/4, -(1+x1)/4; % dN2/dx1 dN2/dx2

(1+x2)/4, (1+x1)/4; % dN3/dx1 dN3/dx2

-(1+x2)/4, (1-x1)/4 ]; % dN4/dx1 dN4/dx2
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function [coor,w]=GaussQuadratures(n)

x2=[-3^(-0.5);3^(-0.5)];

w2=[1;1];

x3=[-0.6^0.5;0;0.6^0.5];

w3=[5/9;8/9;5/9];

x4=[-(3/7-2/7*1.2^0.5)^0.5;-(3/7+2/7*1.2^0.5)^0.5;(3/7-2/7*1.2^0.5)^0.5; ...

(3/7+2/7*1.2^0.5)^0.5];

w4=[(18+30^0.5)/36;(18-30^0.5)/36;(18+30^0.5)/36;(18-30^0.5)/36];

x5=[-(((5+2*(10/7)^0.5))^0.5)/3;-((5-2*(10/7)^0.5)^0.5)/3 ; 0; ...

((5-2*(10/7)^0.5)^0.5)/3;((5+2*(10/7)^0.5)^0.5)/3];

w5=[(322-13*70^0.5)/900;(322+13*70^0.5)/900;128/225;(322+13*70^0.5)/900; ...

(322-13*70^0.5)/900];

switch n

case 2

coor=x2;

w=w2;

case 3

coor=x3;

w=w3;

case 4

coor=x4;

w=w4;

case 5

coor=x5;

w=w5;

otherwise

coor=0;

w=0;

end

Îòûñêàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.1)

Ïðîêîììåíòèðóåì óðîâåíü III äèàãðàììû Ðèñ. 5.1, ò. å. ñîëâåð. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè
íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ïðàâóþ ÷àñòü F ïî ôîðìóëå (6.12), à çàòåì ðåøèòü ëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå (5.8). Âû÷èñëåíèå F ñâîäèòñÿ ê ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ, ïîýòîìó ïðîáëåì íå
âûçûâàåò. Îáðàòèìñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (5.8). Åñòü ïîâîä ñíîâà ïîãîâîðèòü î ñóùåñòâî-
âàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (5.8). Äëÿ òàêîé ñèñòåìû óñëîâèå îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè õî-
ðîøî èçâåñòíî. À èìåííî, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îäíîðîäíîå ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå. Ïî-
ñêîëüêó ω è c äåéñòâèòåëüíû, à ìàòðèöû K è M äåéñòâèòåëüíû è ñèììåòðè÷íû, ñîïðÿ-
æåííîå óðàâíåíèå èìååò âèä (

K− ω2

c2
M

)
V = 0. (5.9)



�5. Ïðîñòåéøàÿ ïðîãðàììà 43

Åñëè óðàâíåíèå (5.9) íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé, òî óðàâíåíèå (5.8) îäíîçíà÷íî ðàç-
ðåøèìî ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè. Ðàçóìååòñÿ, ýòî êîíå÷íîìåðíûé âàðèàíò àëüòåðíàòèâû
Ôðåäãîëüìà, ïðèâåäåííîé âûøå.

Íàëè÷èå ó óðàâíåíèÿ (5.9) íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé óêàçûâàåò íà òî, ÷òî äàííîå çíà÷å-
íèå ω ïðèíàäëåæèò ñïåêòðó äèñêðåòèçîâàííîé çàäà÷è. Î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå îòíîøåíèå
ω2/c2 ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì çàäà÷è

KV =
ω2

c2
MV,

è ïîýòîìó ìîæåò áûòü íàéäåíî êîìàíäîé eig(K,M). Îòûñêàíèå ýòèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé è ñðàâíåíèå èõ ñ ôîðìóëîé (5.4) ìîæåò áûòü õîðîøåé ïðîâåðêîé ðàáîòîñïîñîáíîñòè
ìåòîäà.

Î ðàçðåæåííûõ ìàòðèöàõ
Îöåíèì ÷èñëî óçëîâ â êàêîé-íèáóäü ðåàëüíîé çàäà÷å. Ïóñòü ïðîèçâîäèòñÿ ìîäåëèðî-

âàíèå çâóêà â êóáîìåòðå âîçäóõà. Ïóñòü âûáðàí øàã ñåòêè 1 ñì. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ
íåïëîõîé òî÷íîñòè äîñòàòî÷íî íà äëèíó âîëíû èìåòü 6 øàãîâ ñåòêè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæ-
íî ìîäåëèðîâàòü ïðîöåññû äî 5 êÃö. Ýòî äîâîëüíî ñêðîìíûé îáúåì è ñêðîìíàÿ ÷àñòîòà.
Ïðè ýòîì ñåòêà äîëæíà ñîäåðæàòü ïîðÿäêà ìèëëèîíà óçëîâ.

Çàìåòèì, ÷òî ðàçìåð ìàòðèö M è K äîëæåí áûòü ïîðÿäêà 106 × 106, ò. å. 1012. Òàêàÿ
ìàòðèöà íå âëåçëà áû â ïàìÿòü îáû÷íîãî êîìïüþòåðà. Ïðè ïðÿìîëèíåéíîì ïîäõîäå ëþáîå
ñêîëüêî-íèáóäü îñìûñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ñòàëî áû íåâîçìîæíûì.

Ê ñ÷àñòüþ, äàííîå çàòðóäíåíèå ìîæíî ïðåîäîëåòü. Äåëî â òîì, ÷òî áîëüøàÿ ÷àñòü
ýëåìåíòîâ ýòèõ ìàòðèö íóëåâûå. Íàïðèìåð, êàê ìû âèäåëè ðàíüøå, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå
ìàòðèöû K è M òðåõäèàãîíàëüíûå. Â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àå ÷èñëî íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ áîëüøå, íî âñå ðàâíî ýòî íåñêîëüêî ìèëëèîíîâ, à íå 1012. Òàêèå ìàòðèöû íàçû-
âàþò ðàçðåæåííûìè. Ñóùåñòâóþò ìåòîäû ðàáîòû ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè. Íàïðèìåð,
î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî õðàíèòü òîëüêî íåíóëåâûå ýëåìåíòû. Ñàìûé ïðÿìîé ïóòü � õðàíèòü
èõ â âèäå òðîåê

(m,n, am,n),

ãäå m è n � íîìåð ñòðîêè è ñòîëáöà, ãäå ðàñïîëîæåí íåíóëåâîé ýëåìåíò am,n. Òàêîé
ñïîñîá ïðèìåíÿåòñÿ ðåäêî. Áîëåå ÷àñòîå ðàçðåæåííûå ìàòðèöû õðàíÿò ïî ñòðîêàì èëè ïî
ñòîëáöàì (ïîñëåäíèé ñïîñîá ñòàíäàðòíûé â Ìàòëàáå). Èìååòñÿ íàáîð àëãîðèòìîâ ðàáîòû
ñ ðàçðåæåííûìè ìàòðèöàìè (óìíîæåíèÿ, ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì è äð.)

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ñìûñë îáúÿâèòü ìàòðèöû K è M ðàçðåæåííûìè. Ñäåëàòü ýòî
âåñüìà ïðîñòî. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðè èíèöèàëèçàöèè íàïèñàòü íå

M = zeros(num_nodes,num_nodes)} ,

à

M = sparse(num_nodes,num_nodes) .

ÌàòðèöàM áóäåò îáúÿâëåíà êàê ðàçðåæåííàÿ, è âñå äåéñòâèÿ ñ íåé áóäóò ïðîèñõîäèòü êàê
ñ ðàçðåæåííîé ìàòðèöåé. Ïðè ýòîì äëÿ îáîçíà÷åíèè äåéñòâèé ñîõðàíÿþòñÿ çíàêè +,-,*

è äð. Çàìåòèì, ÷òî êîìàíäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìåíÿåòñÿ. Âìåñòî eig

èñïîëüçóåòñÿ eigs.
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Çàäà÷è

1. Ðåàëèçîâàòü ÌÊÝ äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè ðàçìåðîì 2× 3 ñ øàãîì ñåòêè 0.1 è ñ
c = 1. Íàéòè 10 ïåðâûõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò äëÿ òàêîé îáëàñòè. Ïîñòðîèòü òàáëèöó,
ãäå äëÿ êàæäîé ÷àñòîòû óêàçûâàëèñü áû èíäåêñû m è n è îòêëîíåíèå îò ôîðìóëû
(5.4).
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�6. Ó÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà çà-
äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà ðàññìàòðèâàëèñü îäíîìåðíûå è äâóìåðíûå çàäà÷è ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè. Íà ãðàíèöàõ ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòåé ñòàâèëèñü îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ Íåéìàíà è Äèðèõëå. Ðàçóìååòñÿ, âñå ìíîãîîáðàçèå çàäà÷ ýòèì íå èñ÷åðïûâàåòñÿ.
Íàì áû õîòåëîñü óìåòü ñòðîèòü ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ:
� íåîäíîðîäíûõ óñëîâèé Íåéìàíà

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= φ(l), (6.1)

ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè;
� íåîäíîðîäíûõ óñëîâèé Äèðèõëå

u|∂Ω = ψ(l), (6.2)

ãäå ψ � íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ íà ãðàíèöå äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ;
� îäíîðîäíûõ èëè íåîäíîðîäíûõ èìïåäàíñíûõ óñëîâèé(

∂u

∂n
+ βu

)∣∣∣∣
∂Ω

= φ(l), (6.3)

ãäå β � êîìïëåêñíûé ïàðàìåòð;
� ðàçëè÷íûõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ äèíàìèêè óïðóãîãî òåëà (çàäàííûå ñìåùåíèÿ
ãðàíèöû, çàäàííûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå);
� óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ óïðóãîãî òåëà è æèäêîñòè íà ãðàíèöå.

Ïåðâûå äâà ïóíêòà îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ê ðåøåíèþ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (1.1) â îá-
ëàñòè Ω ñ ãðàíèöåé ∂Ω.

Äëÿ ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåîáõîäèìî äàòü îïðåäåëåíèå ñëàáîé ôîðìóëè-
ðîâêè (â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå) òîé èëè èíîé çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Äàëåå
íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè ê ïðèáëèæåííîé ÷èñëåííîé
ôîðìóëèðîâêå.

Âî âñåì, ÷òî òàê èëè èíà÷å êàñàåòñÿ ìàòåìàòèêè, ìû áóäåì îñòàâàòüñÿ �íà ôèçè÷åñêîì
óðîâíå ñòðîãîñòè�. Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü ðåöåïòû äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé. Òî÷-
íûå ôîðìóëèðîâêè è äîêàçàòåëüñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðåì ìîæíî íàéòè â îáøèðíîé
ëèòåðàòóðå (ðåêîìåíäóåì [1]).

Íåîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà â
äâóìåðíîé îáëàñòè. Ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå

∆u(x, y) + k2u(x, y) = −f(x, y) (6.4)

ñ íåîäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Íåéìàíà (6.1). Çäåñü k2 = ω2/c2 � âîëíîâîå ÷èñëî,
ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà âûíóæäàþùåé ñèëû, c � ñêîðîñòü çâóêà.

Åñëè ôóíêöèÿ u îáëàäàåò â îáëàñòè Ω íåïðåðûâíûìè âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè, åñëè îíà
îäíîñòîðîííå íåïðåðûâíà ñ ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè íà ãðàíèöå ∂Ω, è åñëè îíà óäîâëåòâî-
ðÿåò (6.4), (6.1), òî ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò çàäà÷å â ñèëüíîé ïîñòàíîâêå.



46 �6. Ó÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå ñëàáîé ïîñòàíîâêè. Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðûé êëàññ H âå-
ñîâûõ ôóíêöèé, íàïðèìåð, êëàññ ôóíêöèè, èìåþùèõ âåçäå âñå ïðîèçâîäíûå. Ïóñòü òàêæå
èìååòñÿ êëàññ ôóíêöèé H ′, â êîòîðîì ìû èùåì ðåøåíèÿ. Ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è
òàêàÿ:

Íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ u ∈ H ′, ÷òî äëÿ ëþáîé âåñîâîé ôóíêöèè w ∈ H âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî: ∫
∂Ω

w(l)φ(l)dl +

∫
Ω

(
−∇w · ∇u+ k2wu+ wf

)
ds = 0. (6.5)

Â ïåðâîì ÷ëåíå ïîä w(l) èìååòñÿ â âèäó îãðàíè÷åíèå âåñîâîé ôóíêöèè w íà ãðàíèöó îá-

ëàñòè.

Íåîáõîäèìî ïîêàçàòü, ÷òî ñëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà ýêâèâàëåíòíà ñèëüíîé. Ïóñòü u �
ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Äîìíîæèì (6.4) íà w è ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì (ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî òàêîå èíòåãðèðîâàíèå êîððåêòíî äëÿ âûáðàííûõ H è H ′):∫

Ω

(
∆u+ k2u+ f

)
w ds =

∫
Ω

(
div(w∇u)−∇w · ∇u+ k2wu+ wf

)
ds =

∫
∂Ω

w(l)φ(l)dl +

∫
Ω

(
−∇w · ∇u+ k2wu+ wf

)
ds = 0.

n

W

W¶

l

e

),( 00 yx

e

),( 00 yx

Ðèñ. 6.1: Îáëàñòü Ω è òî÷êà (x0, y0)

Ïóñòü òåïåðü u � ðåøåíèå ñëàáîé çàäà÷è. Âîçüìåì â êà÷åñòâå âåñîâîé ôóíêöèè w
íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå ê äåëüòà-ôóíêöèè. Òàêèì ïðèáëèæåíèåì ìîæåò áûòü ãàóññèàíà

exp{−((x− x0)2 + (y − y0)2)/ε2}

ïðè î÷åíü ìàëîì ε. Òî÷êà (x0, y0) äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî äàëåêî îò ãðàíèöû îáëàñòè (ñì.
Ðèñ. 6.1 â ñåðåäèíå). Ïðîäåëàåì òå æå âûêëàäêè â îáðàòíóþ ñòîðîíó (ãðàíèöà îáëàñòè
íèêàê íå ó÷àñòâóåò â âû÷èñëåíèÿõ):

0 =

∫
Ω

(
−∇w · ∇u+ k2wu+ wf

)
ds =

∫
Ω

(
∆u+ k2u+ f

)
wds,

òî åñòü óðàâíåíèå (6.2) âûïîëíÿåòñÿ óñðåäíåííî ïî ìàëåíüêîé îáëàñòè ðàäèóñîì ε. Åñëè
ôóíêöèÿ u íå ñëèøêîì áûñòðî ìåíÿåòñÿ íà ýòîé îáëàñòè, ýòî îçíà÷àåò ïðèáëèæåííîå
âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ â òî÷êå (x0, y0).

Áóäåì óìåíüøàòü ðàäèóñ îáëàñòè óñðåäíåíèÿ ε è ïîëó÷èì, ÷òî â ïðåäåëå óðàâíåíèå
âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî â òî÷êå (x0, y0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ìîæåì äîêàçàòü âûïîëíåíèå
óðàâíåíèÿ (6.1) âî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè Ω.
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Òåïåðü âîçüìåì òàêóþ æå âåñîâóþ ôóíêöèþ, íî ñ òî÷êîé (x0, y0) íà ãðàíèöå îáëàñòè
(ñì. Ðèñ. 6.1 ñïðàâà). Ïðîäåëàåì âûêëàäêè:

0 =

∫
∂Ω

w(l)φ(l)dl +

∫
Ω

(
−∇w · ∇u+ k2wu+ wf

)
ds =

∫
∂Ω

w

(
φ(l)− ∂u(l)

∂n

)
dl +

∫
Ω

(
∆u+ k2u+ f

)
wds.

Âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ âíóòðè îáëàñòè. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå (6.1) âûïîëíÿåòñÿ óñðåäíåííî íà ó÷àñòêå ãðàíèöû äëèíîé
ïîðÿäêà ε. Óñòðåìèì ε ê íóëþ. Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ãðàíè÷íîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ â
òî÷êå ãðàíèöû ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è â ñëàáîé ïîñòàíîâêå, òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè, ò. å. φ = 0,
ïåðâûé ÷ëåí â (6.5) îòñóòñòâóåò, è óðàâíåíèå ñëàáîé ôîðìóëèðîâêè èìååò âèä∫

Ω

(
−∇w · ∇u+ k2wu+ wf

)
ds = 0. (6.6)

Ïåðåõîä ê ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è
Âñå ðàññóæäåíèÿ, ïðîäåëàííûå âûøå, îòíîñèëèñü ê òî÷íîé çàäà÷å. Òåïåðü íåîáõîäèìî

ïåðåéòè ê ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è. Â ñëàáîé ïîñòàíîâêå ýòî äåëàåòñÿ íàèáîëåå
åñòåñòâåííûì îáðàçîì, à èìåííî, ðåøàåòñÿ çàäà÷à â ñëàáîé ôîðìóëèðîâêå (6.5), íî ïðî-
ñòðàíñòâà H ′ è H àïïðîêñèìèðóþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè �àïïðîêñèìàöèîííûìè� ïðîñòðàí-
ñòâàìè. Ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà îïèñûâàåòñÿ òàêîé äèàãðàììîé:

Ñèëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà

l

Cëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

↓

Cëàáàÿ ôîðìóëèðîâêà â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ââåäåì ñåòêó èç ìíîãîóãîëüíèêîâ â îáëàñòè Ω. Ãðàíèöà ∂Ω îêàæåòñÿ ïðèáëèæåííîé
ëîìàíîé ëèíèåé. Íà ýòîì ýòàïå ïðîùå âñåãî äóìàòü, ÷òî ãðàíèöà îáëàñòè Ω áûëà ìíîãî-
óãîëüíèêîì èçíà÷àëüíî, èíà÷å ïðèäåòñÿ ñòðîèòü îòîáðàæåíèå ñòàðîé ãðàíèöû íà íîâóþ
ãðàíèöó. Â ëþáîì ñëó÷àå áóäåì íàçûâàòü íîâóþ îáëàñòü òàêæå Ω, à åå ãðàíèöó ∂Ω. Ïóñòü
ñåòêà èìååò J óçëîâ (óçëû, êîòîðûå ïîïàäàþò íà ãðàíèöó, òîæå ñ÷èòàþòñÿ). Ââåäåì J
ôóíêöèé ôîðìû Nj(x, y). Ââåäåì íà ãðàíèöå ñåòî÷íîé îáëàñòè êîîðäèíàòó l. Çíà÷åíèÿ
(ò. å. îãðàíè÷åíèÿ) òîëüêî ÷òî ââåäåííûõ ôóíêöèé ôîðìû íà ãðàíèöå îáîçíà÷èì Ňj(l).
Î÷åâèäíî, ýòè ôóíêöèè íåíóëåâûå òîëüêî äëÿ óçëîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàíèöå

Ïóñòü H è H ′ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîíå÷íîìåðíûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿ-
åìûå ôîðìóëàìè

u =
J∑
j=1

ujNj(x, y), (6.7)
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êîòîðûå ìû ðàíüøå ñ÷èòàëè ôîðìóëàìè àïïðîêñèìàöèè. Â êà÷åñòâå uj áåðóòñÿ óçëîâûå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèé. Çíà÷åíèÿ uj ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè, ïîýòîìó ïðîñòðàí-
ñòâà ðåøåíèé è âåñîâûõ ôóíêöèé J-ìåðíûå.

Ïóñòü òàêæå

w =
J∑
j=1

wjNj(x, y),

Çàìåòèì, ÷òî ∫
Ω

w uds =
J∑

m=1

J∑
j=1

wm

∫
Ω

NmNj ds uj, (6.8)

ò. å. åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà M ñ ýëåìåíòàìè

Mm,j =

∫
Ω

Nm(x, y)Nj(x, y)ds. (6.9)

Åñëè âåêòîðû�ñòîëáöû óçëîâûõ çíà÷åíèé uj è wj åñòü U è W, òî (6.8) çàïèñûâàåòñÿ êàê
WTMU. Àíàëîãè÷íî, ∫

Ω

∇w · ∇u ds = WTKU, (6.10)

ãäå

Km,j =

∫
Ω

∇Nm · ∇Nj ds. (6.11)

Èìåííî ýòè äâå ìàòðèöû è íàçûâàëèñü ðàíüøå ìàòðèöàìè ìàññû è æåñòêîñòè çàäà÷è.
Ââåäåì òàêæå âåêòîð F, ñîñòîÿùèé èç âåëè÷èí

fj =

∫
Ω

fNjds (6.12)

è âåêòîð P, ñîñòîÿùèé èç âåëè÷èí

pj =

∫
∂Ω

φ(l)Ňj(l)dl. (6.13)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè w ∈ H óðàâíåíèå (6.5) çàïèøåòñÿ êàê(
−K + k2M

)
U = −F− P. (6.14)

Ýòî è åñòü ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ íåîäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé Íåéìàíà.

Äëÿ îäíîðîäíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé Íåéìàíà (φ(l) = 0) âñå åùå ïðîùå:(
−K + k2M

)
U = −F. (6.15)

Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì ïîäðîáíåå. Ìàòðèöû ìàññû è æåñòêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ âñåãäà îäè-
íàêîâûì îáðàçîì (êàê (6.9) è (6.11)). Â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ ãðàíè÷íûå óçëû íèêàê íå âû-
äåëÿþòñÿ. Âñÿ îñòàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà òàêæå íå ñîäåðæèò óïîìèíàíèÿ î ãðàíèöå. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè �ïðîñòî ñòðîèòü ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ�, çàáûâ î ãðàíèöå, òî ðå-
øåíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå, áóäåò óäîâëåòâîðÿòü îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
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Íåéìàíà. Ýòî íåîáõîäèìî çàïîìíèòü. Çà ýòî çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Íåéìàíà íàçûâàþò åñòåñòâåííûìè.

Íåîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå
Ïóñòü íà ãðàíèöå îáëàñòè çàäàíû óñëîâèÿ (6.2). Ìû óæå çíàåì, ÷òî äåëàòü, åñëè óñëî-

âèÿ îäíîðîäíûå. Äëÿ ýòîãî íàäî ââåñòè íåèçâåñòíûå òîëüêî äëÿ çíà÷åíèé ïîëÿ âî âíóòðåí-
íèõ óçëàõ (ñì. Ðèñ. 6.2), à â êà÷åñòâå ôóíêöèé ôîðìû áðàòü òîæå òîëüêî ôóíêöèè ôîðìû
äëÿ ýòèõ âíóòðåííèõ óçëîâ. Ïîëó÷èòñÿ ôîðìóëèðîâêà, ñõîäíàÿ ñ (6.15), òîëüêî â (6.15)
âõîäÿò âñå óçëû (âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå). Â äàííîì ðàçäåëå ìû õîòåëè áû ðàññìîòðåòü
íåîäíîðîäíûå óñëîâèÿ Äèðèõëå, à òàêæå íåìíîãî óíèôèöèðîâàòü ïîäõîäû, à èìåííî, ìû
õîòåëè áû, ÷òîáû äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå, Íåéìàíà, èìïåäàíñíîé èëè ëþáîé äðóãîé èñïîëü-
çîâàëèñü îäíè è òå æå ìàòðèöû M è K.

ãðàíè÷íûå

óçëû âíóòðåííèå

óçëû

Ðèñ. 6.2: Ãðàíè÷íûå è âíóòðåííèå óçëû ñåòêè

Ïåðåíóìåðóåì óçëû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïåðâûå Q èç íèõ áûëè âíóòðåííèìè, à îñòàâ-
øèåñÿ J − Q � ãðàíè÷íûìè. Áóäåì òðàêòîâàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå (6.2) êàê òðåáîâàíèå,
÷òîáû óçëîâûå çíà÷åíèÿ ïîëÿ uj ïðè j = Q+ 1, . . . J áûëè ðàâíû çàäàííûì âåëè÷èíàì:

uj = ψj−Q, j = Q+ 1, . . . J. (6.16)

Ïóñòü ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà àïïðîêñèìàöèÿ ïîëÿ áóäåò èìåòü âèä

u(x, y) =

Q∑
j=1

ujNj(x, y) +
J∑

j=Q+1

ψj−QNj(x, y). (6.17)

Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (6.4), äîìíîæèì íà îäíó èç ôóíêöèé ôîðìû Nm,
m = 1, . . . , Q, òî åñòü îòíîñÿùèõñÿ òîëüêî ê âíóòðåííèì óçëàì, è ïðîèíòåãðèðóåì. Çàìå-
òèì, ÷òî âñå òàêèå âåñîâûå ôóíêöèè îáðàùàþòñÿ â íîëü íà ãðàíèöå, ïîýòîìó ïðè èíòå-
ãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì íå âîçíèêàåò ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó
óðàâíåíèé

Q∑
j=1

(
−Km,j + k2Mm,j

)
uj +

J∑
j=Q+1

(
−Km,j + k2Mm,j

)
ψj−Q = −Fm, m = 1, . . . , Q. (6.18)

Ýòî è åñòü ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ íåîäíîðîäíûõ óñëîâèé Äè-
ðèõëå. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (6.18) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó èç Q óðàâíåíèé äëÿ Q
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íåèçâåñòíûõ u1, . . . , uQ (óçëîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ). Äàëåå ìû íåìíîãî ïå-
ðåôîðìóëèðóåì (6.18) òàê, ÷òîáû îíà èìåëà èçÿùíûé ìàòðè÷íûé âèä.

Ââåäåì ïðîåêöèîííûå ìàòðèöû Πi è Πb ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ìàòðèöà Πi èìååò
ðàçìåð Q×J è ñîäåðæèò âñå íóëè, êðîìå ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè Πi

m,m = 1. Ìàòðèöà
Πb èìååò ðàçìåð (J−Q)×J è ñîäåðæèò âñå íóëè, êðîìå ýëåìåíòîâ Πb

m,m+Q = 1. Äëÿ ñëó÷àÿ
J = 7, Q = 4 ìàòðèöû Πi è Πb èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

Πi =


1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

 (6.19)

Πb =

 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

 , (6.20)

Äàííûå ìàòðèöû ïðîåêòèðóþò âåêòîð âñåõ óçëîâûõ çíà÷åíèé íà âåêòîð ãðàíè÷íûõ óçëî-
âûõ çíà÷åíèé (Πb) è íà âåêòîð âíóòðåííèõ óçëîâûõ çíà÷åíèé (Πi). Çàìåòèì, ÷òî áëî÷íàÿ
ìàòðèöà (

Πi

Πb

)
åñòü åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

Åñëè ââåñòè âåêòîð-ñòîëáåö èç ôóíêöèé ôîðìû

N(x, y) =

 N1(x, y)
· · ·

NJ(x, y)

 , (6.21)

òî ôîðìóëà àïïðîêñèìàöèè çàïèøåòñÿ â âèäå

u = UTΠiN + ΨTΠbN, (6.22)

ãäå U � âåêòîð-ñòîëáåö èç Q âíóòðåííèõ óçëîâûõ çíà÷åíèé uj, à Ψ � âåêòîð-ñòîëáåö èç
J −Q ïðåäïèñàííûõ óçëîâûõ çíà÷åíèé ψj.

Óðàâíåíèå (6.18) çàïèøóòñÿ êàê

Πi
(
−K + k2M

)
(Πi)TU = −ΠiF− Πi

(
−K + k2M

)
(Πb)TΨ. (6.23)

Çäåñü ìàòðèöû M è K òå æå, ÷òî è äëÿ çàäà÷è Íåéìàíà (äëÿ âñåõ óçëîâ).
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Äèðèõëå ðåàëèçóþòñÿ ñîâñåì íå òàê, êàê ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåé-

ìàíà. Èõ íàçûâàþò ñóùåñòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Èìïåäàíñíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
Óñëîâèÿ (6.3) áëèæå ê óñëîâèÿì Íåéìàíà, ÷åì ê óñëîâèÿì Äèðèõëå. Ïîâòîðÿÿ âûêëàä-

êè, èñïîëüçîâàííûå äëÿ âûâîäà ñëàáîé ôîðìóëèðîâêè (6.5), ïîëó÷àåì ñëàáóþ ôîðìóëè-
ðîâêó ∫

∂Ω

w(l)(φ(l)− βu(l))dl +

∫
Ω

(
−∇w · ∇u+ k2wu+ wf

)
ds = 0, (6.24)
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ò. å. ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6.3) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåîäíîðîäíûå óñëîâèÿ Íåéìàíà

∂u

∂n
= φ(l)− βu. (6.25)

Ïåðåõîä ê êîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå ÌÊÝ:(
−K + k2M

)
U = −F− P + βV, (6.26)

ãäå U � âåêòîð èç (âñåõ) óçëîâûõ çíà÷åíèé, F è P ââîäÿòñÿ òàê æå, êàê è ðàíüøå ((6.12)
è (6.13)), âåêòîð-ñòîëáåö V ñîñòîèò èç âåëè÷èí

vm =

∫
∂Ω

u(l)Ňm(l)dl, m = 1, . . . , J. (6.27)

Ââåäåì �ãðàíè÷íóþ ìàòðèöó ìàññû� M̌m,j ðàçìåðíîñòè J × J , ñîñòîÿùóþ èç ýëåìåíòîâ

M̌m,j =

∫
∂Ω

Ňm(l)Ňj(l)dl. (6.28)

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû íå ðàâíû íóëþ òîëüêî êîãäà j è m � ñîñåäíèå
ãðàíè÷íûå óçëû. çàìåòèì òàêæå, ÷òî∫

∂Ω

u(l)Ňm(l)dl =
J∑
j=1

uj

∫
∂Ω

Ňm(l)Ňj(l)dl.

Ïîýòîìó (6.26) çàïèñûâàåòñÿ êàê

(−K + k2M− βM̌)U = −F− P, (6.29)

Ìîæåò âîçíèêíóòü ëîãè÷íûé âîïðîñ � ÷òî áóäåò, åñëè èìïåäàíñíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ
(6.3) ðàññìàòðèâàòü íå êàê íåîäíîðîäíûå óñëîâèÿ Íåéìàíà, à êàê íåîäíîðîäíûå óñëîâèÿ
Äèðèõëå? Ìû ðåêîìåíäóåì ïîïðîáîâàòü ïðîäåëàòü ñîîòâåòñòâóþùèå âûêëàäêè.

Ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñ âàðèàöèîííîé òî÷êè çðå-
íèÿ

Èìååòñÿ òî÷êà çðåíèÿ, êîòîðóþ ïîëåçíî èìåòü â âèäó, äàæå åñëè åé íåïîñðåäñòâåííî
íå ïîëüçóåøüñÿ. Ýòî ýíåðãåòè÷åñêàÿ èëè âàðèàöèîííàÿ òî÷êà çðåíèÿ. Ýòà òî÷êà çðåíèÿ
íåìíîãî ïðîÿñíÿåò ñèòóàöèþ âåçäå, à ïðè ðàññìîòðåíèè òðåõìåðíîé çàäà÷è â óïðóãîì òåëå
ïðîÿñíÿåò ñèòóàöèþ î÷åíü ñèëüíî. Îíà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü èùåòñÿ, íàïðèìåð,
ïîëå ïðîäîëüíûõ ñìåùåíèé â îäíîðîäíîì óïðóãîì ñòåðæíå. Ââåäåíèå àïïðîêñèìàöèè ñ
óçëîâûõ çíà÷åíèé äåëàåò ýòó çàäà÷ó êîíå÷íîìåðíîé. Èòàê, èìååòñÿ êîíå÷íûé íàáîð ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû uj(t), îïèñûâàþùèé ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó. Èç êóðñà òåîðåòè÷åñêîé ìå-
õàíèêè ìû çíàåì, êàê äåéñòâîâàòü. Âû÷èñëèì ïîòåíöèàëüíóþ Ep è Ek è êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ ñèñòåìû. Ïóñòü ýòè ýíåðãèè çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Ep =
1

2
UTAU, Ek =

1

2
U̇TBU̇ (6.30)

äëÿ íåêîòîðûõ ñèììåòðè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèöA èB. Ïóñòü ñïåðâà âûíóæäàþùèå
ñèëû îòñóòñòâóþò. Âûïèøåì ëàãðàíæèàí:

L = Ek − Ep =
1

2
U̇TBU̇− 1

2
UAU. (6.31)



52 �6. Ó÷åò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

d

dt

∂L
∂u̇j
− ∂L
∂uj

= 0, j = 1, . . . , J (6.32)

Âûïîëíèì äèôôåðåíöèðîâàíèå âûðàæåíèé (6.31) (ó÷èòûâàÿ ñèììåòðè÷íîñòü ìàòðèö) è
çàïèøåì ðåçóëüòàò â ìàòðè÷íîé ôîðìå:

BÜ = −AU (6.33)

Äàííîå óðàâíåíèå î÷åíü íàïîìèíàåò óðàâíåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñðåäå ñ ïî-
ñòîÿííûìè ñâîéñòâàìè ñ, íàïðèìåð,

A = K, B =
1

c2
M. (6.34)

Ðàçóìååòñÿ, òàêîå ñõîäñòâî íå ìîæåò áûòü ñëó÷àéíûì. Ðàññìîòðèì êèíåòè÷åñêóþ ýíåð-
ãèþ ñðåäû. Åñëè ïëîòíîñòü ñðåäû ρ, à ñìåùåíèå ÷àñòèö u, òî ýíåðãèÿ åñòü

Ek =
1

2

∫
ω

ρ(u̇)2ds.

Ó÷òåì ôîðìóëó àïïðîêñèìàöèè (1.4). Ïîëó÷èì

Ek =
1

2

J∑
j=1

J∑
m=1

um

∫
Ω

ρNmNjds uj. (6.35)

Èíòåãðàë äàåò ýëåìåíòû ìàòðèöû B. Îí æå äàåò ýëåìåíòû ìàòðèöû ρM ïðè óñëîâèè
ïîñòîÿíñòâà ρ â ñðåäå. Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (6.35) äàåò ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî
äåëàòü, åñëè ïëîòíîñòü íåïîñòîÿííà (à èìåííî, íàäî âíîñèòü ïëîòíîñòü ïîä çíàê èíòåãðàëà
ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèöû ìàññû).

Òî÷íî òàê æå, ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïëîòíîñòü óïðóãîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè
ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó äåôîðìàöèè:

Ek =
1

2

∫
Ω

g(∇u)2ds.

Ýòî ïðèâîäèò ê

Ek =
1

2

J∑
j=1

J∑
m=1

um

∫
Ω

g∇Nm · ∇Njds uj, (6.36)

÷òî, ïðè ïîñòîÿííîì g äàåò ìàòðèöó æåñòêîñòè. Âûïèøåì âàæíûå ôîðìóëû. Ïðè ïîñòî-
ÿííûõ g è ρ

A = gK, B = ρM, c2 = g/ρ. (6.37)

Íàäî ïîìíèòü, ÷òî âñåãäà ìàòðèöà ìàññû � ýòî êîýôôèöèåíò â âûðàæåíèè äëÿ êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè, à ìàòðèöà æåñòêîñòè � êîýôôèöèåíò â âûðàæåíèè äëÿ ïîòåíöèàëüíîé.

Îïèñàííûé ïîäõîä ïðèâëåêàåò �íà íàøó ñòîðîíó� âñþ ìîùü òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè è
ôèçè÷åñêóþ èíòóèöèþ. Âíåøíèå ñèëû, ïðèëîæåííûå ê óçëàì, ó÷èòûâàþòñÿ â óðàâíåíèÿõ
Ëàãðàíæà èçâåñòíûì îáðàçîì:

d

dt

∂L
∂u̇j
− ∂L
∂uj

= fj, j = 1, . . . , J (6.38)
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ãäå fj � ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê óçëó ñ èíäåêñîì j. Êàê è ðàíüøå, ïîñêîëüêó ñèëû íå îáÿçà-
òåëüíî ëîêàëèçîâàíû â óçëàõ, fj ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèëû, âçâåøåííûå ñ êîýôôèöèåíòîì
Nj ïî âñåé îáëàñòè.

Íåîäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà îïèñûâàþò ñèëû, ïðèëîæåííûå ê ãðàíèöå
îáëàñòè. À èìåííî,

g
∂u

∂n
= fext, (6.39)

ãäå n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê îáëàñòè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìåõàíèêè, ïîâåðõíîñòíûå ñèëû íè-
÷åì íå îòëè÷àþòñÿ îò îáúåìíûõ (âñå ðàâíî ñèñòåìà äèñêðåòíàÿ), ïîýòîìó ýòè ñèëû ñòîÿò
âìåñòå â (6.14).

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìèçàöèè ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà âèðòóàëüíîé
ðàáîòû.

Äàëåå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû ñî ñâÿçÿìè, ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé
è ò. ä. Ýíåðãåòè÷åñêèé ïîäõîä âåñüìà ïëîäîòâîðåí è ïîçâîëÿåò, êàê ìèíèìóì, îñòàâàòüñÿ
â ðàìêàõ çäðàâîãî ñìûñëà.

Íåîáõîäèìî ñäåëàòü âàæíîå çàìå÷àíèå. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ àêóñòè÷åñêàÿ çàäà÷à,
ïðè÷åì â êà÷åñòâå îñíîâíîé ïåðåìåííîé âûáèðàåòñÿ àêóñòè÷åñêèé ïîòåíöèàë u. Òîãäà
ñêîðîñòü ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ êàê −∇u, à äàâëåíèå êàê ρ ∂u/∂t. Ñêîðîñòü åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ñâÿçàíà ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, à äàâëåíèå � ñ ïîòåíöèàëüíîé. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî â ôîðìóëå (6.30) âûðàæåíèÿ UTAU è UTBU ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè.

Ñðàùèâàíèå òâåðäîãî òåëà è æèäêîñòè
Îäèí èç âàæíûõ âîïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè àêóñòè÷åñêèõ ÿâëåíèé,

ýòî êîððåêòíîå ìîäåëèðîâàíèå ãðàíèöû òâåðäîãî òåëà è æèäêîñòè (ãàçà). Íàïðèìåð, ýòî
ìîæåò áûòü çàäà÷à î ìîäåëèðîâàíèè ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî èçëó÷àòåëÿ â âîäå, ìåìáðàíû
â âîçäóõå è ò. ä. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àêóñòè÷åñêèå ïîëÿ â æèäêîé ñðåäå è
â óïðóãîì òåëå çàäàþòñÿ ïî-ðàçíîìó. Â æèäêîé ñðåäå îñíîâíîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ àêó-
ñòè÷åñêèé ïîòåíöèàë èëè çâóêîâîå äàâëåíèå, à â òâåðäîì òåëå îáû÷íî çàäàþòñÿ ñìåùåíèÿ
òî÷åê ñðåäû.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñîïðÿæåíèÿ óïðóãîé è æèäêîé ñðåä íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå. Çà-
äà÷à áóäåò îäíîìåðíîé ïî ïðîñòðàíñòâó è ñòàöèîíàðíîé ïî âðåìåíè. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
÷òî çàâèñèìîñòü âñåõ âåëè÷èí îò âðåìåíè âûáèðàåòñÿ â âèäå exp{−iωt} è íå óêàçûâàåòñÿ.

Ïóñòü îáëàñòü 0 ≤ x ≤ L1 çàíÿòà óïðóãèì òåëîì. Ïóñòü åãî ïëîòíîñòü ðàâíà ρ1, à
ïðîäîëüíàÿ æåñòêîñòü ðàâíà g. Ïðîäîëüíîå ñìåùåíèå òî÷åê ñðåäû îïèñûâàåòñÿ íåèçâåñò-
íîé ôóíêöèåé ξ(x). Äåôîðìàöèÿ ñðåäû åñòü d ξ/dx, à íàïðÿæåíèÿ â ñðåäå åñòü g dξ/dx.
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â óïðóãîé ñðåäå åñòü

d2ξ(x)

dx2
+
ω2

c2
1

ρ1ξ(x) = 0, (6.40)

ãäå c2
1 = g/ρ1.

Ïóñòü îáëàñòü L1 ≤ x ≤ L2 çàíÿòà æèäêîñòüþ. Ïëîòíîñòü æèäêîñòè ðàâíà ρ2, ñêîðîñòü
çâóêà ðàâíà c2. Ïîëå â æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ àêóñòè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì η(x). Íàïîìíèì
îñíîâíûå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå àêóñòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñ äàâëåíèåì p è ñî ñêîðîñòüþ
÷àñòèö v:

p = −iωρ2η

(
= ρ2

∂η

∂t

)
, v = −dη

dx
. (6.41)
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Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â æèäêîé ñðåäå åñòü

d2η(x)

dx2
+
ω2

c2
2

η(x) = −f(x), (6.42)

ãäå f(x) � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ.
Óðàâíåíèÿ (6.40) è (6.42) âûãëÿäÿò ïîõîæå, íî âåëè÷èíû, â íèõ âõîäÿùèå, èìåþò ðàç-

íóþ ïðèðîäó. Ñðàñòèì ñìåùåíèå ñëåâà è àêóñòè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñïðàâà. Äëÿ ýòîãî çàìå-
òèì, ÷òî ôèçè÷åñêè óñëîâèÿ ñðàùèâàíèÿ ñëåäóþùèå. Âî-ïåðâûõ, ñìåùåíèå ñïðàâà è ñëåâà
äîëæíî áûòü îäíî è òî æå. Íåñêîëüêî ïðîùå ñëåäèòü íå çà ñìåùåíèåì, à çà ñêîðîñòüþ:

− iωξ(L1) = −dη(L1)

dx
. (6.43)

Âî-âòîðûõ, ñèëà, ïðèëîæåííàÿ ê ãðàíèöå ñëåâà, äîëæíà êîìïåíñèðîâàòü ñèëó, ïðèëîæåí-
íóþ ñïðàâà:

− gdξ(L1)

dx
= −iωρ2η(L1) (6.44)

Óðàâíåíèÿ (6.43) è (6.44) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà îáùåé ãðàíèöå
ñðåä. Îíè âûãëÿäÿò äîñòàòî÷íî íåîæèäàííî. Óñëîâèå (6.43) åñòü íåîäíîðîäíîå óñëîâèå
Äèðèõëå äëÿ ëåâîé ñðåäû è Íåéìàíà äëÿ ïðàâîé, à (6.44) � íàîáîðîò.

Ïåðåéäåì ê ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè óñëîâèé (6.43), (6.44). Ïðè ýòîì áóäåì òðàêòîâàòü
(6.43) êàê íåîäíîðîäíîå óñëîâèå Íåéìàíà äëÿ æèäêîñòè, à (6.44) � êàê óñëîâèå Íåéìàíà
äëÿ óïðóãîé ñðåäû. Ââîäÿ â òî÷êå x = L1 âíåøíèå íîðìàëè ê òâåðäîìó òåëó è æèäêîñòè,
ïîëó÷àåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â áîëåå ñòàíäàðòíîé ôîðìå:

dξ(L1)

dn
= iω

ρ2

g
η(L1),

dη(L1)

dn
= −iωξ(L1). (6.45)

Áóäåì ìîäåëèðîâàòü ñðåäû ðàçäåëüíî. Äëÿ êàæäîé èç íèõ ïîñòðîèì ñåòêè. Äëÿ òâåð-
äîãî òåëà ÷èñëî óçëîâ áóäåò ðàâíî J1, à äëÿ æèäêîñòè J2. ïóñòü òî÷êà x = L1 â îáåèõ
ñåòêàõ ñîîòâåòñòâóåò óçëó ñ íîìåðîì 1. ïîñòðîèì ìàòðèöû ìàññû è æåñòêîñòè äëÿ ñðåä
îáû÷íûì îáðàçîì. Äëÿ òâåðäîãî òåëà ýòî áóäóò ìàòðèöûM1,K1, à äëÿ æèäêîñòèM2,K2.
Òàêæå îáû÷íûì îáðàçîì ïîñòðîèì âåêòîð èñòî÷íèêîâ F äëÿ æèäêîñòè. Åñëè áû îáùåé
ãðàíèöû íå áûëî, ñðåäû îïèñûâàëèñü áû óðàâíåíèÿìè

−K1Ξ +
ω2

c2
1

M1Ξ = 0, (6.46)

−K2Θ +
ω2

c2
2

M2Θ = −F, (6.47)

ãäå Ξ è Θ � âåêòîðû óçëîâûõ çíà÷åíèé ξ è η.
Ïðèìåíèì ôîðìóëó (6.14). Èíòåãðèðîâàíèå ïî îáùåé ãðàíèöå âûðîæäàåòñÿ âî âçÿòèå

çíà÷åíèÿ â òî÷êå. Îãðàíè÷åíèÿ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íà îáùóþ ãðàíèöó òîæå âû÷èñëÿþòñÿ
ïðîñòî: ýòî åäèíèöà äëÿ ïåðâîãî ýëåìåíòà è íîëü äëÿ îñòàëüíûõ.

Ââåäåì âåêòîðû�ñòîëáöû Q1 âûñîòîé J1 è Q2 âûñîòîé J2. Â íèõ âñå ýëåìåíòû � íóëè,
êðîìå ïåðâîãî. Ïåðâûé ýëåìåíò ðàâåí åäèíèöå. Ýòè âåêòîðû �âûäåëÿþò� ïåðâóþ ñòðîêó.
Óðàâíåíèå (6.14) äëÿ óïðóãîãî òåëà è æèäêîñòè çàïèøåòñÿ êàê

−K1Ξ +
ω2

c2
1

M1Ξ = −iωρ2

g
η1Q1, −K2Θ +

ω2

c2
2

M2Θ = −F + iωξ1Q2. (6.48)
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Çäåñü ξ1 è η1 � óçëîâûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé íà îáùåé ãðàíèöå.
Ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî ïðåäëàãàåìûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ðàáîòàþò õîðîøî. Äëÿ ýòîãî

âîçüìåì îäíó è òó æå ñðåäó, ïî ïî-ðàçíîìó îïèñûâàåìóþ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îäíîìåðíîé
çàäà÷è óïðóãàÿ ñðåäà íå îòëè÷àåòñÿ îò æèäêîé ôèçè÷åñêè, îòëè÷àåòñÿ òîëüêî îïèñàíèå.
Ïóñòü îáúåìíàÿ æåñòêîñòü ñïðàâà è ñëåâà áóäåò ðàâíà åäèíèöå, ïëîòíîñòü ñïðàâà è ñëåâà
áóäåò ðàâíà åäèíèöå. Ðåøèì óðàâíåíèÿ (6.48). Ïîñòðîèì ñëåâà êîëåáàòåëüíóþ ñêîðîñòü
êàê −iωξ, à ñïðàâà êîëåáàòåëüíóþ ñêîðîñòü êàê −dη/dx. Ãðàíèöà äîëæíà áûòü íåçàìåòíà.

×òîáû âñå áûëî ñîâñåì ïîíÿòíî, ïîÿñíèì, êàêèì îáðàçîì ìîæíî ðåøèòü óðàâíåíèÿ
(6.48) ñîâìåñòíî. Áóäåì èñêàòü âåêòîð íåèçâåñòíûõ â áëî÷íîé ôîðìå, ò. å. â ôîðìå (ΞT ,ΘT )T .
Äëÿ ýòîãî âåêòîðà èìååì óðàâíåíèå, îïÿòü æå, â áëî÷íîé ôîðìå:(

−K1 + ω2/c2
1M1 iωρ2/gQ1QT

2

−iωQ2QT
1 −K2 + ω2/c2

2M2

)(
Ξ
Θ

)
=

(
0
−F

)
(6.49)

0 â ïðàâîé ÷àñòè îçíà÷àåò âåêòîð-ñòîëáåö èç íóëåé âûñîòîé J2. Äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî
ðåøàòü íåïîñðåäñòâåííî.

Ðèñ. 6.3 èëëþñòðèðóåò ýòó ñèòóàöèþ. Òî÷êà x = 1 ñîîòâåòñòâóåò L1. Âîçáóæäåíèå
ïðèëîæåíî ê òî÷êå L = 1.5. Ãðàíèöà ìåæäó ñðåäàìè ïî÷òè íå çàìåòíà. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
âûáðàíû çíà÷åíèÿ L1 = 1, L2 = 2, ρ1 = ρ2 = 1, c1 = c2 = 1, ω = 1. ×èñëî óçëîâ
äëÿ îáåèõ ñðåä âûáðàíî ðàâíûì 101. Â êà÷åñòâå âîçáóæäåíèÿ áåðåòñÿ äåëüòà-ôóíêöèÿ,
ëîêàëèçîâàííàÿ â òî÷êå x = 1.5.

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

2.5

x

ve
lo
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source position

boundary

−iωξ

−dη/dx

Ðèñ. 6.3: Ðåøåíèå çàäà÷è î ñîïðÿæåíèè æèäêîé è òâåðäîé ñðåä

Ïîïðîáóéòå ïîíÿòü, ïî÷åìó âíåøíèå ãðàíèöû è òî÷êà âîçáóæäåíèÿ âûãëÿäÿò òàê, êàê
îíè âûãëÿäÿò.
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Çàäà÷è

1. Ðàññìîòðèì äâóìåðíîå óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà äëÿ àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ p(x, y)

∆p+
ω2

c2
p = 0 (6.50)

â îáëàñòè Ω. Ïóñòü ñðåäà îáëàäàåò ìàëîé âÿçêîñòüþ. Òîãäà óðàâíåíèå (6.50) ïåðåñòà-
åò áûòü âåðíûì. Âìåñòî íåãî íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå
Íàâüå�Ñòîêñà. Ýòî óðàâíåíèå ïî÷òè âåçäå â îáëàñòè õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ óðàâíå-
íèåì (6.50), íî âáëèçè ãðàíèö ∂Ω îáëàñòè ôîðìèðóåòñÿ òîíêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîé. Â
ðàìêàõ óðàâíåíèÿ (6.50) ýòîò ñëîé ÿâíûì îáðàçîì íå ìîäåëèðóåòñÿ, íî äëÿ åãî ó÷åòà
ñòàâÿòñÿ ïðèáëèæåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

∂p

∂n
= −

√
iν

ω

∂2p

∂τ 2
, (6.51)

ãäå ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ñðåäû, n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå, τ � êî-
îðäèíàòà, íàïðàâëåííàÿ ïî êàñàòåëüíîé âäîëü ãðàíèöû ñðåäû. Âåëè÷èíà

√
ν/ω åñòü

òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî âÿçêîãî ñëîÿ.

Çàäàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðåäëîæèòü ðåàëèçàöèþ óñëîâèé (6.51) â ðàìêàõ
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
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�7. Ðåøåíèå óðàâíåíèé ÌÊÝ âî âðåìåíè

Êëàññèôèêàöèÿ ñîëâåðîâ
Â äàííîé ëåêöèè ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ òåì, ÷òî ïðîèñõîäèò íà óðîâíå III íà Ðèñ. 5.1. Òî

åñòü áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî, ñîáñòâåííî, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ óæå ïðèìåíåí. Èñõîäíûå
óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåîáðàçîâàíû â ñëàáóþ ôîðìóëèðîâêó è äèñêðåòèçèðî-
âàíû. Ìàòðèöû ìàññû è æåñòêîñòè ñîáðàíû. Ïîñëå ýòîãî â çàäà÷å íå îñòàåòñÿ ñïåöèôèêè
ÌÊÝ.

Êàê óæå óêàçûâàëîñü, èìååòñÿ òðè îñíîâíûõ òèïà çàäà÷, êîòîðûå ìîãóò ðåøàòüñÿ ìå-
òîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîì. Ýòî çàäà÷è:

• Íà îòûñêàíèå ñîáñòâåííûõ ìîä ñèñòåìû. Òàêèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ïðèìåíåíèåì ñòàí-
äàðòíûõ ïðîöåäóð îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé/âåêòîðîâ ìàòðèöû M−1K. Åùå
ëó÷øå ðåøàòü îáîáùåííóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (4.20).

• Ñòàöèîíàðíûå, ò. å. ïðàâàÿ ÷àñòü âîçáóæäàåò ñèñòåìó íà êàêîé-òî ôèêñèðîâàííîé
÷àñòîòå ω. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ìàòðè÷íîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, íàïðèìåð (K − ω2/c2M)U = F îòíîñèòåëüíî âåêòîðà U. Èìå-
åòñÿ õîðîøî ðàçâèòûé íàáîð àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì. Ìîæíî îæèäàòü,
÷òî ñòàíäàðòíàÿ ïðîöåäóðà îêàæåòñÿ õîðîøî îïòèìèçèðîâàííîé. ×àñòíûì ñëó÷àåì
ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à, íàïðèìåð, îòûñêàíèå ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

• Çàäà÷è, ïîñòàâëåííûå âî âðåìåííîé îáëàñòè, òî åñòü êîãäà íåîáõîäèìî íàéòè ýâîëþ-
öèþ ñèñòåìû âî âðåìåíè. Ïðè ýòîì ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå, ïðèìåðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

c−2MÜ(t) = −KU(t) + F(t), (7.1)

ãäå òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè.

Äàííàÿ ëåêöèÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ óðàâíåíèþ èç ïîñëåäíåãî ïóíêòà è ïîäîáíûõ åìó.
Êëàññèôèêàöèÿ çàäà÷, ðàçóìååòñÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Áîëåå òîãî, èìååòñÿ òåíäåíöèÿ

ðåøàòü çàäà÷è âî âðåìåííîé îáëàñòè ÷åðåç ÷àñòîòíóþ. Äëÿ ýòîãî ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ïðî-
èçâîäèòñÿ äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå âî âðåìåíè, äëÿ êàæäîé ÷àñòîòû ðåøàåòñÿ
ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à, à çàòåì âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå. Ìû çäåñü íå
áóäåì ýòîãî êàñàòüñÿ, à ðàññìîòðèì ïðÿìîé ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7.1).

Ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû 4 ïîðÿäêà
Îïèøåì ìåòîä Ðóíãå�Êóòòû 4 òàê, êàê ýòî ñäåëàíî, íàïðèìåð, â Âèêèïåäèè (èëè â

ëþáîì ó÷åáíèêå ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì). Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü îáûêíîâåííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Ẏ(t) = G(Y(t), t), (7.2)

ãäå Y(t) � íåèçâåñòíàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ îò âðåìåíè, à G(·, ·) � èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ
âåêòîðíîãî àðãóìåíòà Y è âðåìåíè. Òðåáóåòñÿ ðåøèòü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó, ò. å. ïîñòðîèòü
Y(t) íà îòðåçêå 0 < t < T ïðè èçâåñòíîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè Y(0).

Îòðåçîê (0, T ) ðàçáèâàåòñÿ óçëàìè 0 = t0, t1, t2, . . . , tN = T íà äîñòàòî÷íî ìåëêèå èíòåð-
âàëû, à çàòåì óðàâíåíèå (7.2) ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ. Äëÿ
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êàæäîãî îòðåçêà (tn, tn+1) íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ Yn ≡ Y(tn). Íåîáõîäèìî íàéòè
îöåíêó äëÿ Yn+1 ≡ Y(tn+1). Äëÿ ýòîãî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

V1 = G(Yn, tn) (7.3)

V2 = G

(
Yn +

h

2
V1, tn +

h

2

)
(7.4)

V3 = G

(
Yn +

h

2
V2, tn +

h

2

)
(7.5)

V4 = G (Yn + hV3, tn + h) (7.6)

è, íàêîíåö,

Yn+1 = Yn +
h

6
(V1 + 2V2 + 2V3 + V4), (7.7)

ãäå h = tn+1 − tn.
Ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ÿâíûì. Åãî òî÷íîñòü íà îäíîì øàãå èìååò ÷åòâåðòûé ïîðÿäîê (ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî îøèáêà èìååò ïîðÿäîê O(h5)). Îöåíêà îøèáêè íà âñåì èíòåðâàëå (t0, T )
åñòü O(h4). Â îäíîé èç ñëåäóþùèõ ëåêöèé ìû ïîêàæåì, êàê óñòðîåíû ÷èñëåííûå ñõåìû
Ðóíãå�Êóòòû.

Ñâåäåíèå óðàâíåíèÿ (7.1) ê âèäó (7.2)
Óðàâíåíèå (7.2) èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé, à óðàâíåíèå (7.1) � âòîðîé. Íåîá-

õîäèìî ñâåñòè âòîðîå ê ïåðâîìó. Äåëàåòñÿ ýòî òàê. Â êà÷åñòâå âåêòîðà Y(t) âîçüìåì áëî÷-
íóþ êîíñòðóêöèþ

Y =

(
U

U̇

)
(7.8)

Òîãäà óðàâíåíèå (7.1) ïåðåïèøåòñÿ â áëî÷íîì âèäå(
U̇

Ü

)
=

(
0 I

−c2M−1K 0

)(
U

U̇

)
+

(
0
c2M−1F(t)

)
(7.9)

Âåðõíÿÿ ñòðîêà óðàâíåíèÿ òðèâèàëüíà, à íèæíÿÿ ýêâèâàëåíòíà (7.1). Óðàâíåíèå (7.9) èìå-
åò âèä (7.2) ïðè

G(Y, t) ≡
(

0 I
−c2M−1K 0

)
Y +

(
0
c2M−1F(t)

)
. (7.10)

Â ïðèíöèïå, ñêàçàííîãî äîëæíî õâàòèòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (7.1).

Lumped mass matrix
Ñ âûðàæåíèåì (7.10) èìååòñÿ ïðîáëåìà. Îíî ñîäåðæèò ìàòðèöó M−1. Ñàìà ìàòðèöà

M ìîæåò èìåòü îãðîìíûé ðàçìåð, è ïðè ýòîì èìåòü îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ. Íî îáðàòíàÿ ìàòðèöà èìååò òîò æå ðàçìåð, è ïî÷òè âñå åå ýëåìåíòû
íåíóëåâûå. Òî åñòü òàêóþ ìàòðèöó òåõíè÷åñêè íåëüçÿ âû÷èñëèòü.

Ìîæíî îñòàâèòü ìàòðèöó M â ëåâîé ÷àñòè (7.9), íî ïðè ýòîì íà êàæäîì øàãå ïðîöå-
äóðû (7.3)�(7.6) ïðèäåòñÿ ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áîëüøîãî ðàçìåðà, ÷òî â
âû÷èñëèòåëüíîì ñìûñëå äîðîãî. Îáû÷íî ïîñòóïàþò èíà÷å.

Ñòðóêòóðà ìàòðèöû M íå î÷åíü âàæíà äëÿ ðåçóëüòàòà (à âîò ñòðóêòóðà ìàòðèöû K
âàæíà). Ïðèâåäåì ïðèìåð ìàòðèöûM. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâ-
íåíèå. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâåííàÿ îñü x ðàçáèòà íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû � îòðåçêè îäèíàêî-
âîé äëèíû ∆x. Ïóñòü ôóíêöèè ôîðìû êóñî÷íî ëèíåéíûå (êàê ðàññìàòðèâàëèñü âûøå).
Ìàòðèöó ìàññû íåòðóäíî âû÷èñëèòü:
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M = ∆x


1/3 1/6
1/6 2/3 1/6

1/6 2/3 1/6
1/6 2/3

. . .

 (7.11)

Èçìåíèì âîëåâûì ðåøåíèåì ìàòðèöó ìàññû òàê, ÷òîáû åå ëåãêî áûëî èíâåðòèðîâàòü.
Âìåñòî ìàòðèöû ìàññû M áóäåì èñïîëüçîâàòü ìàòðèöó Md, âû÷èñëÿåìóþ ïî ôîðìóëå

M_d = diag(sum(M)) ,

ò. å. â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû M ýëåìåíòû ñêëàäûâàþòñÿ, è ðåçóëüòàò ïîìåùàåòñÿ íà
äèàãîíàëü ìàòðèöû Md â ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö. Â ðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå ýòî
äàåò

Md = ∆x


1/2

1
1

1
. . .

 (7.12)

Ýòî è åñòü lumped mass matrix. Ôèçè÷åñêè ñìûñë ýòîé ìàòðèöû ñëåäóþùèé. Åñëè âîëíî-
âîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîé ñòðóíû, òî â ñëó÷àå ñ lumped mass matrix
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòðóíà, ìàññà êîòîðîé ðàñïðåäåëåíà ïî ìàòåðèàëüíûì òî÷êàì, íàõîäÿ-
ùèìñÿ â óçëàõ ñåòêè. Íà îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèõ ÷àñòîòàõ ñòðóíà ñ ìàññîé, ðàçíåñåííîé
ïî óçëàì áóäåò âåñòè ñåáÿ ïî÷òè òàê æå, êàê ñòðóíà ñ ïîñòîÿííîé ëèíåéíîé ïëîòíîñòüþ.

Åñëè çàìåíèòü â (7.10) M íà Md, òî âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû ìàññû íå ñîñòà-
âèò òðóäà. Ìàòðèöà M−1

d äèàãîíàëüíà, à íà äèàãîíàëè ó íåå ñòîÿò ýëåìåíòû, îáðàòíûå ê
äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòàì Md.

Òàêîå èçìåíåíèå ìàòðèöû ìàññû ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ îøèáêè â ðåøåíèè. Îáû÷íî òà-
êîãî ðîäà îøèáêà âûðàæàåòñÿ â ïîÿâëåíèè äîïîëíèòåëüíîé äèñïåðñèè. Ìîæíî óëó÷øèòü
ðåøåíèå, ïðèáëèçèâøèñü ê M−1. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ìàòðèöó

Me ≡M−Md. (7.13)

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî èñõîäíàÿ ìàòðèöà M â íåêîòîðîì ñìûñëå �áëèçêà ê äèàãîíàëüíîé�,
ò. å. ìàòðèöàM �ìàëà�. Ýòî õîðîøî âèäíî íà ïðèìåðå ìàòðèöû (7.11). Íà äèàãîíàëè ñòîÿò
áîëüøèå ýëåìåíòû, à âíå äèàãîíàëè � ïîìåíüøå.

Ïðåäñòàâèì M â âèäå

M = M
1/2
d (I + M

−1/2
d MeM

−1/2
d )M

1/2
d , (7.14)

ãäå ìàòðèöàM
1/2
d ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, ó êîòîðîé íà äèàãîíàëè ñòî-

ÿò êâàäðàòíûå êîðíè äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ Md. Ó ìàòðèöû M
−1/2
d � ñîîòâåòñòâåííî,

âåëè÷èíû, îáðàòíûå ýòèì êîðíÿì.
Îáðàòèì ìàòðèöó (7.14). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó

(1 + ε)−1 ≈ 1− ε,
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êîòîðàÿ âåðíà è â ìàòðè÷íîì ñëó÷àå (ðàçóìååòñÿ, íàäî çàìåíèòü åäèíèöó íà åäèíè÷íóþ
ìàòðèöó). Ñëåäîâàòåëüíî,

M−1 ≈M
−1/2
d (I −M

−1/2
d MeM

−1/2
d )M

−1/2
d = M−1

d −M−1
d MeM

−1
d (7.15)

Ýòà ôîðìóëà äàåò ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê îáðàòíîé ìàòðèöå ìàññû. Ó÷åò äàëüíåéøèõ
÷ëåíîâ â ðÿäå Òåéëîðà îáû÷íî ñìûñëà íå èìååò.

Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà çäåñü íå èìååò òâåðäîãî òåîðåòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ. Åå ìîæíî
âîñïðèíèìàòü êàê õîðîøèé ïðàêòè÷åñêèé ðåöåïò, ïîçâîëÿþùèé óìåíüøèòü äèñïåðñèþ,
âûçâàííóþ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà lumped mass matrix, è íå ïðèâîäÿùèé ñ ñåðüåçíûì çàòðà-
òîì âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.

Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîé ñõåìû
Ãëàâíîå, çà ÷åì íàäî ñëåäèòü ïðè ïîñòðîåíèè ñîëâåðà âî âðåìåííîé îáëàñòè, ýòî óñòîé-

÷èâîñòü ÷èñëåííîé ñõåìû. Òå, êòî äóìàþò, ÷òî âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè èõ íå êîñíåòñÿ, îøè-
áàþòñÿ.

Ïóñòü ðåøàåòñÿ ïðîñòåéøàÿ (îäíîðîäíàÿ) çàäà÷à âèäà (7.2):

Ẏ = GY, (7.16)

ãäåG � ïîñòîÿííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà. Ïðîñòåéøàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ � ýòî ÿâíàÿ ñõåìà Ýéëåðà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòîé ñõåìû ðàññìîòðèì îñü âðåìåíè,
ðàçáèòóþ íà èíòåðâàëû ∆t óçëàìè tn. Ðàññìîòðèì äèñêðåòèçàöèþ (7.16) âèäà

Yn+1 − Yn

∆t
= GYn. (7.17)

Ñõåìà, î÷åâèäíî, èìååò âèä
Yn+1 = (I + ∆tG)Yn. (7.18)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.18) â âèäå

Yn = γnY0. (7.19)

Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû γ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàò-
ðèöû I + ∆tG, à âåêòîðû Y0 � ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

Ïðè ýòîì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (7.16) èìåþò âèä

Y(t) = Y0e
αt, (7.20)

ãäå α è Y0 � ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû G.
Ïóñòü âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà α óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó Re[α] ≤ 0, òî åñòü ðåøåíèÿ

(7.20) íå ðàñòóò âî âðåìåíè. Ìîæåò ëè áûòü òàê, ÷òî íàéäåòñÿ êàêîå-òî ñîáñòâåííîå ÷èñëî
γ, ÷òî ðåøåíèå âèäà (7.19) ðàñòåò, ò. å. |γ| > 1?

Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñâÿçàíû ôîðìóëîé

γ = 1 + α∆t. (7.21)

Î÷åâèäíî, óñëîâèå |γ| > 1 ìîæåò âûïîëíèòüñÿ, íàïðèìåð, ïðè îòðèöàòåëüíîì α è äîñòà-
òî÷íî áîëüøîì (ïîðÿäêà |α|−1) ∆t. Ïðè ýòîì ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íå ðàñòåò, à
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ðåøåíèå äèñêðåòèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî. Ýòî è íàçûâàåòñÿ ïîòåðåé
óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîé ñõåìû. Íà ïðàêòèêå ýòî âûãëÿäèò êàê î÷åíü áûñòðîå íàðàñòàíèå
öèôðîâîãî øóìà, â êîòîðîì òîíåò îñìûñëåííîå ðåøåíèå.

Èçâåñòíî, ÷òî ÿâíûå ÷èñëåííûå ñõåìû ðàáîòàþò áûñòðî, íî íå âñåãäà óñòîé÷èâû. Íà-
ïðîòèâ, íåÿâíûå ñõåìû (î íèõ ðå÷ü ïîéäåò ÷óòü ïîçæå), îáû÷íî óñòîé÷èâû, íî íà êàæäîì
øàãå òðåáóþò çàìåòíîãî âðåìåíè ñ÷åòà.

Ïóñòü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðåøàåòñÿ îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå. Ïóñòü
íà ïðîñòðàíñòâåííîé îñè âûáðàí øàã ∆x, à íà âðåìåííîé îñè ∆t. Ïóñòü çàäà÷à ðåøàåòñÿ
òåì ìåòîäîì, êîòîðûé áûë îïèñàí â íà÷àëå ëåêöèè. Äåòàëüíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî
ÿâíàÿ ñõåìà óñòîé÷èâà ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

c
∆t

∆x
< A, (7.22)

ãäå A � íåêîòîðîå ÷èñëî ïîðÿäêà åäèíèöû (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïóñòü áóäåò 0.3), çàâèñÿ-
ùåå îò ÷èñëåííîé ñõåìû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè î÷åíü ìàëûõ ∆x íåîáõîäèìî äëÿ îáåñïå-
÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè âûáèðàòü î÷åíü ìàëåíüêèå çíà÷åíèÿ ∆t.

Íåðàâåíñòâî (7.22) âåñüìà óíèâåðñàëüíî è î÷åíü âàæíî. Îíî ñîõðàíÿåò ñìûñë è äëÿ
çàäà÷ â 2D è 3D. Ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ∆x íàäî áðàòü ðàçìåð ñàìîãî ìàëåíüêîãî ýëåìåíòà.
Âàæíî, ÷òî åñëè â ñåòêå ìíîãî áîëüøèõ ýëåìåíòîâ è îäèí î÷åíü ìàëåíüêèé, òî øàã ïî
âðåìåíè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ýòèì ìàëåíüêèì, è ïðèäåòñÿ äåëàòü íåðàçóìíî ìíîãî øàãîâ
ïî âðåìåíè. Çàäà÷è ñ íåáîëüøèì ÷èñëîâ ìàëåíüêèõ ýëåìåíòîâ íàçûâàþò æåñòêèìè. Äëÿ èõ
ðåøåíèÿ ïðèìåíÿþò ÿâíî-íåÿâíûå ñõåìû, î êîòîðûõ ìû ïîãîâîðèì â îäíîé èç ñëåäóþùèõ
ëåêöèé.

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î íåÿâíûõ ñõåìàõ. Çàìåíèì äèñêðå-
òèçàöèþ (7.17) íà

Yn+1 − Yn

∆t
= GYn+1. (7.23)

Ýòî äàåò ÷èñëåííóþ ñõåìó
(I−∆tG)Yn+1 = Yn. (7.24)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðåøåíèé äèñêðåòèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

γ = (1− α∆t). (7.25)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè Re[α] ≤ 0 âûïîëíÿåòñÿ |γ| < 1. Ýòî ïîÿñíÿåòñÿ íà Ðèñ. 7.1.
Ïðîáëåìà ñ íåÿâíîé ñõåìîé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷òî íà êàæäîì øàãå ïðîöåäóðû

(7.24) ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé áîëüøîãî ðàçìåðà. Òî åñòü îíè
îáû÷íî àáñîëþòíî óñòîé÷èâû, íî ìåäëåííî ðàáîòàþò.

Ðåøåíèå ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Ýéëåðà
Ðàñøèðèì íàáîð ðåøàåìûõ çàäà÷. Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà,

îïèñûâàþùèå íåêîòîðóþ àêóñòè÷åñêóþ çàäà÷ó â äâóìåðíîé îáëàñòè íà ïëîñêîñòè (x, y):

u̇x = −1

ρ

∂p

∂x
(7.26)

u̇y = −1

ρ

∂p

∂y
(7.27)

ṗ = −ρc2

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)
, (7.28)
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Re[ ]g

Im[ ]g

1-Dta

1)1( -
D- ta

1|| =g

Ðèñ. 7.1:

ãäå p � äàâëåíèå, ux è uy � êîìïîíåíòû êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòè ÷àñòèö ñðåäû.

Ïðèìåíèì ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ê äàííîé çàäà÷å. Ââåäåì äâà íàáîðà óçëîâ è
ôóíêöèé ôîðìû, îäèí äëÿ ñêîðîñòåé (Nj), äðóãîé äëÿ äàâëåíèé N̆i. Ýòè íàáîðû ìîãóò
áûòü êàê îäèíàêîâûìè, òàê è ðàçëè÷íûìè.

Çàïèøåì ôîðìóëû àïïðîêñèìàöèè êàê

ux(x, y) =
∑
j

UjNj(x, y), (7.29)

uy(x, y) =
∑
j

VjNj(x, y), (7.30)

p(x, y) =
∑
j

PiN̆i(x, y). (7.31)

Äîìíîæèì óðàâíåíèÿ (7.26) è (7.27) íà Nm(x, y), à óðàâíåíèå (7.28) íà N̆n(x, y), è
ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè. Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

MU̇ = −1

ρ
KUPXP, (7.32)

MV̇ = −1

ρ
KUPYP, (7.33)

M̆Ṗ = −ρc2(KPUXU + KPUYV) (7.34)
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ãäå U , V , P � âåêòîðû óçëîâûõ çíà÷åíèé,

Mm,j =

∫∫
NmNj ds (7.35)

M̆n,i =

∫∫
N̆nN̆i ds (7.36)

KUPX
m,i =

∫∫
Nm

∂N̆i

∂x
ds (7.37)

KUPY
m,i =

∫∫
Nm

∂N̆i

∂y
ds (7.38)

KPUX
n,j =

∫∫
N̆n

∂Nj

∂x
ds (7.39)

KPUY
n,j =

∫∫
N̆n

∂Nj

∂y
ds (7.40)

Ìàòðèöû K ñ âåðõíèìè èíäåêñàìè èãðàþò ðîëü êîìïîíåíò îïåðàòîðîâ äèâåðãåíöèè è
ãðàäèåíòà.

Çàìåòèì, ÷òî ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ îïåðàòîðîâ äèâåðãåíöèè è
ãðàäèåíòà ìîæíî äîêàçàòü òîæäåñòâî(

KUPX

KUPY

)
= −

(
KPUX,KPUY

)T
. (7.41)

Ââåäåì âåêòîð íåèçâåñòíûõ

Y ≡

 ρcU
ρcV
P

 . (7.42)

Ìíîæèòåëü ρc âûáðàí äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçìåðíîñòè âñåõ ýëåìåíòîâ âåêòîðà áûëè îäèíà-
êîâû. Äëÿ äàííîãî âåêòîðà óðàâíåíèÿ (7.32), (7.33), (7.34) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå
îäíîãî áëî÷íîãî óðàâíåíèÿ

BẎ = AY, (7.43)

ãäå

B =

 M 0 0
0 M 0

0 0 M̆

 , A = −c

 0 0 KUPX

0 0 KUPY

KPUX KPUY 0

 . (7.44)

Îòìåòèì, ÷òî

BT = B, AT = −A. (7.45)

Óðàâíåíèå (7.43) ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ðåøàòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû.
Äî ñèõ ïîð íè÷åãî íå áûëî ñêàçàíî î ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì

ñòàâÿòñÿ, íàïðèìåð, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ p = 0. Ïóñòü íàáîð óçëîâ äëÿ äàâëåíèé è ñêî-
ðîñòåé èçíà÷àëüíî îáùèé. Ïóñòü òàêæå íàáîðû ôóíêöèé ôîðìû îäèíàêîâûå, è ýòî, íà-
ïðèìåð, êóñî÷íî�ëèíåéíûå ôóíêöèè. Âûáðîñèì èç íàáîðà ôóíêöèé äëÿ äàâëåíèÿ ôîðìû
òå ôóíêöèè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ãðàíè÷íûì óçëàì. Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà áóäåò
ñîîòâåòñòâîâàòü çàäà÷å ñ àêóñòè÷åñêè ìÿãêîé ãðàíèöåé.
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Ïîñòðîåííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ àêóñòè÷åñêîé çàäà÷è íàçûâàåòñÿ split�ôîðìóëèðîâêîé (â
ïðîòèâîïîëîæíîñòü óðàâíåíèþ (7.1), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ non-split). Split-ôîðìóëèðîâêà
îáëàäàåò ñëåäóþùèìè íåäîñòàòêàìè:

• Îíà îïåðèðóåò áîëüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ (äàâëåíèÿ ïëþñ ñêîðîñòè).

• Â ýòîé ñõåìå ìîãóò ñóùåñòâîâàòü âèõðè íà íóëåâîé ÷àñòîòå. Ïðè ýòîì çâóêîâîãî
äàâëåíèÿ ýòè âèõðè íå ïðîèçâîäÿò.

Split�ôîðìóëèðîâêà òàêæå îáëàäàåò íåêîòîðûìè äîñòîèíñòâàìè:

• Îíà ëåãêî ìîäåðíèçèðóåòñÿ íà ñëó÷àé áîëåå ñëîæíûõ óðàâíåíèé. Íàïðèìåð, òàêàÿ
íåîáõîäèìîñòü âîçíèêàåò ïðè ðåàëèçàöèè PML�ñëîåâ. Äðóãîé âàæíûé ïðèìåð �
ïîðèñòûå ñðåäû.

• Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ñåòêè äëÿ ñêîðîñòåé è äàâëåíèé. Íàïðèìåð, ìîæíî
äëÿ òðåóãîëüíîé ñåòêè âçÿòü äëÿ ñêîðîñòåé êóñî÷íî�ëèíåéíûå ôóíêöèè ñî çíà÷åíè-
ÿìè â óçëàõ ñåòêè, à äëÿ äàâëåíèé � êóñî÷íî�ïîñòîÿííûå íà êàæäîì èç òðåóãîëü-
íèêîâ.

• Â ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ ëåã÷å ñòàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ ðàçíûõ ñðåä.

Çàäà÷è

1. Ïóñòü â óðàâíåíèè (7.43) ðåøåíèå Y ãàðìîíè÷åñêè çàâèñèò îò âðåìåíè: Y = Y0e
iωt.

Ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (7.45) ÷àñòîòà ω äîëæíà áûòü äåéñòâèòåëüíà.

2. Âûïèñàòü ôîðìóëû, àíàëîãè÷íûå (2.16), (2.24), äëÿ âû÷èñëåíèÿM, M̃,KPUX,KPUY,
KUPX, KUPY.
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Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ
Â íàñòîÿùåé ëåêöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âîëíîâîäàìè. Â êà÷åñòâå

ïðèìåðîâ áåðóòñÿ ïëîñêèå (äâóìåðíûå) âîëíîâîäû, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèåì Ãåëüìãîëü-
öà. Áåç òðóäà ìîæíî îáîáùèòü âûâîäû äàííîé ëåêöèè íà òðåõìåðíûå èëè îäíîìåðíûå
âîëíîâîäû, à òàêæå íà òâåðäîòåëüíûå âîëíîâîäû.

Ó âîëíîâîäà âñåãäà èìååòñÿ ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà (ïóñòü ýòî áóäåò x), âäîëü êîòî-
ðîé ïðîèñõîäèò ðàñïðîñòðàíåíèå. Âäîëü ýòîé êîîðäèíàòû âîëíîâîä ïðåäïîëàãàåòñÿ áåñ-
êîíå÷íûì. Èìååòñÿ òàêæå ïîïåðå÷íàÿ êîîðäèíàòà (y), âäîëü êîòîðîé ñå÷åíèå âîëíîâîäà
çàíèìàåò êîíå÷íóþ îáëàñòü.

Áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ðàññåÿíèÿ. Çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ñòàâÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîëíîâîä ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíûì, ò. å. ñâîéñòâà âîëíî-
âîäà íå çàâèñÿò îò x. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âîëíîâîå ïîëå â òàêîì âîëíîâîäå ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ñîáñòâåííûõ ìîä. Êàæäàÿ èç ìîä
èìååò âîëíîâîå ÷èñëî kn, çàâèñÿùåå îò âðåìåííîé ÷àñòîòû ω. Íàáîð ôóíêöèé kn(ω) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äèñïåðñèîííóþ äèàãðàììó âîëíîâîäà. Ýòî î÷åíü âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà,
ïîñêîëüêó ïî íåé ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû î ãðóïïîâûõ ñêîðîñòÿõ ìîä, ÷àñòîòàõ îòñå÷êè
è äðóãîé ïîëåçíîé ôèçèêå. Çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ÷èñëåííîìó ïîñòðîåíèþ
äèñïåðñèîííîé äèàãðàììû.

Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî â âîëíîâîäå èìååòñÿ íåîäíîðîäíîñòü, ò. å. íà êî-
íå÷íîì èíòåðâàëå îñè x ñâîéñòâà âîëíîâîäà (ïëîòíîñòü, ñêîðîñòü, øèðèíà. . . ) îòëè÷àåòñÿ
îò òåõ æå çíà÷åíèé íà âñåé îñòàëüíîé îñè. Ñïðàâà è ñëåâà îò îáëàñòè íåîäíîðîäíîñòè
ðàñïîëàãàþòñÿ îäíîðîäíûå ðóêàâà âîëíîâîäà. Ïî îäíîìó èç ðóêàâîâ íà îáëàñòü íåîäíî-
ðîäíîñòè ïàäàåò îäíà èç ñîáñòâåííûõ ìîä. Âçàèìîäåéñòâóÿ ñ íåîäíîðîäíîñòüþ, ýòà ìîäà
ðàññåèâàåòñÿ. Ïðè ýòîì â ðóêàâà óõîäÿò ïðîøåäøèå è îòðàæåííûå ìîäû. Îòûñêàíèå àì-
ïëèòóä ýòèõ ìîä è ñîñòàâëÿåò çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ
Ðàññìîòðèì îáëàñòü −∞ < x < ∞, 0 < y < H (ñì. Ðèñ. 8.1). Ïóñòü â äàííîé îáëàñòè

âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà

∆u+
ω2

c2(y)
u = 0, (8.1)

ãäå u � ïîëåâàÿ ïåðåìåííàÿ, ω � âðåìåííàÿ ÷àñòîòà, c � ëîêàëüíàÿ ñêîðîñòü âîëí, êîòî-
ðàÿ, âîçìîæíî, çàâèñèò îò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû. Áóäåì ñ÷èòàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
÷òî íà ãðàíèöàõ y = 0 è y = H çàäàíû îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà

∂u

∂y
= 0, y = 0, H. (8.2)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (óðàâíåíèÿ ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè) â
âèäå ñîáñòâåííîé ìîäû

u(x, y) = u(y)eikx. (8.3)

Âåëè÷èíà β íàçûâàåòñÿ âîëíîâûì ÷èñëîì (òàêæå êîíñòàíòîé ðàñïðîñòðàíåíèÿ èëè êâà-
çèèìïóëüñîì) ñîáñòâåííîé ìîäû. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ
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y

x

H

0

Ðèñ. 8.1:

çàäà÷è ñóùåñòâóþò ëèøü äëÿ äèñêðåòíîãî íàáîðà çíà÷åíèé kn. Åñëè íà÷àòü ìåíÿòü ïàðà-
ìåòð ω, ýòè çíà÷åíèÿ ïðåâðàòÿòñÿ â ôóíêöèè kn(ω).

Åñëè â âîëíîâîäå íåò ôèçè÷åñêèõ ïîòåðü, âåëè÷èíû kn ìîãóò îêàçàòüñÿ ÷èñòî äåé-
ñòâèòåëüíûìè èëè ÷èñòî ìíèìûìè. Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ
ìîäàì, à âòîðîé � ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèì / óáûâàþùèì ìîäàì. Ïîïûòàåìñÿ íàéòè
ýòè çíà÷åíèÿ.

Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ (8.3) â óðàâíåíèå (8.1). Ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ u(y)

u′′ +

(
ω2

c2(y)
− k2

)
u = 0 (8.4)

íà îòðåçêå 0 < y < H ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u′(0) = u′(H) = 0. (8.5)

Øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî àðãóìåíòó. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå k, ïðè êîòîðûõ
çàäà÷à èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.

Óðàâíåíèå (8.4) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (8.5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíî k ïðè ôèêñèðîâàííîì ω, îäíàêî, ìîæíî è íàîáîðîò, îòíîñè-
òåëüíî ω ïðè ôèêñèðîâàííîì k.

Ðàññìîòðèì ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ â âîëíîâîäå, à èìåííî,
ïóñòü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîñòîÿííà: c(y) = c. Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî âûïèñàòü ñîá-
ñòâåííûå ìîäû un(y) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ kn(ω):

un(y) = cos
(πny
H

)
, n = 0, 1, 2, . . . (8.6)

kn(ω) = ±
√
ω2

c2
− π2n2

H2
. (8.7)

Çàìåòèì, ÷òî ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (8.7) ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îò-
ðèöàòåëüíûì. Ñîîòâåòñòâåííî, çíà÷åíèÿ kn ìîãóò áûòü êàê ÷èñòî äåéñòâèòåëüíûìè, òàê
è ÷èñòî ìíèìûìè.

Ãðàôèêè äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòåé ôóíêöèé kn(ω) ïîêàçàíû íà Ðèñ. 8.2. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ãðàôèêîâ âûáðàíû ñëåäóþùèå (áåçðàçìåðíûå) ïàðàìåòðû: c = 1, H = 1.

Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî êàæäàÿ âåòâü äèñïåðñèîííîé äèàãðàììû, êðîìå ïåðâîé, èìååò
÷àñòîòó îòñå÷êè, ò. å. ÷àñòîòó, íèæå êîòîðîé k ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìîé âåëè÷èíîé.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ïî ãðàôèêàì íà Ðèñ. 8.2 ìîæíî íàéòè ãðóïïîâûå ñêîðîñòè ìîä
íà êàæäîé ÷àñòîòå ïî ôîðìóëå

vgr =

(
dkn
dω

)−1

.
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Ðèñ. 8.2:

Êîðîòêèå ðàäèîèìïóëüñû áåãóò ïî âîëíîâîäó èìåííî ñ ýòèìè ñêîðîñòÿìè.

Íàïîìèíàíèå. Çàäà÷à Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ è åå ñâîéñòâà
Çàäà÷à (8.4), (8.5) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ýòî çà çàäà÷à

è êàêîâû åå ñâîéñòâà.
Ïóñòü äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè p(y), p′(y), q(y), ρ(y) íåïðåðûâíû íà îòðåçêå a ≤ y ≤ b,

ïóñòü, êðîìå òîãî, ôóíêöèè p(x) è ρ(x) ïîëîæèòåëüíû íà ýòîì îòðåçêå. Ïóñòü òàêæå
çàäàíû äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ α1, α2, β1, β2, òàêèå ÷òî

α2
1 + β2

1 6= 0, α2
2 + β2

2 6= 0.

Âåëè÷èíà λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì äàííîé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ, åñëè
ñóùåñòâóåò íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî íóëþ ôóíêöèÿ w(y), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

(p(y)w′(y))′ − q(y)w(y) = −λ ρ(y)w(y) (8.8)

è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

α1w
′(a) + β1w(a) = 0, α2w

′(b) + β2w(b) = 0. (8.9)

Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (8.9) � èìïåäàíñíûå. Óñëîâèå äåéñòâèòåëüíîñòè êî-
ýôôèöèåíòîâ α è β ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî æåñòêèì. Îíî íå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû
ñ ýíåðãåòè÷åñêèìè ïîòåðÿìè íà ãðàíèöå. Âûáèðàÿ òå èëè èíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíûìè
íóëþ, ìîæíî äîáèòüñÿ ïðåâðàùåíèÿ óñëîâèé (8.9) â óñëîâèÿ Äèðèõëå èëè Íåéìàíà.

Ïåðå÷èñëèì èçâåñòíûå ñâîéñòâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è Øòóðìà�Ëèóâèëëÿ.

• Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

λ1 < λ2 < λ3 < · · · < λn < . . .
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• Êàæäîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòî-
ÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñîáñòâåííàÿ ôóíêöèÿ wn(y).

• Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííû.

• Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè wn(y) îáðàçóþò íà [a, b] îðòîãîíàëüíóþ ñ âåñîì ρ(y) ñèñòåìó
{wn(y)}, ò. å.

b∫
a

ρ(y)wn(y)wm(y) dy = 0, m 6= m. (8.10)

Ðàçóìååòñÿ, â íàøåì ñëó÷àå îòðåçîê [a, b] åñòü îòðåçîê [0, H]. Ôóíêöèÿ p(y) òîæäåñòâåí-
íî ðàâíà 1. Êîýôôèöèåíòû â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ åñòü β1 = β2 = 0, α1 = α2 = 1. Äàëåå
âîçìîæíû äâà âàðèàíòà:
1. Âûáèðàåì ôóíêöèè ρ(y) ≡ 1, λ = −k2, q(y) = −ω2c−2(y). Òàêîé âûáîð ñîîòâåòñòâó-
åò îòûñêàíèþ íàáîðà çíà÷åíèé kn ïðè çàäàííîì ω. Èç òåîðèè ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû k2

n

îáðàçóþò óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
2. Âûáèðàåì ôóíêöèè ρ(y) ≡ c−2(y), λ = ω2, q(y) = k2. Òàêîé âûáîð ñîîòâåòñòâóåò îòûñ-
êàíèþ íàáîðà çíà÷åíèé ωn ïðè çàäàííîì k. Çäåñü, íàîáîðîò, âåëè÷èíû ω2

n îáðàçóþò âîç-
ðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóþò, è îíè ðàçíûå. Ýòè ñîîò-
íîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè ìîãóò ïðèãîäèòüñÿ, íàïðèìåð, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è èçëó÷åíèÿ,
êîòîðàÿ çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

×èñëåííîå ïîñòðîåíèå äèñïåðñèîííîé äèàãðàììû ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ. Ïîäãî-
òîâèòåëüíûå øàãè

Ïðèìåíèì ÌÊÝ ê çàäà÷å ðàñïðîñòðàíåíèÿ â âîëíîâîäå. Ðàçîáüåì âîëíîâîä íà ïðÿìî-
óãîëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû (ñì. Ðèñ. 8.3). Ïóñòü øàã ñåòêè ïî x ïîñòîÿíåí è ðàâåí ∆x.
Ïóñòü ïî âûñîòå íà ñå÷åíèè âîëíîâîäà óêëàäûâàåòñÿ N óçëîâ. Ïîêà áóäåì èãíîðèðîâàòü
òîò ôàêò, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî óçëîâ â ñåòêå áåñêîíå÷íî.

N óçëîâ
ïî âûñîòå

Un

Un+1
Un-1

Dx

Ðèñ. 8.3:

Îáîçíà÷èì âåêòîðû�ñòîëáöû èç óçëîâûõ çíà÷åíèé, âçÿòûõ â ðàçíûõ âåðòèêàëüíûõ
ñå÷åíèÿõ âîëíîâîäà, ñèìâîëàìè . . . ,U−2,U−1,U0,U1,U2, . . . (ñì. Ðèñ. 8.3). Êàæäûé èç ýòèõ
âåêòîðîâ èìååò âûñîòó N . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåìåíòû äàííûõ âåêòîðîâ íàõîäÿòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè äðóã ñ äðóãîì, ò. å. íà ïîçèöèè ñ íîìåðîìm âî âñåõ âåêòîðàõ ñòîÿò çíà÷åíèÿ,
îòíîñÿùèåñÿ ê óçëàì, èìåþùèì îäíî è òî æå çíà÷åíèå y.
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Îáùèé âåêòîð íåèçâåñòíûõ ìîæíî çàïèñàòü â áëî÷íîé ôîðìå

Utot =


· · ·
Un−1

Un

Un+1

Un+2

· · ·

 (8.11)

Ïðèìåíèì ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ê äàííîé çàäà÷å. Ââåäåì ñêâîçíóþ íóìåðàöèþ
óçëîâ. Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, (áåñêîíå÷íûé) âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ

KUtot − ω2MUtot = 0, (8.12)

ãäå ìàòðèöû æåñòêîñòè è ìàññû ââîäÿòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè ôîðìû êàê:

Km,n =

∫∫
(∇Nm · ∇Nn) dx dy, (8.13)

Mm,n =

∫∫
c−2NmNn dx dy, (8.14)

Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ìàòðèöà M ââåäåíà íå ñîâñåì îáû÷íûì îáðàçîì Â íåå âíåñåí êîýô-
ôèöèåíò c−2. Ýòî ñäåëàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîåííûå âûðàæåíèÿ ðàáîòàëè è â ñëó÷àå,
êîãäà äàííûé ïàðàìåòð â âîëíîâîäå çàâèñèò îò êîîðäèíàòû y. Ñîâåðøåííî ïîíÿòíî, êàêèì
îáðàçîì íåîáõîäèìî ìîäåðíèçèðîâàòü ôîðìóëó (2.16) äëÿ ðåàëèçàöèè îïðåäåëåíèÿ (8.14).

Ïîñòðîåííàÿ äèñêðåòíàÿ ñèñòåìà ïîä÷èíÿåòñÿ òåîðåìå Áëîõà (îíà æå òåîðåìà Ôëîêå).
Ýòà òåîðåìà, ãðóáî ãîâîðÿ, óòâåðæäàåò, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.12) ìîæíî èñêàòü â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé, èìåþùèõ âèä (êàê áû îïèñûâàþùèé çàâèñèìîñòü îò
x)

Un = γnU0, (8.15)

ãäå γ � íåêîòîðûå âåëè÷èíû, êîòîðûå íàäî îïðåäåëèòü. Ôîðìóëà (8.15) òåñíî ñâÿçàíà ñ
âèäîì ðåøåíèÿ (8.3). Êîíñòàíòû γ è k ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

γ = exp{ik∆x}. (8.16)

Ïîëüçóÿñü ïåðèîäè÷íîñòüþ ýêñïîíåíòû, ïîëàãàåì, ÷òî k ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò −π/∆x
äî π/∆x.

Âûïèøåì ìàòðèöû K è M â áëî÷íîé ôîðìå. Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòíûå ìàòðèöû îáëà-
äàþò ïåðèîäè÷íîñòüþ: ïðè ñäâèãå íà îäíî ñå÷åíèå âïðàâî èëè âëåâî ìàòðèöû â ïîíÿòíîì
ñìûñëå íå èçìåíÿþòñÿ. Ó÷òåì ýòî ñâîéñòâî.

Ðàññìîòðèì îäèí ñòîëáèê èç êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íàõîäÿùèéñÿ ìåæäó íàáîðàìè óçëîâ
Un è Un+1 (ïîìå÷åí ñåðûì íà Ðèñ. 8.3). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà îãðàíè÷èâàåòñÿ ýòèì
ñòîëáèêîì. Ïîëå îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì óçëîâûõ çíà÷åíèé

Us =

(
Un

Un+1

)
(8.17)
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Ñîáåðåì ìàòðèöû ìàññû æåñòêîñòèKs è ìàññûMs äëÿ îäèíî÷íîãî ñòîëáèêà. Ýòè ìàòðèöû
èìåþò ðàçìåðíîñòü 2N × 2N . Çàïèøåì èõ â áëî÷íîé ôîðìå, ðàçáèâ íà áëîêè ðàçìåðîì
N ×N â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.17):

Ks =

(
K1,1 K1,2

K2,1 K2,2

)
, Ms =

(
M1,1 M1,2

M2,1 M2,2

)
. (8.18)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îñòàëüíûå ñòîëáèêè, à òàêæå òðàíñëÿöèîííóþ ñèììåòðèþ, çàïè-
øåì óðàâíåíèå (8.12) â áëî÷íîé ôîðìå:

· · ·
K1,1 + K2,2 K1,2 0
K2,1 K1,1 + K2,2 K1,2

0 K2,1 K1,1 + K2,2

· · ·



· · ·
Un−1

Un

Un+1

· · ·

−

ω2


· · ·

M1,1 + M2,2 M1,2 0
M2,1 M1,1 + M2,2 M1,2

0 M2,1 M1,1 + M2,2

· · ·



· · ·
Un−1

Un

Un+1

· · ·

 = 0 (8.19)

Ïîäñòàâèì ñþäà (8.15) è çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (8.19) âûïîëíÿåòñÿ âî âñåõ áëî÷íûõ
ñòðîêàõ, åñëè

−
(
K1,1 + K2,2 + γK1,2 + γ−1K2,1

)
U0 + ω2

(
M1,1 + M2,2 + γM1,2 + γ−1M2,1

)
U0 = 0. (8.20)

Íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå U0 óðàâíåíèÿ (8.20) ñóùåñòâóåò, åñëè

det
[
−
(
K1,1 + K2,2 + γK1,2 + γ−1K2,1

)
+ ω2

(
M1,1 + M2,2 + γM1,2 + γ−1M2,1

)]
= 0 (8.21)

Ëåâóþ ÷àñòü (8.21) çàïèøåì â âèäå ñèìâîëà D(γ, ω). Ñîîòâåòñòâåííî, ìîäû ñóùåñòâóþò
ïðè

D(γ, ω) = 0. (8.22)

Óðàâíåíèå (8.22) áóäåì íàçûâàòü äèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì äëÿ ÷èñëåííîé ìîäåëè
âîëíîâîäà. Äàííîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ (ïóòåì óìíîæåíèå íà γ â êàêîé-òî ñòåïåíè) ê àë-
ãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî γ è ω.

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ω(γ)
Ðåøèì óðàâíåíèå (8.22) îòíîñèòåëüíî ω ïðè ôèêñèðîâàííîì γ. Âûðàæåíèå (8.20) ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííóþ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âèäà (4.23) ñ λ = ω2 è ìàò-
ðèöàìè

A = K1,1 + K2,2 + γK1,2 + γ−1K2,1, (8.23)

B = M1,1 + M2,2 + γM1,2 + γ−1M2,1. (8.24)

Òàêàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðèìåíåíèåì ñòàíäàðòíîé êîìàíäû eig(A,B). Ïðîöåäó-
ðà ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ äèñïåðñèîííîé êðèâîé äëÿ âîëíîâîäà ñëåäóþùàÿ.

• Ñòðîèòñÿ ñåòêà ñå÷åíèÿ âîëíîâîäà òîëùèíîé â îäèí ñòîëáèê.
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• Îáû÷íûì îáðàçîì ñîáèðàþòñÿ ìàòðèöû Ks è Ms. Ýòè ìàòðèöû ðàçáèâàþòñÿ íà
áëîêè êàê â (8.18).

• Âûïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèå (8.21) äëÿ ω è γ = exp{ik∆x}.

• Ïðîõîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ îò k = 0 äî íåêîòîðîãî kmax (õîðîøèé âûáîð � kmax = π/∆x) ñ
äîñòàòî÷íî ìàëûì øàãîì. Äëÿ êàæäîãî k ðåøàåòñÿ îáîáùåííàÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ è íàõîäèòñÿ íàáîð çíà÷åíèé ωj.

• Ïðåäûäóùèé ïóíêò ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ÷èñòî ìíèìûõ k, ÷òîáû íàéòè çàòóõàþùèå ìî-
äû.

Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè γ(ω)
Êàê ïðàâèëî, õî÷åòñÿ ïîñòðîèòü ôóíêöèþ γ(ω), ò. å. óìåòü íàõîäèòü âñå âîëíîâîäíûå

ìîäû ïðè çàäàííîì ω. Ýòà çàäà÷à ïî ñâîåé ïðèðîäå íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò òîëüêî ÷òî
ðàññìîòðåííîé.

Èòàê, çàôèêñèðóåì ÷àñòîòó ω è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó. Çàäà÷ó
áóäåì ïîëàãàòü îäíîðîäíîé, ò. å. áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå â âîëíîâîäå ïðè
îòñóòñòâèè âíåøíèõ ñèë.

Ðàçîáüåì âîëíîâîä íà âåðòèêàëüíûå ñåêöèè (ñòîëáèêè) òîëùèíîé â îäèí ñëîé. Ðàñ-
ñìîòðèì êàêîé-ëèáî ñòîëáèê, íàïðèìåð, îòìå÷åííûé ñåðûì íà Ðèñ. 8.3. Åãî ñîñòîÿíèå
õàðàêòåðèçóåòñÿ âåêòîðàìè Un è Un+1.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (8.19), ïîâåäåíèå �ñåðîãî� ñòîëáèêà îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèåì (

Ks − ω2Ms

)( Un

Un+1

)
=

(
FL
n

FR
n+1

)
, (8.25)

ãäå Ks, Ms � ìàòðèöû èç (8.18), à âåêòîðû FL
n è FR

n+1 îïðåäåëåíû êàê

FL
n = −

(
K2,1 − ω2M2,1

)
Un−1 −

(
K2,2 − ω2M2,2

)
Un, (8.26)

FR
n+1 = −

(
K1,2 − ω2M1,2

)
Un+2 −

(
K1,1 − ω2M1,1

)
Un+1. (8.27)

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (8.25) ìû îñòàâèëè â ëåâîé ÷àñòè òå ñëàãàåìûå èç (8.19), êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ñåðîãî ñòîëáöà.

Ïî òîìó, êàêèì îáðàçîì âåëè÷èíû FL
n è FR

n+1 ñòîÿò â óðàâíåíèè (8.25) ìîæíî ñäåëàòü
âûâîä î òîì, ÷òî FL

n è FR
n+1 ýòî âåêòîðà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà âûáðàííûé ñòîëáåö ñëåâà è

ñïðàâà.
Âåêòîðà FL

n è FR
n+1 çàâèñÿò îò èíäåêñà n, ïðèíèìàþùåãî öåëûå çíà÷åíèÿ. Èç óðàâíåíèÿ

(8.19) ñëåäóåò, ÷òî
FL
n = −FR

n . (8.28)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âïîëíå åñòåñòâåííî. Îíî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîì ñå÷åíèè âîëíîâîäà,
ðàçðåçàííîãî íà ñòîëáèêè, âûïîëíÿåòñÿ �òðåòèé çàêîí Íüþòîíà�.

Îñíîâíàÿ èäåÿ òîãî, ÷òî ïðîèçîéäåò äàëüøå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ââåñòè â êàæ-
äîì ñå÷åíèè âåêòîð ñîñòîÿíèÿ âîëíîâîäà, ïîëíîñòüþ îïèñûâàþùèé âîëíîâîé ïðîöåññ âî
âñåì âîëíîâîäå. Ïîÿñíèì ýòó èäåþ. Ïóñòü èìååòñÿ òîíêàÿ òðóáêà ñ æåñòêèìè ñòåíêàìè,
â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïîðøíåâàÿ âîëíà íà êàêîé-òî ÷àñòîòå. Çàäàäèìñÿ âîïðîñîì,
ñêîëüêî íåîáõîäèìî ââåñòè âåëè÷èí, ÷òîáû ïîëíîñòüþ îïèñàòü âîëíîâîé ïðîöåññ â òðóáêå.
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Î÷åâèäíî, òàêèõ âåëè÷èí íóæíî äâå, ïîñêîëüêó ïî òðóáêå ìîãóò áåæàòü äâå âîëíû (âïåðåä
è íàçàä). Òàêèìè âåëè÷èíàìè â ïðîèçâîëüíîì ñå÷åíèè ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, äàâëåíèå è
êîëåáàòåëüíàÿ ñêîðîñòü. Çíàÿ èõ, ìîæíî âû÷èñëèòü ïîëå â ëþáîé òî÷êå òðóáêè.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å â êà÷åñòâå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ âûáåðåì áëî÷íûé âåêòîð

Xn =

(
Un

FL
n

)
(8.29)

Çàìåòèì, ÷òî âûñîòà ýòîãî âåêòîðà âäâîå áîëüøå âûñîòû Un. Íàøåé çàäà÷åé áóäåò âûðà-
çèòü Xn+1 ÷åðåç Xn.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â óðàâíåíèè (8.25) âåëè÷èíû Un, FL
n èçâåñòíû, à âåëè÷èíû Un+1 è

FR
n+1 íàäî íàéòè. Êðîìå òîãî, çàìåòèì, ÷òî

Xn+1 =

(
Un+1

−FR
n+1

)
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Xn+1 = TXn+1, (8.30)

ãäå

T =

(
−G−1

1,2G1,1 G−1
1,2

G2,2G
−1
1,2G1,1 −G2,1 −G2,2G

−1
1,2

)
(8.31)

è
Gζ,η = Kζ,η − ω2Mζ,η, ζ, η = 1, 2. (8.32)

Îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ (8.30). Ìàòðèöà T íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà (transfer
matrix). Âîëíîâîäíûå ìîäû õàðàêòåðèçóþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò n, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ ïðè ïåðåõîäå îò Xn ê Xn+1 íà ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü γ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, âîëíîâîäíûì ìîäàì ñîîòâåòñòâóþò ñîáñòâåííûå âåêòîðû çàäà÷è

TX = γ X. (8.33)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ γ � ýòî òå æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è â (8.15), (8.16).
Ðåöåïò âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ìîä è êîíñòàíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ γ ïðè çàäàííîì ω

ñëåäóþùèé.

• Äëÿ îäèíî÷íîãî ñòîëáöà ñòðîÿòñÿ ìàòðèöûMs èKs. Ìàòðèöû ðàçáèâàþòñÿ íà áëîêè
â ñîîòâåòñòâèè ñ (8.18).

• Ôîðìèðóþòñÿ ìàòðèöû Gζ,η ïî ôîðìóëå (8.32).

• Âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà T ïî ôîðìóëå (8.31).

• Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (8.33) (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ êîìàíäû
eig).

Ôóíêöèÿ γ(ω), êàê è ôóíêöèÿ ω(γ), âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, íî çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (8.33) îòëè÷àåòñÿ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì îò
çàäà÷è (8.20). Ýòè îòëè÷èÿ ñâåäåíû â òàáëèöó íèæå
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çàäà÷à (8.20) äëÿ ω(γ) çàäà÷à (8.33) äëÿ γ(ω)
âèä îáîáùåííàÿ îáû÷íàÿ
ðàçìåðíîñòü N 2N
ñâîéñòâà ìàòðèö A è B � ýðìèòîâû T � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ∗

∗ Ýðìèòîâîñòü ìàòðèö A è B îáåñïå÷èâàåò äåéñòâèòåëüíîñòü ω. Õîòåëîñü áû èìåòü
êàêîå-òî ñâîéñòâî ìàòðèöû T, êîòîðîå ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü ñîäåðæàòåëüíûå òåîðåìû.
Îêàçûâàåòñÿ, òàêîå ñâîéñòâî åñòü, è îíî íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷íîñòü. Ìû íå áóäåì ðàç-
âèâàòü ýòó òåìó, íî äàäèì ññûëêó: [2].

Çàäà÷è

1. Ïîñòðîèòü è ðåøèòü äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (8.21) äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà.

2. Ïîñòðîèòü àíàëîã óðàâíåíèÿ (9.16) äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Êàê
âûãëÿäÿò A, B è F?
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Çàäà÷à ðàññåÿíèÿ â âîëíîâîäå
Ïîñòàâèì çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ â âîëíîâîäå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü âîëíîâîä çàíèìàåò

ïîëîñó 0 ≤ y ≤ H. Ïóñòü â íåì âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå Ãåëüìãîëüöà

∆u+
ω2

c2(x, y)
u = 0. (9.1)

Ñ÷èòàåì, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü âîëíîâîäà ëîêàëèçîâàíà ïðè −L < x < L (ñì. Ðèñ. 9.1), ò. å.

c(x, y) = c0 ïðè |x| > L, (9.2)

à ïðè |x| < L çíà÷åíèå ñêîðîñòè ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò c0. Íà ãðàíèöàõ y = 0, H çàäàíû
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà.

x

H

y

0 L-L

+

mu å
+

n

nnm uT
,

å
-

n

nnm uR
,

Ðèñ. 9.1:

Â �ðóêàâàõ� âîëíîâîäà (ò. å. â îáëàñòÿõ x < −L è x > L) ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ìîäû

u±n (x, y) = cos
(πn
H
y
)

exp{±iknx}, n = 0, 1, 2, . . . (9.3)

ãäå

kn =

√
ω2

c2
0

− π2n2

H2
(9.4)

Çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî êîðíÿ äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáèðàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì äåéñòâè-
òåëüíûì èëè ïîëîæèòåëüíûì ìíèìûì.

Ïóñòü èç ëåâîãî ðóêàâà íà íåîäíîðîäíîñòü ïàäàåò âîëíà u+
m, ò. å. ìîäà ñ èíäåêñîì m,

ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ íàïðàâî. Ïîëå â îáëàñòè íåîäíîðîäíîñòè èìååò ñëîæíóþ ñòðóêòó-
ðó, îäíàêî â ðóêàâàõ îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê ñóììà ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ è
çàòóõàþùèõ ìîä:

u(x, y) =
∞∑
n=0

Tm,nu
+
n (x− L, y) ïðè x > L, (9.5)

u(x, y) = u+
m(x+ L) +

∞∑
n=0

Rm,nu
−
n (x+ L) ïðè x < −L (9.6)
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Âåëè÷èíû Tm,n è Rm,n èìåþò ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ (òî÷íåå,
êîýôôèöèåíòîâ òðàíñôîðìàöèè â ïðîõîäÿùèå è îòðàæåííûå ìîäû). Íàøåé öåëüþ áóäåò
÷èñëåííîå îòûñêàíèå ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ðàçóìååòñÿ, íå õîòåëîñü áû ñòðîèòü ñåòêó äëÿ îáëàñòè, ñèëüíî áîëüøåé, ÷åì îáëàñòü
íåîäíîðîäíîñòè. Ïëàí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ðåøàòü àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ìåòîäà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â îáëàñòè −L ≤ x ≤ L, 0 ≤ y ≤ H, ïîñòàâèâ �ïðàâèëüíûå� ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ ïðè x = ±L. Òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äîëæíû îáåñïå÷èâàòü îòñóòñòâèå âîëí,
ïðèõîäÿùèõ èç áåñêîíå÷íîñòè (ðàçóìååòñÿ, êðîìå âîëíû u+

m, ïðèõîäÿùåé ñëåâà).

DtN�îïåðàòîð â òî÷íîé ïîñòàíîâêå
Â òî÷íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ôðàãìåíòà âîë-

íîâîäà −L ≤ x ≤ L, çàäàííûå íà òîðöàõ x = ±L, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåííûå èì-
ïåäàíñíûå óñëîâèÿ. À èìåííî, ïîëíîå ïîëå íà òîðöå x = L äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé
âîëíó, óõîäÿùóþ âïðàâî. Äëÿ ýòîãî ïîëå íà òîðöå è åãî ïðîèçâîäíàÿ ïî x äîëæíû áûòü
ñâÿçàíû òåì æå óñëîâèåì, êàêèì îíè ñâÿçàíû â óõîäÿùåé âîëíå. Â îáùåì ôèäå òàêàÿ
ñâÿçü äàåòñÿ ôîðìóëîé

∂u(L, y)

∂x
= G[u(L, ·)](y), (9.7)

ãäå G � íåêîòîðûé îïåðàòîð. Çàïèñü (9.7) óêàçûâàåò íà òî, ÷òî G � èíòåãðàëüíûé îïå-
ðàòîð, äåéñòâóþùèé ïî ïåðåìåííîé y â ñå÷åíèè âîëíîâîäà. Íèæå (â (9.15)) ýòîò îïåðàòîð
áóäåò ïîñòðîåí â ÿâíîì âèäå.

Íàëè÷èå èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ãîâîðèò î íåëîêàëüíîñòè ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Íîð-
ìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â êàæäîé òî÷êå ñå÷åíèÿ çàâèñèò íå òîëüêî îò ïîëÿ â äàííîé òî÷êå,
íî è îò çíà÷åíèé ïîëÿ âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ ñå÷åíèÿ. Â ëîêàëüíîì óñëîâèè îïåðàòîð
G ìîæíî áûëî áû çàìåíèòü íà îïåðàòîð óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòó (òàêîé êîíñòàíòîé ìîãëà
áû áûòü êîìáèíàöèÿ ik, ãäå k � âîëíîâîå ÷èñëî).

Äëÿ ñå÷åíèÿ x = −L ñèòóàöèÿ íåìíîãî ìåíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñå÷åíèè èìååòñÿ
ïðèõîäÿùàÿ èç áåñêîíå÷íîñòè ïàäàþùàÿ âîëíà. Ñôîðìèðóåì ðàññåÿííîå ïîëå, ïðåäñòàâ-
ëÿþùåå ñîáîé ðàçíîñòü ïîëíîãî ïîëÿ è ïàäàþùåé âîëíû:

u′(x, y) = u(x, y)− u+
m(x, y).

Ýòî ïîëå äîëæíî ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ñóììó âîëí, áåãóùèõ èëè óáûâàþùèõ âëåâî, ò. å.
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåëîêàëüíîå èìïåäàíñíîå óñëîâèå

∂u′(−L, y)

∂x
= −G[u′(−L, ·)](y). (9.8)

Ìîæåò âîçíèêíóòü �íàèâíûé� âîïðîñ, ïî÷åìó âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (9.7) äîñòàòî÷íî,
÷òîáû â ïðàâîì ðóêàâå îòñóòñòâîâàëè âîëíû, ïðèõîäÿùèå èç áåñêîíå÷íîñòè. Îòâåò íà
ýòîò âîïðîñ òàêîé. Ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà G ñîäåðæèò ðåöåïò êîíñòðóèðîâàíèÿ ïîëÿ â
ïðàâîì ðóêàâå. Åñëè ïîëå, çàäàííîå â îáëàñòè −L ≤ x ≤ L, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (9.7),
òî ìîæíî ðàñøèðèòü ïîëå èç îáëàñòè −L ≤ x ≤ L íà îáëàñòü −L ≤ x. Ïðè ýòîì íà
ñå÷åíèè �ñêëåéêè� x = L ïîëå è åãî ïåðâûå ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû.
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîëå íà ñêëåéêå ïðè ýòîì ñêîëü óãîäíî ãëàäêîå. �Ïðèêëåèâàÿ� òàêèì
æå îáðàçîì ïîëå â ðóêàâå x < −L, ïîëó÷àåì ïîëå â âîëíîâîäå, óäîâëåòâîðÿþùåå âñåì
óñëîâèÿì ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.
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Îïåðàòîð G ïåðåâîäèò çíà÷åíèÿ ïîëÿ â çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîëÿ íà
ãðàíèöå, òî åñòü äàííûå Äèðèõëå â äàííûå Íåéìàíà. Òàêîé îïåðàòîð íàçûâàþò DtN-
îïåðàòîðîì (Dirichlet-to-Neumann).

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ îïåðàòîðà G. Çàìåòèì, ÷òî ìîäû (9.3) îðòîãîíàëüíû â ñëåäó-
þùåì ñìûñëå:

H∫
0

cos
(πm
H
y
)

cos
(πn
H
y
)
dy = Hδm,nεm, (9.9)

ãäå δm,n � ñèìâîë Êðîíåêåðà,

εm =

{
1, m = 0
1/2, m = 1, 2, . . .

(9.10)

Ïóñòü â ñå÷åíèè âîëíîâîäà x = L èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ u(L, y). Íàéäåì â ýòîì
æå ñå÷åíèè ðàñïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ïîëÿ ïî x. Ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ (9.5) çàïèñûâàåòñÿ
êàê

∂u(L, y)

∂x
=
∞∑
n=0

iknTnu
+
n (x− L, y). (9.11)

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû tn ìîæíî íàéòè èç ñîîòíîøåíèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (9.9):

Tn =
1

Hεn

H∫
0

u(L, y) cos
(πn
H
y
)
dy. (9.12)

Òàêèì îáðàçîì,

∂u(L, y)

∂x
=

i

H

∞∑
n=0

kn
εn

cos
(πn
H
y
) H∫

0

u(L, y′) cos
(πn
H
y′
)
dy′. (9.13)

Îïåðàòîð, ñâÿçûâàþùèé äàííûå Äèðèõëå è äàííûå Íåéìàíà ïîëÿ íà ãðàíèöå x = L,
ÿâëÿåòñÿ íåëîêàëüíûì. Åãî ìîæíî çàïèñàòü êàê

∂u(L, y)

∂x
=

H∫
0

G(y, y′)u(L, y′) dy′, ãäå G(y, y′) =
i

H

∞∑
n=0

kn
εn

cos
(πn
H
y
)

cos
(πn
H
y′
)
.

(9.14)
Òåì íå ìåíåå, ýòîò îïåðàòîð ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ

èìïåäàíñíîãî òèïà.
Óñëîâèå íà ãðàíèöå x = −L çàïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Î÷åâèäíî, ýòî óñëîâèå

∂u′(−L, y)

∂x
= −

H∫
0

G(y, y′)u′(−L, y′) dy′, (9.15)

ãäå u′ � îòðàæåííàÿ âîëíà, ò. å. ðàçíîñòü ïîëíîãî ïîëÿ è ïàäàþùåé âîëíû.
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Ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè x = L â ïðèáëèæåííîé ïîñòàíîâêå
Òåîðåòè÷åñêè ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííûé äèñêðåòíûé âàðèàíò óñëîâèé (9.14),

(9.15), îäíàêî áîëåå ðàçóìíî èñõîäèòü èç äèñêðåòíîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (8.21).
Çäåñü ìû îïèøåì òàêîé ïîäõîä.

Ðàññìîòðèì îáëàñòü âîëíîâîäà −L ≤ x ≤ L. Ðàçîáüåì åå íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû è
ïðîâåäåì îáû÷íóþ äëÿ ÌÊÝ ïðîöåäóðó. Óçëîâ â ñåòêå ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ìíîãî, íî
íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò â ñå÷åíèÿõ x = ±L. Îáîçíà÷èì âåêòîð�ñòîëáåö
èç óçëîâ â ñå÷åíèè x = L êàê UL, à â ñå÷åíèè x = −L êàê U−L (ñì. Ðèñ. 9.2). Ïîñòðîèì
âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé Utot, ó êîòîðîãî íà ïåðâûõ N ïîçèöèÿõ áóäåò ñòîÿòü ñòîëáåö UL,
íà ñëåäóþùèõ N ïîçèöèÿõ � ñòîëáåö U−L, à äàëåå � óçëû èç âñåõ îñòàëüíûõ ñå÷åíèé:

Utot =

 UL

U−L
...

 .

U2

U  = UL

U2

U   = U-L 11

ýëåìåíòû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ
äëÿ âû÷èñëåíèÿ èÊ M

íåîäíîðîäíîñòü

K   M,s sK   M,s s
''

Ðèñ. 9.2:

Ïîñòðîèì îáû÷íûì îáðàçîì ìàòðèöû ìàññû è æåñòêîñòè äëÿ îòðåçêà âîëíîâîäà. Ïóñòü
ýòî áóäóò ìàòðèöûK èM. Íàøåé öåëüþ áóäåò ïîñòðîèòü óðàâíåíèå ÌÊÝ, ñêîððåêòèðîâàâ
ñòðîêè, îòíîñÿùèåñÿ ê áëîêàì U1 è U2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïîíèìàíèåì èìïåäàíñíûõ
óñëîâèé, áóäåì ñòðîèòü óðàâíåíèå ÌÊÝ â áëî÷íîé ôîðìå:

−KUtot + ω2MUtot =

 AUL

BU−L
0

+

 0
F
0

 , (9.16)

ãäå ìàòðèöû A è B îïèñûâàþò íåëîêàëüíûå èìïåäàíñíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ñå÷åíèÿõ
x = ±L, à íåîäíîðîäíîñòü F ñîîòâåòñòâóåò ïàäàþùåé âîëíå.

Ïîñòðîèì ìàòðèöó A. Äîáàâèì ñïðàâà îò ñå÷åíèÿ x = L åùå îäèí ñòîëáåö êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî ïðè ðàññìîòðåíèè çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ïóñòü
äëÿ ýòîãî ñòîëáöà UL ÿâëÿåòñÿ ñòîëáöîì U1 è ïóñòü ñåòêè â �ñâåòëîé� è �çàòåíåííîé�
÷àñòÿõ ñîâìåñòíû.

Ïîñòðîèì äëÿ äîáàâëåííîãî ñòîëáöà ìàòðèöû Ks è Ms. Ïðåäñòàâèì èõ â áëî÷íîì
âèäå (8.18). Äàííûå ìàòðèöû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âîëíîâûõ ÷èñåë
â äèñêðåòèçîâàííîì âîëíîâîäå. Ïóñòü äëÿ äàííîãî ω íàéäåíû N çíà÷åíèé γ: γ1 . . . γN .
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Åñëè áû �çàòåíåííûé� ñòîëáåö áûë ïðèñîåäèíåí ê ñâåòëîé ñåòêå, à çà íèì áûëà áû
åùå ñåòêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ áåñêîíå÷íîìó ðóêàâó, òî â óçëàõ ñòîëáöà UL âûïîëíÿëèñü áû
óðàâíåíèÿ ÌÊÝ. Âûÿñíèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå äîáàâèëîñü áû. Î÷åâèäíî, ê âåðõíåìó áëîêó
ëåâîé ÷àñòè (9.16) íåîáõîäèìî äîáàâèòü êîìáèíàöèþ

(−K1,1 + ω2M1,1)UL + (−K1,2 + ω2M1,2)U2

Îñòàëîñü íàéòè U2.
Ðàçëîæèì ñòîëáåö UL ïî ñîáñòâåííûì ìîäàì âîëíîâîäà. Ïóñòü âåêòîðû, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå çíà÷åíèÿì γj è îáðàùàþùèå (8.20) â âåðíîå ðàâåíñòâî, åñòü W1, . . . ,WN . Ñôîðìèðóåì
ìàòðèöó ðàçìåðà N ×N :

H = (W1, . . . ,WN). (9.17)

Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ìîäàì ñîñòàâëÿþò ñòîëáåö H−1UL. Êàæäàÿ ìîäà ïðè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè âïðàâî íà îäèí øàã ñåòêè óìíîæàåòñÿ íà ñâîå γj. Ïîýòîìó

U2 = HΓH−1UL, Γ =

 γ1

. . .

γN

 (9.18)

Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Γ äàåò óìíîæåíèÿ àìïëèòóä ìîä, ñîîòâåòñòâóþùèå îäíîìó øàãó
âïðàâî. Ñàìàÿ ëåâàÿ ìàòðèöà îñóùåñòâëÿåò ñáîðêó âåêòîðà ïîëÿ èç ìîä.

Òàêèì îáðàçîì,

A = K1,1 − ω2M1,1 + (K1,2 − ω2M1,2)HΓH−1. (9.19)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå x = −L â ïðèáëèæåííîé ïîñòàíîâêå
Äîáàâèì �çàòåíåííûé� ñòîëáåö ñëåâà îò ñå÷åíèÿ x = −L. Äëÿ ýòîãî ñòîëáöà ïîñòðîèì

ìàòðèöû K′s, M
′
s. Ïðåäñòàâèì ýòè ìàòðèöû â áëî÷íîé ôîðìå (8.20), ñ÷èòàÿ U−L çà U1.

Äàëåå ïîñòóïèì òàê æå, êàê â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå.
Ê ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ÌÊÝ íåîáõîäèìî äîáàâèòü âåëè÷èíó

(−K′1,1 + ω2M′
1,1)U−L + (−K′1,2 + ω2M′

1,2)U2 (9.20)

Ïîñòðîèì âåêòîð U2 äëÿ ëåâîãî ñòîëáöà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñèëó ñèììåòðèè ìàòðèöû
ñî øòðèõàìè ðàâíû òàêèì æå ìàòðèöàì áåç øòðèõîâ (äëÿ ïðàâîãî ñòîëáöà).

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè âû÷åñòü èç ïîëÿ ïàäàþùóþ âîëíó, òî îñòàâøååñÿ áóäåò ïðåäñòàâ-
ëÿòü ñîáîé êîìáèíàöèþ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ èëè çàòóõàþùèõ âëåâî. Ïàäàþùàÿ
âîëíà (ìîäà ñ èíäåêñîì m) â ñå÷åíèè x = −L åñòü

Wm

Ýòà æå âîëíà â ñå÷åíèè x = −L−∆x (íà øàã âëåâî) åñòü

γ−1
m Wm

Çàïèøåì óðàâíåíèå âèäà (9.18) äëÿ ðàçíèöû ïîëíîãî ïîëÿ è ïàäàþùåé âîëíû:

U2 − γ−1
m Wm = HΓH−1(U−L −Wm). (9.21)
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Ìàòðèöà HΓH−1 îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû íà îäèí øàã âëåâî. Ïîýòîìó

HΓH−1Wm = γmWm. (9.22)

Ïîäñòàâëÿÿ U2 èç (9.21) â (9.20). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

B = A, (9.23)

F = (K1,2 − ω2M1,2)(γ−1
m − γm)Wm. (9.24)

Òàêèì îáðàçîì, âñå êîìïîíåíòû (9.16) ïîñòðîåíû, è (9.16) ìîæíî ðåøèòü êàê ëèíåéíóþ
ñèñòåìó.

Ïîñëå îòûñêàíèÿ âåêòîðà óçëîâûõ çíà÷åíèé ïîëÿ ìîæíî íàéòè êîýôôèöèåíòû ïðî-
õîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿ. Êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ ôîðìèðóþò ñòîëáåö

T = H−1UL, (9.25)

à êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ � ñòîëáåö

R = H−1(U−L −Wm). (9.26)

Çàäà÷è

1. Ïîñòðîèòü è ðåøèòü äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (8.21) äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ
Ãåëüìãîëüöà.

2. Ïîñòðîèòü àíàëîã óðàâíåíèÿ (9.16) äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà. Êàê
âûãëÿäÿò A, B è F?
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Óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè
Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ñ

ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ôîðìóëèðîâêå óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè ìû
ñëåäóåì ó÷åáíèêàì [3, 4, 5]. Ìû íå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé íåëèíåéíîãî óïðóãîãî òåëà.
Áîëåå òîãî, òåëî ïðåäïîëàãàåòñÿ èçîòðîïíûì.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé. Êîìïîíåíòû
âåêòîðà ñìåùåíèé òî÷åê òâåðäîãî òåëà áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ êàê ui, ãäå èíäåêñ i ïðîáåãàåò
çíà÷åíèÿ 1 . . . 3, è ýòè êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâóþò êîîðäèíàòàì x1, x2, x3. ×àñòíóþ ïðîèç-
âîäíóþ ôóíêöèè g ïî ïåðåìåííîé xi áóäåì îáîçíà÷àòü êàê g,i. Òàê, ui,j � ïðîèçâîäíàÿ
êîìïîíåíòû ui ïî êîîðäèíàòå xj. Âûðàæåíèå εij ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ε11 + ε22 + ε33.
Âåçäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ïî êàæäîé èç ïàð ïîâòîðÿþùèõñÿ èíäåêñîâ (â ïðåäåëàõ îäíî÷ëåíà) ïðåäïîëàãàåòñÿ
ñóììèðîâàíèå.

Ñôîðìèðóåì òåíçîð äåôîðìàöèé

εij =
1

2
(ui,j + uj,i). (10.1)

Òåíçîð íàïðÿæåíèé äëÿ èçîòðîïíîãî òåëà åñòü

σij = λδijεkk + 2µεij = λδijuk,k + µ(ui,j + uj,i), (10.2)

ãäå λ è µ � óïðóãèå êîíñòàíòû (êîýôôèöèåíòû Ëàìý). Êîýôôèöèåíò µ íàçûâàåòñÿ ìîäó-
ëåì ñäâèãà. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî äàííûå êîíñòàíòû ïîñòîÿííû âî âñåì òåëå.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ óïðóãîãî òåëà åñòü

σij,j − ρüi = 0, (10.3)

ãäå òî÷êè îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè, à ρ� ïëîòíîñòü. Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå
êàê

λuk,ki + µ(ui,jj + uj,ij)− ρüi = 0. (10.4)

Ñôîðìóëèðóåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ óïðóãîãî òåëà. Ïóñòü òåëî çàíèìàåò îáëàñòü Ω,
åãî ãðàíèöà åñòü ∂Ω, à âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå åñòü n. Óñëîâèÿ Äèðèõëå ôîðìèðóþòñÿ
ïðîñòûì îáðàçîì. Åñëè ñìåùåíèÿ òî÷åê ãðàíèöû çàäàíû, òî ýòî ìîæíî çàïèñàòü êàê

ui

∣∣∣
∂Ω

= hi. (10.5)

Óñëîâèÿ Íåéìàíà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çàäàííûå ñèëû íà ãðàíèöå. Ïóñòü ê ïëîùàäêå ãðà-
íèöû ñ âíåøíåé åäèíè÷íîé íîðìàëüþ n ïðèëîæåíà âíåøíÿÿ ñèëà f = (f1, f2, f3), îòíåñåí-
íàÿ ê âåëè÷èíå ïëîùàäêè. Ïî îïðåäåëåíèþ òåíçîðà íàïðÿæåíèé ýòî çàïèñûâàåòñÿ êàê

σij

∣∣∣
∂Ω
nj = fi. (10.6)

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñ íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà.
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Ïîñëåäíåå, ÷òî íåîáõîäèìî ñêàçàòü î ïîñòàíîâêå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè, ýòî âûðà-
æåíèå äëÿ óïðóãîé ýíåðãèè:

Eel =

∫∫∫
Ω

(
λ

2
(εkk)

2 + µ εik εik

)
dx1dx2dx3 =

1

2

∫∫∫
Ω

(
λ(ui,i)

2 + µui,j ui,j + µui,j uj,i
)
dx1dx2dx3.

(10.7)
Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (10.3) è ãðàíè÷íîå óñëî-
âèå (10.6) âûâîäÿòñÿ èç (10.7). Íèæå ìû óâèäèì, íàñêîëüêî ýòî âàæíî â äàííîì ñëó÷àå.

Âûâîä óðàâíåíèé ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
Ïîïûòàåìñÿ âûâåñòè óðàâíåíèå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ (10.4) îáû÷íûì ñïî-

ñîáîì. Ââåäåì ñåòêó, ðàçáèòóþ íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû.
Ââåäåì (âåêòîðíóþ) âåñîâóþ ôóíêöèþ wi, äîìíîæèì íà íåå (10.4)ïðîèíòåãðèðóåì ïî

Ω è ïðîñóììèðóåì ïî èíäåêñó i. Âåêòîðíîñòü âåñîâîé ôóíêöèè íóæíà äëÿ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî èçÿùåñòâà ïðîèñõîäÿùåãî. À èìåííî, â êîíöå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå
�îòêðûòûõ èíäåêñîâ�.

Èñõîäíûé èíòåãðàë íåâÿçêè óðàâíåíèÿ (10.4) ñ âåñîâîé ôóíêöèåé èìååò âèä∫∫∫
Ω

(λuj,ij + µui,jj + µuj,ij − ρüi)widv = 0, (10.8)

ãäå
dv = dx1dx2dx3.

Äàëåå, ñëåäóÿ îáùåìó õîäó ðàññóæäåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê ìåòîäó êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ñêà-
ëÿðíîé çàäà÷å, ìû ïëàíèðóåì ïðèìåíèòü ê (10.8) èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Ýòî äåëàåòñÿ
ñ òðåìÿ öåëÿìè:

• Ñíèçèòü òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè ôóíêöèé ôîðìû. Â (10.4) îò ôóíêöèè ui òðåáóåòñÿ
ñóùåñòâîâàíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé, â òî âðåìÿ êàê ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèöû K ïî
ôîðìóëå (1.13) òðåáóþòñÿ òîëüêî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ôîðìû.

• Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñèììåòðè÷íóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè,
÷òî äàåò âàæíûå ñâîéñòâà ïîëó÷àþùèõñÿ ðåøåíèé (ýòî îáñóæäàëîñü â ñâÿçè ñî ñâîé-
ñòâàìè îáîáùåííîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ).

• Ïîëó÷èòü â êà÷åñòâå åñòåñòâåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ Íåéìàíà. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ íàïðæåíèé íà ãðàíèöå, à
èìåííî

σij

∣∣∣
∂Ω
nj = 0. (10.9)

Ïîä èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ìû ïîíèìàåì çäåñü ïðèìåíåíèå òåîðåìû Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî.
Íàïîìíèì, ÷òî ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî â ðàññìàòðèâàåìûõ îáî-
çíà÷åíèÿ åñòü ∫∫∫

Ω

ψi,idv =

∫∫
∂Ω

ψinids, (10.10)

ãäå ds � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè.
Çäåñü èìååòñÿ ñëîæíîñòü, êîòîðîé íå áûëî â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå. Ðàññìîòðèì ïåðâûé

÷ëåí â (10.8), à èìåííî

λ

∫∫∫
Ω

uj,ijwidv.
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Èìååòñÿ äâà ñïîñîáà ïðèìåíèòü òåîðåìó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî:∫∫∫
Ω

uj,ijwidv =

∫∫∫
Ω

[(uj,jwi),i − uj,jwi,i]dv =

∫∫
∂Ω

uj,jwinids−
∫∫∫

Ω

uj,jwi,idv, (10.11)

∫∫∫
Ω

uj,ijwidv =

∫∫∫
Ω

[(uj,iwi),j − uj,iwi,j]dv =

∫∫
∂Ω

uk,iwinkds−
∫∫∫

Ω

uj,iwi,jdv. (10.12)

Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü åùå è ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ äâóõ âàðèàíòîâ.
Ýòî ðàçíûå âàðèàíòû, è, ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, îáà ìàòåìàòè÷åñêè êîððåêòíû. Èìååò

ñìûñë âûáðàòü âàðèàíò (10.11); íèæå ìû îáúÿñíèì, ïî÷åìó.
Â òðåòüåì ÷ëåíå (ïî íå ïîíÿòíûì ïîêà ñîîáðàæåíèÿì) ñëåäóåò âûáðàòü âàðèàíò (10.12).

Ðåçóëüòàò ïðåîáðàçîâàíèÿ (10.8) åñòü∫∫∫
Ω

(λwi,iuj,j + µwi,j(ui,j + uj,i) + ρwiüi) dv =

∫∫
∂Ω

(λδijuk,k + µ(ui,j + uj,i))winjds. (10.13)

Çäåñü ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, êàêèì îáðàçîì âûáèðàëèñü äèâåðãåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ñëàãà-
åìûõ (10.8). Â ðåçóëüòàòå ïðàâóþ ÷àñòü (10.13) ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç òåíçîð íàïðÿæåíèé
σij: ∫∫

∂Ω

(λδijuk,k + µ(ui,j + uj,i))winjds =

∫∫
∂Ω

σijwinjds =

∫∫
∂Ω

fiwids (10.14)

(ñì. (10.6)). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (10.13) ñòîÿò âíåøíèå ñèëû, ïðè-
ëîæåííûå ê ïîâåðõíîñòè òåëà. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ îäíîðîäíûå óñëîâèÿ (10.9), òî â ïðàâîé
÷àñòè óðàâíåíèÿ ñòîèò íîëü. Äðóãîé âûáîð äèâåðãåíòíîé ôîðìû ê òàêîìó ðåçóëüòàòó íå
ïðèâîäèò.

Ê âûáîðó íåîäíîçíà÷íîñòè ïðè ïåðåõîäó ê äåâåðãåíòíîé ôîðìå ìîæíî ñäåëàòü åùå
îäèí êîììåíòàðèé. Â ëåâîé ÷àñòè (10.13) ñòîèò êîìáèíàöèÿ

T =

∫∫∫
Ω

(λwi,iuj,j + µwi,j(ui,j + uj,i)) dv,

ñîäåðæàùàÿ óïðóãèå êîíñòàíòû. Ýòó âåëè÷èíó ìîæíî ñ÷èòàòü �áèëèíåéíûì ôóíêöèîíà-
ëîì� îò äâóõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé: T [u,w]. Ñðàâíèâàÿ ôîðìó P c (10.7), ïîëó÷àåì

Eel =
1

2
T [u, u],

òî åñòü ôîðìà (10.13) òåñíî ñâÿçàíà ñ ôîðìîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Áîëåå ïîäðîáíî
ýòà òåìà ðàññìàòðèâàëàñü â (6). Õîðîøàÿ èäåÿ � âîîáùå íà÷èíàòü ïîñòðîåíèå ìåòîäà
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ êîíñòðóèðîâàíèÿ ôîðìû ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

Àïïðîêñèìèðóåì âåêòîðíóþ ôóíêöèþ ui ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé ôîðìû:

ui = Un
i N

n(x1, x2, x3). (10.15)

Èíäåêñ n íóìåðóåò óçëû ñåòêè. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå (âîïðåêè âñåìó îñòàëüíîìó èçëîæå-
íèþ) ìû ñäåëàëè ýòîò èíäåêñ âåðõíèì, ÷òîáû îñòàâèòü âíèçó òîëüêî èíäåêñû îòíîñÿùèåñÿ
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ê êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Â ýòîì ñìûñëå ðàçâèâàåìûé çäåñü ìåòîä êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ �íàäñòðîéêîé� íàä îáû÷íîé òåîðèåé óïðóãîñòè. Ôóíêöèè Nm, ðàçóìååòñÿ,
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ôîðìû. Òàêèì æå îáðàçîì àïïðîêñèìèðóåì âåñîâóþ ôóíêöèþ:

Wi = W n
i N

n(x1, x2, x3). (10.16)

Ïîäñòàâèì (10.15) è (10.16) â ëåâóþ ÷àñòü (10.13). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Wm
i

[(
λKmn

ij + µδijK
mn
kk + µKmn

ji

)
Un
j + ρδijM

mnÜn
j

]
= Wm

i P
m
i , (10.17)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

Kmn
ij =

∫∫∫
Ω

Nm
,i N

n
,jdv, (10.18)

Mmn =

∫∫∫
Ω

NmNndv, (10.19)

Pm
i =

∫∫
∂Ω

fiŇ
mds, (10.20)

Ňm � îãðàíè÷åíèå ôóíêöèé ôîðìû íà ∂Ω.
Â ïðàâîé ÷àñòè (10.17) ñòîÿò ïîâåðõíîñòíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà òåëî. Òàêèì îá-

ðàçîì, â ñëó÷àå îäíîðîäíûõ óñëîâèé (10.9) ïðàâàÿ ÷àñòü (10.17) îáðàùàåòñÿ â íîëü, è
îäíîðîäíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà îêàçûâàþòñÿ åñòåñòâåííûìè â ñìûñëå ðàçäåëà 6.

Óðàâíåíèå (10.17) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáîì âûáîðå êîýôôèöèåíòîâWm
i , ïîýòî-

ìó ìîæíî ïîëîæèòü(
λKmn

ij + µδijK
mn
kk + µKmn

ji

)
Un
j + ρδijM

mnÜn
j = Pm

i , (10.21)

Äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ðåøàòü îáû÷íûìè ìåòîäàìè.

Êîììåíòàðèè ïî âû÷èñëåíèÿì
Ïðåæäå âñåãî, îïèøåì âû÷èñëåíèå ýëåìåíòîâ Kmn

ij . Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ
âû÷èñëåíèåì ìàòðèöû K â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå. Åñëè çàäà÷à òðåõìåðíà, âû÷èñëèì 3×3 = 9
ìàòðèö Kij, i, j = 1, 2, 3, êàæäàÿ ðàçìåðîì J × J (J � ÷èñëî óçëîâ). Ðàçóìååòñÿ, äëÿ
äâóìåðíîé çàäà÷è íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü 4 òàêèõ ìàòðèöû. Ìàòðèöû áóäåì âû÷èñëÿòü ñ
ïîìîùüþ àññåìáëèðîâàíèÿ èç ýëåìåíòíûõ ìàòðèö, êàê è ðàíüøå.

Îáðàòèìñÿ ê ôîðìóëå (2.24) äëÿ ýëåìåíòíûõ ìàòðèö �îáû÷íîé� ìàòðèöû æåñòêîñòè
K. Âîñïðîèçâåäåì åå çäåñü äëÿ óäîáñòâà. Êðîìå òîãî, âíåñåì íåêîòîðûå èçìåíåíèÿ, ÷òîáû
ôîðìóëà îïèñûâàëà òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Òðåõìåðíîå ðåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî áóäåò îïèñû-
âàòüñÿ êîîðäèíàòàìè (x1, x2, x3), à òðåõìåðíîå èäåàëüíîå ïðîñòðàíñòâî � êîîðäèíàòàìè
(ξ1, ξ2, ξ3). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíå÷íûå ýëåìåíòû � êóáîèäû, ò. å. íà êàæäûé ýëåìåíò
èìååòñÿ âîñåìü ôóíêöèé ôîðìû. Èòàê,

K̂(n) =

∫∫∫
Ω

(n)
∗

EET |detD| dξ1dξ2dξ3, E(ξ1, ξ2, ξ3) = BD−1, (10.22)

B =
∂(Ñ1, . . . , Ñ8)

∂(ξ1, ξ2, ξ3)
, D =

∂(x1, x2, x3)

∂(ξ1, ξ2, ξ3).
(10.23)
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Çàìåòèì, ÷òî

E =
∂(N1, . . . N8)

∂(x1, x2, x3)
. (10.24)

Â èíäåêñíûõ îáîçíà÷åíèÿõ (10.22) çàïèñûâàåòñÿ êàê

(K̂(n))mk =

∫∫∫
Ω

(n)
∗

Em,iEk,i|detD|dξ1dξ2dξ3 (10.25)

ñ ïîäðàçóìåâàåìûì ñóììèðîâàíèåì ïî i. Î÷åâèäíî, ÷òî êîìïîíåíòû ýëåìåíòíûõ ìàòðèö
K̂

(n)
ij âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì, àíàëîãè÷íûì (10.25):

(K̂(n))mkij =

∫∫∫
Ω

(n)
∗

Em,iEk,j|detD| dξ1dξ2dξ3. (10.26)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãðîìîçäêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ÷àñòü äëÿ çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ìàëî
îòëè÷àåòñÿ îò ñêàëÿðíîãî ñëó÷àÿ.

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ìàòðèö Kmn
ij ñôîðìèðóåì äëÿ óäîáñòâà ìàòðèöû Zmnij :

Zmn
ij = λKmn

ij + µδijK
mn
kk + µKmn

ji . (10.27)

Óðàâíåíèå (10.21) ñ ïîìîøüþ ýòèõ ìàòðèö ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

Zmn
ij Un

j + ρδijM
mnÜn

j = Pm
i . (10.28)

Ïîÿñíèì, ïî÷åìó ìû íàçûâàåì Zmn
ij ìàòðèöàìè, â òî âðåìÿ, êàê ýòè âåëè÷èíû èìåþò

4 èíäåêñà. Âû÷èñëèòåëüíûé ïîäõîä ê óðàâíåíèþ (10.28) ñëåäóþùèé. Ñôîðìèðóåì âåêòîð
íåèçâåñòíûõ êàê áëî÷íûé:

U =

 U1

U2

U3

 , (10.29)

ãäå, íàïðèìåð,

U1 =


U1

1

U2
1
...
UJ

1

 .

Ïîñòðîèì òàêæå áëî÷íûå ìàòðèöû Zb è Mb ïî ôîðìóëàì

Zb =

 Z11 Z12 Z13

Z21 Z22 Z23

Z31 Z32 Z33

 , Mb =

 M 0 0
0 M 0
0 0 M

 . (10.30)

Êðîìå òîãî, ïîñòðîèì áëî÷íûé âåêòîð â ïðàâîé ÷àñòè ïî àíàëîãèè ñ (10.29):

P =

 P1

P2

P3

 . (10.31)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ (10.29) ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

ZbU + ρMbÜ = P. (10.32)

Ýòî îáû÷íîå âåêòîðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ðåøåíî, íà-
ïðèìåð, ìåòîäîì Ðóíãå�Êóòòû.
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Î íåîáõîäèìîñòè ýâàêóàöèè âîëí
×àñòî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ÷èñëåííî çàäà÷è îá èçëó÷åíèè è ðàññåÿíèè âîëí â áåñêîíå÷-

íîì ïðîñòðàíñòâå. Òèïè÷íàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûãëÿäèò òàê. Â ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ
ðàññåèâàòåëü êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Íà ãðàíèöå ðàññåèâàòåëÿ çàäàíû êàêèå-òî ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ (íàïðèìåð, óñëîâèÿ Íåéìàíà). Íà ðàññåèâàòåëü ñ íåêîòîðîãî íàïðàâëåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå ïàäàåò íåêîòîðàÿ âîëíà. Íåîáõîäèìî íàéòè âîëíû, ðàññåÿííûå ðàññåèâàòåëåì.

Äðóãîé èíòåðåñíîé çàäà÷åé ðàññåÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïîñòàíîâêà. Îäèí èç ïà-
ðàìåòðîâ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ èëè óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà (íàïðèìåð, ñêîðîñòü c) îïðå-
äåëÿåòñÿ íåïîñòîÿííûì âî âðåìåíè. Íà íåîäíîðîäíîñòè ïàðàìåòðà ìîæåò ïðîèñõîäèòü
ðàññåÿíèå âîëí. ïðè ýòîì êîíòðàñòíàÿ ãðàíèöà ðàññåèâàòåëÿ îòñóòñòâóåò.

Îáå ïîñòàíîâêè íàçûâàþòñÿ âíåøíèìè çàäà÷àìè ðàññåÿíèÿ. Ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü
ïîäîáíûõ çàäà÷ äîñòàòî÷íî ÿñíà.

Î÷åâèäíàÿ ñëîæíîñòü òàêîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî íåâîçìîæíî ðàçáèòü íà êî-
íå÷íûå ýëåìåíòû íåîãðàíè÷åííîå ïðîñòðàíñòâî ñíàðóæè îò ðàññåÿíèÿ. Âû÷èñëèòåëüíîé
òåõíèêå äîñòóïíî òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïîýòîìó ïðèõîäèòñÿ çàìåíÿòü
áåñêîíå÷íóþ îáëàñòü íà êîíå÷íóþ, ââîäÿ íå ñóùåñòâóþùóþ â ðåàëüíîé çàäà÷è ãðàíèöó.
Âîçíèêàåò ðèñê òîãî, ÷òî îò ýòîé èñêóññòâåííîé ãðàíèöû âîëíû îòðàçÿòñÿ, è ïîñòðîåííîå
ðåøåíèå áóäåò èìåòü ìàëî îáùåãî ñ ðåàëüíîé çàäà÷åé. Ñõåìàòè÷åñêè ðàçíèöà ìåæäó ðå-
àëüíîé è ÷èñëåííî ðåøàåìîé çàäà÷è ïîêàçàíà íà Ðèñ. 11.1. Âñÿ íåîãðàíè÷åííàÿ âíåøíÿÿ
îáëàñòü îáîçíà÷åíà êàê Ω, �îáðåçàííàÿ� îáëàñòü � êàê Ω̄.

W W

èñêóññòâåííàÿ âíåøíÿÿ ãðàíèöà

Ðèñ. 11.1:

Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî èãíîðèðîâàòü äàííóþ ïðîáëåìó íåëüçÿ. Íà âíåøíåé ãðàíèöå îáëà-
ñòè, ïîêàçàííîé íà Ðèñ. 11.1 ñïðàâà, äîëæíû áûòü çàäàíû íåêîòîðûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
Åñëè �íè÷åãî íå äåëàòü�, òàì áóäóò çàäàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Íåéìàíà. Òàêæå íåòðóäíî
çàäàòü óñëîâèÿ Äèðèõëå. Â ïåðâîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ îò âíåøíåé ãðàíèöå
áóäåò ðàâåí +1, à âî-âòîðîì −1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âñÿ ýíåðãèÿ îòðàæàåòñÿ îò âíåøíåé
ãðàíèöû, ÷òî ñèëüíî ïîðòèò ðåøåíèå. Âìåñòî áåñêîíå÷íîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ðàññåèâàòåëåì
ôàêòè÷åñêè ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåçîíàòîð ñ ðàññåèâàòåëåì.

Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ â ïîñòàíîâêó çàäà÷è ðàññåÿíèÿ âõîäèò óñëîâèå èçëó-
÷åíèÿ â òîé èëè èíîé ôîðìå (Çîììåðôåëüäà, èíòåãðàëüíîé èëè ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèÿ).
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Â ëþáîì ñëó÷àå ýòè óñëîâèÿ íàêëàäûâàþòñÿ íà äàëüíþþ àñèìïòîòèêó ïîëÿ. Íåîáõîäèìî
äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèäóìàòü êàêîé-íèáóäü àíàëîã òàêèõ óñëîâèé, êîòîðûå ìîãóò
íàêëàäûâàòüñÿ íå íà áåñêîíå÷íîñòè, à íà âíåøíåé ãðàíèöå îáëàñòè.

Ìîäåëüíàÿ îäíîìåðíàÿ çàäà÷à â split�ôîðìóëèðîâêå
Ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíî ïðîñòóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ äàæå èìååò ðåøåíèå â óæå ââå-

äåííûõ òåðìèíàõ. Áóäåì ðåøàòü îäíîìåðíóþ îáåçðàçìåðåííóþ íåñòàöèîíàðíóþ ñèñòåìó
ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè

ṗ = −∂u
∂x
, (11.1)

u̇ = −∂p
∂x
, (11.2)

ãäå p(x, t) ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê àêóñòè÷åñêîå äàâëåíèå, à u êàê x�êîìïîíåíòà
êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòè, äîìíîæåííîé íà ρc. Ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ
ýëåêòðîìàãíèòíàÿ çàäà÷à. Ïðè ýòîì p è u � ðàçëè÷íûå ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû ìàãíèò-
íîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó íà ïðÿìîé. Íàëîæèì íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ

u(x, 0) = 0 (11.3)

p(x, 0) = p0(x) (11.4)

è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî t > 0.
Äèñêðåòèçàöèÿ ñèñòåìû (11.1), (11.2) â ðàìêàõ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ íå ïðåä-

ñòàâëÿåò ñëîæíîñòè (ñì. ìàòåðèàë ïðåäûäóùåé ëåêöèè).
Êàê íåòðóäíî âèäåòü, â äàííîé çàäà÷å îòñóòñòâóåò ðàññåèâàòåëü, òî åñòü ðàññìàòðèâà-

åòñÿ çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå p0 ëîêàëèçî-
âàíî íà îòðåçêå [−1, 1] (ò. å. ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà íóëþ âíå ýòîãî îòðåçêà). Îãðàíè÷èì ðàñ-
ñìàòðèâàåìóþ îáëàñòü îòðåçêîì [−1, 1]. Ïîïûòàåìñÿ ïîñòàâèòü íà ãðàíèöå îáëàñòè (ò. å. â
òî÷êàõ x = ±1) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå áóäóò ãàðàíòèðîâàòü îòñóòñòâèå îòðàæåííûõ
âîëí.

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è äàåòñÿ ôîðìóëîé Ä'Àëàìáåðà

p = f(t− x) + g(t+ x) (11.5)

u = f(t− x)− g(t+ x) (11.6)

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé f è g. Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ðåøåíèå â íà÷àëüíîå óñëîâèå, ïîëó÷àåì

f(τ) = g(τ) =
1

2
p0(τ). (11.7)

Èñõîäíûé èìïóëüñ äàâëåíèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà äâà èìïóëüñà âäâîå ìåíüøåé àìïëèòóäû.
Îäèí áåæèò íàïðàâî, äðóãîé íàëåâî.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìû (11.5), (11.6) âèäíî, ÷òî â âîëíå, áåãóùåé âïðàâî (ôóíêöèÿ
f), âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

p(x, t) = u(x, t), (11.8)
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à â âîëíå, áåãóùåé íàëåâî (ôóíêöèÿ g)

p(x, t) = −u(x, t). (11.9)

Çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòà, áåãóùàÿ íàëåâî, íèêîãäà íå äîñòèãàåò ãðàíèöû x = 1 è
íàîáîðîò. Ïîñòàâèì íà ãðàíèöå x = ±1 ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ñëåäóþùèå èç (11.8), (11.9):

p(1, t) = u(1, t), p(−1, t) = −u(−1, t). (11.10)

Äàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþò èäåàëüíîå ïîãëîùåíèå âîëí. Èõ íåòðóäíî ðåà-
ëèçîâàòü â split�ôîðìóëèðîâêå â ðàìêàõ ÌÊÝ.

Îäíîìåðíàÿ çàäà÷à â non-split�ôîðìóëèðîâêå
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

d2p

dx2
+ k2

0(1 + ε(x))p = f(x), (11.11)

ãäå f(x) � ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ, ε(x) � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ íåîäíîðîäíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå ñàìîå èíòåðåñíîå ïðîèñõîäèò â îáëàñòè −L < x < L, ò. å.

f(x) = 0 è ε(x) = 0 ïðè |x| > L.

Îãðàíè÷èì ðàññìàòðèâàåìóþ îáëàñòü îòðåçêîì [−L,L]. Ïîïûòàåìñÿ ïîñòàâèòü áåçîò-
ðàæàòåëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ x = ±L.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè x > L â ïðîñòðàíñòâå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî âîëíà p = exp{ik0x}.
Ïîëå â òàêîé âîëíå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ

dp

dx
= ik0p.

Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòàâèòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå

dp(L)

dx
= ik0p(L). (11.12)

Àíàëîãè÷íî, íà ãðàíèöå x = −L ñòàâèòñÿ óñëîâèå

dp(−L)

dx
= −ik0p(−L). (11.13)

Óñëîâèÿ (11.12), (11.13) èìåþò èìïåäàíñíûé âèä. Â îäíîé èç ïðåäûäóùèõ ëåêöèé ìû
ïîêàçûâàëè, êàê òàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â ÌÊÝ.

Óñëîâèÿ (11.12), (11.13) îáåñïå÷èâàþò ïîëíóþ ýâàêóàöèþ âîëí â îäíîìåðíîé ñòàöèî-
íàðíîé çàäà÷å. Î÷åâèäíî, îäíîìåðíûå çàäà÷è ñëîæíîñòè íå ïðåäñòàâëÿþò.

Ñòàöèîíàðíàÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à. DtN�îïåðàòîð
Âñå çàìåòíî óñëîæíÿåòñÿ â äâóìåðíîì è òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ

ñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ϕ):

∆p+ k2
0(1 + ε(r, ϕ))p = f(r, ϕ), ∆ ≡ ∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
, (11.14)

f(r, ϕ) = 0 è ε(r, ϕ) = 0 ïðè |r| > R.



88 �11. Ýâàêóàöèÿ âîëí 1. DtN�îïåðàòîð

R

íåîäíîðîäíîñòü

W
r

j

R'
åñëè ðàçäóòü
îáëàñòü äî ýòîé ãðàíèöû,
çäåñü ìîæíî ñòàâèòü
èìïåäàíñíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

Ðèñ. 11.2:

Îãðàíè÷èì îáëàñòü ðàññìîòðåíèÿ êðóãîì r < R è ïîïûòàåìñÿ ïîñòàâèòü ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ íà îêðóæíîñòè r = R òàê, ÷òîáû ãðàíèöà íå îòðàæàëà âîëí, èñõîäÿùèõ èç êðóãà.
Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è ïðîñòà, íî äëÿ ïîëíîòû îíà ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 11.2.

Èìååòñÿ ñëåäóþùèé ïðèáëèæåííûé ïóòü ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â äâóìåðíîé
çàäà÷å. Âîçüìåì êðóã ñèëüíî áîëüøåãî ðàäèóñà R′ � R è ïîñòàâèì ãðàíè÷íîå óñëîâèå,
àíàëîãè÷íîå (11.12):

∂p(R′, ϕ)

∂r
= ik0p(R

′, ϕ). (11.15)

Ýòî ãðàíè÷íîå óñëîâèå ðàáîòàåò, åñëè ëîêàëüíî â îáëàñòè ó÷àñòêà ãðàíèöû ìîæíî ïðè-
áëèæåííî ñ÷èòàòü çàäà÷ó îäíîìåðíîé (ñì. çàäà÷ó 1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðèâèçíà ãðàíèöû
äîëæíà áûòü ïðåíåáðåæèìî ìàëà, à âîëíû äîëæíû ïàäàòü ïî÷òè ïî íîðìàëè. Íà ïðàê-
òèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàäî áðàòü R′ âåñüìà áîëüøèì, ÷òî äåëàåò çàäà÷ó íåîïðàâäàííî
ãðîìîçäêîé. Çàìåòèì, ÷òî â îáëàñòè R′ < r < R íå ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèÿ, òîëüêî ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå, òî åñòü ýòà îáëàñòü èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿåò. Ïîýòîìó óñëîâèå (11.15) íà
ïðàêòèêå íå ïðèìåíÿåòñÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ìîæíî âçÿòü äîñòàòî÷íî áîëüøóþ îá-
ëàñòü R′ > r è íàëîæèòü âðåìåííîå îêíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âîçáóæäàþùèé èìïóëüñ
óñïåë ðàññåÿòüñÿ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç â îáëàñòè r < R, íî íå óñïåë îòðàçèòüñÿ îò âíåø-
íåé ãðàíèöû.

Âåðíåìñÿ ê ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å. Óñëîâèå (11.15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâÿçü ìåæäó ïî-
ëåì è åãî íîðìàëüíîé (ê ãðàíèöå) ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîèçâîäíîé. Äàííàÿ ñâÿçü â (11.15)
ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé. Ïðîáëåìà ñ áåçîòðàæàòåëüíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì â äâóìåðíîì
ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå ýòî óñëîâèå ëîêàëüíûì íå ÿâëÿåò-
ñÿ, ò. å. îíî íà ñàìîì äåëå èìååò âèä

∂p(R,ϕ)

∂r
=

2π∫
0

G(R,ϕ− ϕ′)p(R,ϕ′)dϕ′. (11.16)

Ïîïðîáóåì ïîëó÷èòü òàêîå óñëîâèå (õîòÿ è â íåñêîëüêî èíîé ôîðìå).
Óõîäÿùàÿ âîëíà âíå êðóãà r < R ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

p(r, ϕ) =
∞∑

n=−∞

ane
inϕH(1)

n (k0r), (11.17)

ãäå H
(1)
n � ôóíêöèè Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Âûáîð ýòèõ ôóíêöèé â êà÷åñòâå óõîäÿùèõ

âîëí ñîîòâåòñòâóåò íåÿâíîìó çàäàíèþ âðåìåííîé çàâèñèìîñòè âñåõ âåëè÷èí êàê e−iωt.
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Íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëÿ íà ãðàíèöå ðàâíà

p(R,ϕ)

∂r
= k0

∞∑
n=−∞

ane
inϕ(H(1)

n )′(k0R), (11.18)

ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ïî àðãóìåíòó. Èç (11.17) ñ ïîìîùüþ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîëó÷àåì

an =
1

2πH
(1)
n (k0R)

2π∫
0

p(R,ϕ)e−inϕdϕ (11.19)

Òàêèì îáðàçîì, ñâÿçü ìåæäó ïîëåì íà ãðàíèöå è åãî ïðîèçâîäíîé äàåòñÿ ôîðìóëîé

p(R,ϕ)

∂r
=
k0

2π

∞∑
n=−∞

(H
(1)
n )′(k0R)

H
(1)
n (k0R)

einϕ
2π∫

0

p(R,ϕ′)e−inϕ
′
dϕ′. (11.20)

Â äîìàøíåì çàäàíèè íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü, ÷òî ôîðìóëà (11.20) ñâîäèòñÿ ê âèäó (11.16).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà (11.20) ïðîùå â ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ÷åì (11.16).

Ñõåìà ðåàëèçàöèè (11.20) ñëåäóþùàÿ:

p(R,ϕ)
F−→ pn −→ pn

k0(H
(1)
n )′(k0R)

H
(1)
n (k0R)

F−1

−→ p(R,ϕ)

∂r
. (11.21)

Çäåñü F � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, êîòîðîå â ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè çàìåíÿåòñÿ äèñêðåò-
íûì (áûñòðûì) ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå. Òî åñòü ðåàëèçàöèÿ îïåðàòîðà (11.20) ñâîäèòñÿ
ê ïðÿìîìó ÁÏÔ, óìíîæåíèþ íà ñòðîêó è îáðàòíîìó ÁÏÔ. Ýòî äîñòàòî÷íî �äåøåâàÿ�
ïðîöåäóðà.

Îïåðàòîð (11.16) èëè (11.20) íîñèò íàçâàíèå îïåðàòîðà Ïóàíêàðå�Ñòåêëîâà èëè DtN�
îïåðàòîðà. DtN îçíà÷àåò Dirichet�to�Neumman, òî åñòü îïåðàòîð, êîòîðûé îòîáðàæàåò
äàííûå Äèðèõëå âíåøíåé îáëàñòè â äàííûå Íåéìàíà. Òî åñòü óñëîâíî ìîæíî çàïèñàòü
(11.16), (11.20) êàê

p(R,ϕ)

∂r
= DtN[p(R,ϕ)] (11.22)

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè íà ãðàíèöå êðóãà çàäàíî óñëîâèå (11.20), òî ýòà ãðàíèöà íå
îòðàæàåò âîëíû, èäóùèå èç êðóãà íàðóæó.

Ïîêà ðå÷ü øëà òîëüêî î ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå áåçîòðàæàòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé. Îáñóäèì, êàêèì îáðàçîì ýòè óñëîâèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ÷èñëåííîé ñõåìå,
ðåàëèçóþùåé ÌÊÝ.

Ïóñòü óñëîâèå (11.20) ðåàëèçîâàíî. Íà ïðàêòèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ âåêòîð óç-
ëîâûõ çíà÷åíèèé p(R,ϕ) ñ ϕ, ïðîáåãàþùèìè ïî äîñòàòî÷íî ïëîòíîé ðàâíîìåðíîé ñåòêå îò
0 äî 2π. Ýòèì çíà÷åíèÿì ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé íîðìàëüíîé
ïðîèçâîäíîé ∂p(R,ϕ) íà òîé æå óãëîâîé ñåòêå. Îáîçíà÷èì âåêòîð çíà÷åíèé ïîëÿ êàê P, à
âåêòîð íîðìàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ êàê P′. Îïåðàòîð (11.20) ëèíååí, ïîýòîìó åãî äèñêðåòíàÿ
âåðñèÿ äàåòñÿ ìàòðèöåé, êîòîðóþ ìû íåìíîãî íåóêëþæå îáîçíà÷èì êàê DtN:

P′ = DtNP. (11.23)
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Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ãðàíè÷íîå óñëîâèå (11.22) ìîæíî òðàêòîâàòü, êàê íåëîêàëüíîå èì-
ïåäàíñíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé, îïèñàííîé â ëåêöèè (6), ÷èñ-
ëåííàÿ ñõåìà áóäåò èìåòü âèä:

−KP + k2
0MP = F− M̃DtNΠbP, (11.24)

ãäå P � âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé ïîëåâîé ïåðåìåííîé, K � ìàòðèöà æåñòêîñòè, îïðåäå-
ëÿåìàÿ îáû÷íûì îáðàçîì, M � ìàòðèöà ìàññû, îïðåäåëÿåìàÿ ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîñòè
ε:

Mi,j =

∫ ∫
Ω̄

εNiNjds, (11.25)

F � ïðàâàÿ ÷àñòü:

Fj =

∫ ∫
Ω̄

fNjds, (11.26)

M̃ � ãðàíè÷íàÿ ìàòðèöà ìàññû:

M̃i,j =

∫
∂Ω̄

ÑiÑjdl, (11.27)

Πb � ìàòðèöà, âûäåëÿþùàÿ ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû (êàê â (6.20)).
Î÷åâèäíî, ïîñëåäíèé ÷ëåí èç ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ïåðåíåñòè â ëåâóþ è ðåøèòü ïîëó-

÷åííîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî P.
Âû÷èñëåíèå DtN îïåðàòîðà íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ìåòîäîì ïîñòàíîâêè íåèçëó÷à-

þùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Î÷åâèäíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû íà ãðàíèöå îáëàñòè
ïîñòàâèòü óçêèé ñëîé, èìèòèðóþùèé ñèëüíîå ïîãëîùåíèå. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî íå òàê ïðîñòî
ñäåëàòü, íî âîçìîæíî! Îäíà èç ñëåäóþùèõ ëåêöèé (÷àñòü 2 îá ýâàêóàöèè âîëí) áóäåò ïî-
ñâÿùåíà òåõíèêå PML, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé �èäåàëüíî� ïîãëîùàþùèå ñëîè íà ãðàíèöå
îáëàñòè.

Çàäà÷è

1. Â ïîëóïëîñêîñòè y > 0 ïëîñêîñòè (x, y) âûïîëíÿåòñÿ îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ãåëüì-
ãîëüöà

∆u+ k2
0u = 0.

Íà ãðàíèöå y = 0 âûïîëíÿåòñÿ èìïåäàíñíîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå

∂u

∂y
= −ik0u.

Êàê ïîêàçàíî â ëåêöèè, äàííîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âîëíû, ïà-
äàþùèå íà ãðàíèöó ïî íîðìàëè, ïîãëîùàþòñÿ ïîëíîñòüþ. Íàéòè çàâèñèìîñòü êîýô-
ôèöèåíòà îòðàæåíèÿ îò óãëà ïàäåíèÿ (óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî âîëíû, ïàäàþùèå íå ïî
íîðìàëè, ïîãëîùàþòñÿ íå ïîëíîñòüþ).

2. Ïðèâåñòè ôîðìóëó (11.20) ê âèäó (11.16). Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î
ñâåðòêå.
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3. Êàêîãî ïîðÿäêà ñèíãóëÿðíîñòü ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé â íóëå èìååòñÿ ó ôóíêöèè G
èç (11.16)?

4. Âûâåñòè ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ (11.20), äëÿ òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ. Îáëàñòü � øàð
ðàäèóñà R.
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Ýâàêóàöèÿ âîëí â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Íàèâíûé ïîäõîä
Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ çàäà÷ó ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â split-ïîñòàíîâêå:

ṗ = −ρc2∂u

∂x
, (12.1)

u̇ = −1

ρ

∂p

∂x
. (12.2)

Äëÿ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé p(t, x), u(t, x) (äàâëåíèÿ è êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòè), çàäàííûõ â
îáëàñòè −∞ < x <∞, t > 0.

Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íà÷àëüíóþ çàäà÷ó, ò. å. áóäåì ó÷èòûâàòü íà÷àëüíîå
ñîñòîÿíèå

p(0, x) = φ(x), u(0, x) = ψ(x). (12.3)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â îáëàñòè −L < x < L �÷òî-òî ïðîèñõîäèò�, íàïðèìåð, ñêîðîñòü
âîëí c è ïëîòíîñòü ñðåäû ρ çàâèñÿò îò x, è ïðîèñõîäèò ðàññåÿíèå âîëí íà íåîäíîðîäíîñòè.
Çà ïðåäåëàìè îòðåçêà −L < x < L �íåò íè÷åãî èíòåðåñíîãî�, ñêîðîñòü c = c0 è ïëîòíîñòü
ρ = ρ0 ïîñòîÿííû. Áîëåå òîãî, çà ïðåäåëàìè ýòîãî îòðåçêà ôóíêöèè φ è ψ ðàâíû íóëþ.

Ìîäåëèðîâàòü (áåñêîíå÷íûå) ïîëóïðÿìûå x > L è x < −L íå èìååò ñìûñëà. Âìåñòî
ýòîãî íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â òî÷êàõ x = ±L, îáåñïå÷èâàþùèå ýâàêó-
àöèþ âîëí íà áåñêîíå÷íîñòè, ò. å. ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî âîëíà, óõîäÿùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòü,
îòòóäà íå âîçâðàùàåòñÿ.

Ê ñ÷àñòüþ, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòî ëåãêî ñäåëàòü. Äîñòàòî÷íî ïîñòàâèòü ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ

p(t, L) = ρ0c0 u(t, L), p(t,−L) = −ρ0c0 u(t,−L). (12.4)

Îäíàêî ýòîò ïðèåì íå ðàáîòàåò â çàäà÷àõ, äëÿ êîòîðûõ DtN-îïåðàòîð íåëîêàëåí. Ïîýòîìó
õî÷åòñÿ ïðèäóìàòü ýôôåêòèâíóþ òåõíèêó, êîòîðàÿ áóäåò ðàáîòàòü äëÿ áîëåå øèðîêîãî
êëàññà çàäà÷. Ïðè ýòîì ìû ãîòîâû ìèðèòüñÿ ñ òåì, ÷òî óñëîâèÿ íà ãðàíèöàõ x = ±L
îêàæóòñÿ ïðèáëèæåííûìè.

Ïðèìåíèì �íàèâíûé� ïîäõîä. Íàøà çàäà÷à � îðãàíèçîâàòü ïîãëîùåíèå âîëí â íåêîòî-
ðûõ äîñòàòî÷íî íåáîëüøèõ îáëàñòÿõ çà òî÷êàìè x = ±L. Ôèçè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ ãîâîðèò,
÷òî ïîãëîùåíèå âîëí ïðîèñõîäèò, åñëè â ñðåäå ïðèñóòñòâóåò âÿçêîñòü. Ïîïðîáóåì âíåñòè
íåêîòîðóþ ìîäåëüíóþ âÿçêîñòü â óðàâíåíèÿ (12.1), (12.2). Âÿçêîñòü � ýòî êîãäà íà ÷àñòè-
öó ñðåäû äåéñòâóåò ñèëà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñêîðîñòè è íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâ ñêîðîñòè.
Ïîýòîìó çàìåíèì óðàâíåíèå (12.2) íà

u̇ = −1

ρ

∂p

∂x
− σ(x)u,

à óðàâíåíèå (12.1) îñòàâèì áåç èçìåíåíèé. Çäåñü σ(x) � �êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè�. Ïðîôèëü
êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè âûáåðåì ïðèìåðíî òàê, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 12.1.

Ïîãëîùàþùèå ñëîè ðàñïîëîæèì íà îòðåçêàõ [L,H] è [−H,−L]. Â òî÷êàõ x = ±H
ïîñòàâèì �ïðîñòûå� ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, íàïðèìåð, óñëîâèÿ Äèðèõëå p(t,±H) = 0, ò. å. çà
ïîãëîùàþùèìè ñëîÿìè ñòîÿò èäåàëüíî îòðàæàþùèå ñòåíêè.



�12. Ýâàêóàöèÿ âîëí 2. PML 93

x

s

L-L H-H

Ðèñ. 12.1: Êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè σ(x)

Îêàçûâàåòñÿ, îïèñàííàÿ ñõåìà ðàáîòàåò ïëîõî. Îò òàêîãî ïîãëîùàþùåãî ñëîÿ âîëíà
îòðàæàåòñÿ, ïðè÷åì ñèëüíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû âîëíà ïîãëîòèëàñü è íå îòðàçèëàñü, íåîá-
õîäèìî ñäåëàòü îòðåçîê [L,H] î÷åíü áîëüøèì, à âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè î÷åíü
ìàëîé.

Ïîÿñíèì ïðèðîäó âîçíèêàþùåé ñëîæíîñòè. Åñëè âÿçêîñòü î÷åíü ìàëà, òî ìàëî è ïîãëî-
ùåíèå. Åñëè âÿçêîñòü, íàîáîðîò, âåëèêà, òî â ïîãëîùàþùåì ñëîå ôàêòè÷åñêè ðåàëèçóþòñÿ
óñëîâèÿ Íåéìàíà (ñêîðîñòü u ðàâíà íóëþ). À óñëîâèå Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ îòðàæàþùèì, à
íå ïîãëîùàþùèì.

Îäíîìåðíûå óðàâíåíèÿ PML
Â ðàáîòå [6] áûëà ïðåäëîæåíà áëåñòÿùàÿ èäåÿ èäåàëüíî ñîãëàñîâàííîãî ñëîÿ (PML �

perfectly matching layer). Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî ââåñòè �âÿçêîñòü äëÿ
äàâëåíèÿ� îäíîâðåìåííî ñ âÿçêîñòüþ äëÿ ñêîðîñòè. À èìåííî, íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü
ñèñòåìó óðàâíåíèé

ṗ = −ρc2∂u

∂x
− σ(x)p, (12.5)

u̇ = −1

ρ

∂p

∂x
− σ(x)u. (12.6)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî êîýôôèöèåíòû �âÿçêîñòè� â îáîèõ óðàâíåíèÿõ äîëæíû áûòü
îäèíàêîâû, èíà÷å ÷óäà íå ïðîèçîéäåò. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîôèëü êîýôôèöèåíòà σ(x)
âñå åùå âûãëÿäèò êàê íà Ðèñ. 12.1.

Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (12.5), (12.6) îáëàäàåò ñâîéñòâîì áåçîòðàæàòåëüíî-

ñòè. Ïóñòü íèêàêîé ñòåíêè ïðè x = H íåò, à íà îòðåçêå [L,H] êîýôôèöèåíò σ íå ðàâåí
íóëþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðû ρ è c âî âñåé ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïîñòîÿííû è
ðàâíû ρ0, c0.

Ïóñòü íà ïîãëîùàþùèé ñëîé [L,H] ñëåâà ïàäàåò âîëíà ïðîèçâîëüíîãî ïðîôèëÿ f(t −
x/c0). Ýòî â âåêòîðíîì âèäå îçíà÷àåò(

p
u

)
=

(
1

(ρ0c0)−1

)
f(t− x/c0), x < L. (12.7)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (12.5), (12.6) ïðè σ = 0.
Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü ðåøåíèå óðàâíåíèé (12.5), (12.6), êîòîðîå ñëåâà îò òî÷êè x = L

èìååò âèä (12.7). À èìåííî, ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü ðåøåíèå â âèäå(
p
u

)
=

(
1

(ρ0c0)−1

)
f(t− x/c0)g(x). (12.8)

Ïîäñòàâèì (12.8) â óðàâíåíèÿ (12.5), (12.6). Ïîëó÷èì, ÷òî óðàâíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ, åñëè

dg

dx
= −σ(x)

c0

g. (12.9)
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Ëåãêî ïîñòðîèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå:

g(x) = exp

{
− 1

c0

∫ x

x0

σ(ξ)dξ

}
. (12.10)

Â êà÷åñòâå íèæíåãî ïðåäåëà âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå x0 < L. Òîãäà ñëåâà îò ñëîÿ
L < x < H ïðè âñåõ x çíà÷åíèå g áóäåò ðàâíî 1, à ñïðàâà îò ýòîãî ñëîÿ çíà÷åíèå g áóäåò
ðàâíî êîíñòàíòå

gr = exp

{
− 1

c0

∫ H

L

σ(ξ) dξ

}
. (12.11)

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê îïèñàíèå ïðîöåññà ïðîõîæäåíèÿ âîëíû
(12.7) ÷åðåç ïîãëîùàþùèé ñëîé. Ñïðàâà îò ñëîÿ èìååòñÿ ïðîøåäøàÿ îñëàáëåííàÿ âîëíà ñ
êîýôôèöèåíòîì ïðîõîæäåíèÿ gr, à îòðàæåííîé âîëíû ñëåâà îò ñëîÿ íåò. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñëîé íå îòðàæàåò âîëíó. Ýòî è çíà÷èò, ÷òî ñëîé èäåàëüíî ñîãëàñîâàí.

Äîñòàòî÷íî ïðîñòîå óïðàæíåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî âîëíà, áå-
ãóùàÿ âëåâî èç îáëàñòè, íàõîäÿùåéñÿ ñïðàâà îò ñëîÿ, à èìåííî(

p
u

)
=

(
1

−(ρ0c0)−1

)
f(t+ x/c0), x > H, (12.12)

òàêæå íå èñïûòàåò îòðàæåíèÿ è ïðîéäåò ÷åðåç ñëîé, áóäó÷è îñëàáëåííîé ñ òåì æå êîýô-
ôèöèåíòîì gr.

Ôîðìóëà (12.11) ïîçâîëÿåò íàéòè êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ âîëíû èäåàëüíî ñîãëàñî-
âàííûì ñëîåì. Åñëè ïðè x = H íàõîäèòñÿ èäåàëüíî îòðàæàþùàÿ ñòåíêà, òî âîëíà ïðîõî-
äèò ÷åðåç ïîãëîùàþùèé ñëîé äâàæäû. Èòîãîâûé êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ åñòü

α = g2
r = exp

{
− 2

c0

∫ H

L

σ(ξ) dξ.

}
. (12.13)

Î÷åâèäíî, äîñòèãíóòü èäåàëüíîãî ïîãëîùåíèÿ α íåëüçÿ, íî ìîæíî äîñòè÷ü äîñòàòî÷íî
ìàëûõ çíà÷åíèé. Îáû÷íî èìååòñÿ ïîíèìàíèå, êàêîå çíà÷åíèå α äîïóñòèìî (íàïðèìåð, α =
0.001 èëè 0.01). Ôîðìóëà (12.13) ïîçâîëÿåò ïîäîáðàòü âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà âÿçêîñòè
äëÿ äîñòèæåíèÿ íóæíîãî α.

Î÷åíü âàæíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ âîëíû íå
çàâèñèò îò ÷àñòîòû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñëîé, òîëùèíà êîòîðîãî ìíîãî ìåíüøå äëèíû âîëíû,
ìîæåò ýôôåêòèâíî ïîãëîòèòü òàêóþ âîëíó.

Íà ïðàêòèêå âèä ôóíêöèè σ(x) âûáèðàþò íå ñîâñåì òàêèì, êàê ïîêàçàíî íà Ðèñ. 12.1.
Äàííàÿ ôóíêöèÿ ðàñòåò ëèíåéíî îò íóëÿ ïðè x = L äî êàêîãî-òî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
ïðè x = H. Òîëùèíà ñëîÿ PML âûáèðàåòñÿ ðàâíîé ïðèìåðíî ïÿòè ðàçìåðàì êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêîé âûáîð äàåò íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò. Ñëîè ñ òàêèì
ïðîôèëåì ïîêàçàíû íèæå íà Ðèñ. 12.2.

Äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ PML. Âèä è ñâîéñòâà
Áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò äâóìåðíàÿ çàäà÷à, äëÿ êîòîðîé DtN-îïåðàòîð íå ëî-

êàëåí, à çíà÷èò íåò íàäåæäû ïîñòðîèòü õîðîøèå ïîãëîùàþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ èìïå-
äàíñíîãî òèïà.

Ïóñòü îáëàñòü, â êîòîðîé íåîáõîäèìî ïðîìîäåëèðîâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí, åñòü
ïðÿìîóãîëüíèê

Ω : −Lx < x < Lx, −Ly < y < Ly.
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ïåðåìåííûõ ux, uy, p (äâóõ êîìïîíåíò êîëåáàòåëüíîé ñêîðîñòè è
äàâëåíèÿ) èìååò âèä

u̇x = −1

ρ

∂p

∂x
. (12.14)

u̇y = −1

ρ

∂p

∂y
. (12.15)

ṗ = −ρc2

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

)
. (12.16)

Ïðåäïîëàåòñÿ, ÷òî çà ïðåäåëàìè ïðÿìîóãîëüíèêà Ω èìååòñÿ íåîãðàíè÷åííàÿ ïëîñêîñòü ñ
ïîñòîÿííûìè çíà÷åíèÿìè ρ = ρ0, c = c0. Íåîáõîäèìî ïîñòàâèòü íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω
óñëîâèÿ, èìèòèðóþùèå ýâàêóàöèþ âîëí íà áåñêîíå÷íîñòü.

x

y

s
x

s

y

H

H

-H

-H L

L

-L

-L xx

x

x x

y

y

y

y

y

W

Ðèñ. 12.2: Äâóìåðíàÿ îáëàñòü ñ PML-ãðàíèöåé

Ðàñøèðèì îáëàñòü Ω äî ïðÿìîóãîëüíèêà −Hx < x < Hx, −Hy < y < Hy. Â ïîëîñå ìåæ-
äó ñòàðîé ãðàíèöåé è íîâîé ðàçìåñòèì ïîãëîùàþùèé ñëîé. Ýòîò ñëîé áóäåò ïðåäñòàâëåí
äâóìÿ ôóíêöèÿìè: σx(x) è σy(y), âèä êîòîðûõ ïîêàçàí íà Ðèñ. 12.2.

Óðàâíåíèÿ â ðàñøèðåííîé îáëàñòè âûãëÿäÿò íåñêîëüêî íåîáû÷íûì îáðàçîì. À èìåííî,
äàâëåíèå çàïèñûâàåòñÿ êàê ñóììà äâóõ êîìïîíåíò:

p(t, x, y) = px(t, x, y) + py(t, x, y). (12.17)

Îáðàùàåì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòî íå äâå êîîðäèíàòû âåêòîðà, à äâà ñêàëÿðíûõ ñëàãàåìûõ.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä

u̇x = −1

ρ

∂p

∂x
− σxux, (12.18)

u̇y = −1

ρ

∂p

∂y
− σyuy, (12.19)
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ṗx = −ρc2∂ux
∂x
− σxpx, (12.20)

ṗy = −ρc2∂uy
∂y
− σypy. (12.21)

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæåíèå (12.20) è (12.21) äàåò â îáëàñòè, íå çàíÿòîé ïîãëîùàþùèì
ñëîåì, óðàâíåíèå (12.16).

Äëÿ îïèñàíèÿ çàòóõàíèÿ ïîñòðîèì ðåøåíèå ñèñòåìû (12.18)�(12.22) ïðè ïîñòîÿííûõ
c = c0 è ρ = ρ0. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âîëíà âèäà

px
py
ux
uy

 =


cos2 θ
sin2 θ

(ρ0c0)−1 cos θ
(ρ0c0)−1 sin θ

 f(t− (x cos θ + y sin θ)/c0) gx(x) gy(y) (12.22)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé îñëàáëåíèÿ
gx,y

dgx
dx

= −cos θ σx
c0

gx, (12.23)

dgy
dy

= −sin θ σy
c0

gy, (12.24)

Çäåñü θ � óãîë, ïîä êîòîðûì âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ê îñè x. Ïàðàìåòð θ ìîæåò ïðè-
íèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå è êîìïëåêñíûå. Â ýòîì ñëó÷àå (12.22) îïèñûâàåò
íåîäíîðîäíûå âîëíû. Òàêèå âîëíû âñåãäà ïðèñóòñòâóþò, íàïðèìåð, â áëèæíåì ïîëå ðàñ-
ñåèâàòåëÿ.

Óðàâíåíèÿ (12.23) è (12.24) ëåãêî ðåøàþòñÿ:

gx(x) = exp

{
−cos θ

c0

∫ x

x0

σx(ξ) dξ,

}
(12.25)

gy(y) = exp

{
−sin θ

c0

∫ y

y0

σy(ξ) dξ,

}
(12.26)

ãäå, íàïðèìåð, (x0, y0) ∈ Ω.
Âèä ðåøåíèÿ (12.22) ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ áåçîòðàæàòåëü-

íû.
Ñîîòíîøåíèÿ (12.25) è (12.26) ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïîãëîùåíèå â PML êàê ôóíêöèþ

óãëà θ. Ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ. Ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè âîëíû íà ãðà-
íèöó äëÿ ïîãëîùåíèÿ ðàáîòàåò ôîðìóëà (12.13). Ïðè ïàäåíèè, áëèçêîì ê êàñàòåëüíîìó,
ïîãëîùåíèå ñòàíîâèòñÿ ìàëûì. Â ñëó÷àå êîìïëåêñíîãî óãëà âîëíà íå ïîãëîùàåòñÿ âîâñå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîñòè÷ü ïðèåìëåìîãî çàòóõàíèÿ âñåõ êîìïîíåíò ïîëÿ, íàäî ñòàâèòü
ñëîé PML íå âïëîòíóþ ê ðàññåèâàòåëþ, à îñòàâëÿÿ ìåæäó ðàññåèâàòåëåì è ñëîåì ñâî-
áîäíîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà óãîë ïàäåíèÿ áóäåò íå ñêîëüçÿùèì, à íåîäíîðîäíûå âîëíû
çàòóõíóò åñòåñòâåííûì îáðàçîì.

Ïîíÿòèå êîìïëåêñíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ
Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ âûâîäèòü áåçîòðàæàòåëüíûå óðàâíåíèÿ â ñëîæíûõ ôèçè÷åñêèõ

ñèòóàöèÿõ, ïîýòîìó íåîáõîäèìî ðàçîáðàòüñÿ â èõ ñòðóêòóðå. Â îñíîâå òàêèõ óðàâíåíèé
ëåæèò êîìïëåêñíàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ. Ïðîêîììåíòèðóåì ýòî.
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Âåðíåìñÿ ê îäíîìåðíûì óðàâíåíèÿì (12.5), (12.6) ñ ïîñòîÿííûìè ρ = ρ0 è c = c0.
Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî t, ò. å. ïåðåéäåì ê ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å íà ÷àñòîòå
ω (ïðåäïîëàãàåòñÿ çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âèäà e−iωt). Íîâûå ïîëåâûå ïåðåìåííûå áóäåì
îáîçíà÷àòü ũ(x) è p̃(x).

Óðàâíåíèÿ (12.5), (12.6) çàïèøóòñÿ êàê

(−iω + σ(x))p̃ = −ρ0c
2
0

dũ

dx
, (12.27)

(−iω + σ(x))ũ = − 1

ρ0

dp̃

dx
. (12.28)

Ïåðåïèøåì ýòó ñèñòåìó â âèäå

1

1 + iσ(x)/ω

dũ

dx
=

iω

ρ0c2
0

p̃, (12.29)

1

1 + iσ(x)/ω

dp̃

dx
= iρ0ωũ. (12.30)

Ââåäåì âìåñòî x íîâóþ ïåðåìåííóþ x′, òàêóþ ÷òî

d

dx′
=

1

1 + iσ(x)/ω

d

dx
. (12.31)

Î÷åâèäíî,
dx′

dx
= 1 +

iσ(x)

ω
(12.32)

è

x′ = x+
i

ω

∫ x

x0

σ(ξ) dξ. (12.33)

Åñëè x � äåéñòâèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, èçìåíÿþùàÿñÿ îò x0 < L äî x1 > H, âåëè÷è-
íà x′(x) ïåðåìåùàåòñÿ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïî íåêîòîðîìó êîíòóðó, ïîêàçàííîìó íà
Ðèñ. 12.3.

Re[ ] =x' x

Im[ ]x'

L H

x xêðèâàÿ '( )

Ðèñ. 12.3: Êîíòóð x′ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

Â íîâîé ïåðåìåííîé óðàâíåíèÿ (12.31), (12.32) èìåþò âèä

dũ

dx′
=

iω

ρ0c2
0

p̃, (12.34)

dp̃

dx′
= iρ0ωũ. (12.35)
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Äàëåå äåëàåòñÿ î÷åíü íåòðèâèàëüíûé õîä. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ (12.29), (12.30) âû-
ïîëíÿþòñÿ êàê óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé x′. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ åñòü (

p̃
ũ

)
= A

(
1

(ρ0c0)−1

)
exp{iωx′/c0} (12.36)

(îïÿòü æå, íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè x′).
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü èñõîäíîå ðåøåíèå p̃(x), ũ(x), íåîáõîäèìî âçÿòü ðåøåíèå

(12.31) íà êðèâîé x′(x), ïîêàçàííîé íà Ðèñ. 12.31. Î÷åâèäíî, îòðàæåííîé âîëíû ïðè ýòîì
íåò, è ïðîõîæäåíèå âîëíû ÷åðåç ïîãëîùàþùèé ñëîé ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ àìïëèòóäû
ïëîñêîé âîëíû.

Âûâîä óðàâíåíèé äëÿ äâóìåðíîãî PML
Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàññóæäåíèå, êîòîðîå ïðèâîäèò ê âûâîäó íåòðèâèàëüíûõ è çàìå-

÷àòåëüíûõ óðàâíåíèé (12.18)�(12.21). Ðàññóæäåíèå ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ øàãîâ.
Øàã 1. Ê óðàâíåíèÿì (12.14)�(12.16) ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî âðåìåíè, à

èìåííî, óêðàøàåì ïîëåâûå ïåðåìåííûå òèëüäîé è çàìåíÿåì îïåðàòîð ∂/∂t íà −iω:

− iωũx = − 1

ρ0

∂p̃

∂x
. (12.37)

− iωũy = − 1

ρ0

∂p̃

∂y
. (12.38)

− iωp̃ = −ρ0c
2
0

(
∂ũx
∂x

+
∂ũy
∂y

)
. (12.39)

Øàã 2.Ôîðìàëüíî çàìåíèì êîîðäèíàòû x, y â (12.37)�(12.39) íà êîîðäèíàòû x′, y′. Ïðè
ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäèíàòû x′, y′ � êîìïëåêñíûå, ò. å. óðàâíåíèÿ (12.37)�(12.39)
âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò. Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî åñòü êðèâûå x′(x) è y′(x), óõîäÿùèå îò äåéñòâèòåëüíûõ îñåé è ãàðàíòèðóþùèå óáûâà-
íèå. Èòàê, ïåðåéäåì îò (12.37)�(12.39) ê

− iωũx = − 1

ρ0

∂p̃

∂x′
. (12.40)

− iωũy = − 1

ρ0

∂p̃

∂y′
. (12.41)

− iωp̃ = −ρ0c
2
0

(
∂ũx
∂x′

+
∂ũy
∂y′

)
. (12.42)

Øàã 3. Ó íàñ åñòü äåéñòâåííûé ðåöåïò ïî ïåðåõîäó îò êîîðäèíàò x, y ê x′, y′. Âîñïîëü-
çóåìñÿ èì:

∂

∂x′
=

1

1 + iσx(x)/ω

∂

∂x
, (12.43)

∂

∂y′
=

1

1 + iσy(y)/ω

∂

∂y
. (12.44)

Åñòåñòâåííî, çàìåíà êîîðäèíàò îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì, ñõîäíûì ñ (12.33). Óðàâíå-
íèÿ (12.40)�(12.42) çàìåíÿþòñÿ íà

− iωũx = − 1

ρ0

1

1 + iσx(x)/ω

∂p̃

∂x
. (12.45)
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− iωũy = − 1

ρ0

1

1 + iσy(y)/ω

∂p̃

∂y
. (12.46)

− iωp̃ = −ρ0c
2
0

(
1

1 + iσx(x)/ω

∂ũx
∂x

+
1

1 + iσy(y)/ω

∂ũy
∂y

)
. (12.47)

Øàã 4. Â óðàâíåíèÿõ (12.45)�(12.47) èçáàâëÿåìñÿ îò çíàìåíàòåëåé. Íàøà öåëü � ïîëó-
÷èòü óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå òîëüêî ìíîãî÷ëåíû îò−iω (íî íå ðàöèîíàëüíûå âûðàæåíèÿ).
Ëó÷øå, åñëè ýòè óðàâíåíèÿ áóäóò ñîäåðæàòü òîëüêî ïåðâûå ñòåïåíè −iω. Ñ óðàâíåíèÿìè
(12.45), (12.46) âñå ïðîñòî:

− iωũx − iσx(x)ũx = − 1

ρ0

∂p

∂x
, (12.48)

− iωũy − iσy(y)ũy = − 1

ρ0

∂p

∂y
. (12.49)

Óðàâíåíèå (12.47) ïðèõîäèòñÿ ðàçáèâàòü íà äâå ÷àñòè:

p̃ = p̃x + p̃y, (12.50)

− iωp̃x = −ρ0c
2
0

1

1 + iσx(x)/ω

∂ũx
∂x

, (12.51)

− iωp̃y = −ρ0c
2
0

1

1 + iσy(y)/ω

∂ũy
∂y

(12.52)

ñ (12.17). Ýòè óðàâíåíèÿ ïåðåïèñûâàþòñÿ êàê

− iωp̃x − iσx(x)p̃x = −ρ0c
2
0

∂ux
∂x

, (12.53)

− iωp̃y − iσy(y)p̃y = −ρ0c
2
0

∂uy
∂y

. (12.54)

Èòàê, òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà (12.48), (12.49), (12.50), (12.53), (12.54).
Øàã 5. Ê îïèñàííîé ñèñòåìå ïðèìåíÿåòñÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî t, à

èìåííî, âûðàæåíèå −iω çàìåíÿåòñÿ íà ∂/∂t è ñíèìàåòñÿ òèëüäà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ
ñèñòåìà (12.18)�(12.21).

Äåìîíñòðàöèÿ ðàáîòîñïîñîáíîñòè ïðîöåäóðû. PML â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-
òàõ

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ðàáîòîñïîñîáíîñòè îïèñàííîé ïðîöåäóðû ïîñòðîèì PML äëÿ óðàâ-
íåíèé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

u̇r = − 1

ρ0

∂p

∂r
, (12.55)

u̇ϕ = − 1

ρ0r

∂p

∂ϕ
, (12.56)

ṗ = −ρ0c
2
0

(
∂ur
∂r

+
1

r
ur +

1

r

∂uϕ
∂ϕ

)
. (12.57)
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Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïëîòíîñòü è ñêîðîñòü çâóêà ïîñòîÿííû. Íàøà çàäà÷à ñôîðìèðîâàòü
èäåàëüíî ñîãëàñîâàííûé ñëîé â êîëüöå L < r < H. Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî øàãàì, äîáàâëÿÿ
ìèíèìàëüíûå êîììåíòàðèè.

Øàã 1, Øàã 2. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé, â êîòîðîé ìû ñðàçó
çàìåíèëè r íà r′

− iωũr = − 1

ρ0

∂p̃

∂r′
, (12.58)

− iωũϕ = − 1

ρ0r′
∂p̃

∂ϕ
, (12.59)

− iωp̃ = −ρ0c
2
0

(
∂ũr
∂r′

+
1

r′
ũr +

1

r′
∂ũϕ
∂ϕ

)
. (12.60)

Øàã 3. Äåëàåì çàìåíó
∂

∂r′
=

1

1 + iσ(r)/ω

∂

∂r
, (12.61)

ãäå σ(r) � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, îòëè÷íûé îò íóëÿ â êîëüöå L < r < H.
Íàì ïîòðåáóåòñÿ ÿâíûé âèä çàìåíû:

r′ = r(1 + iΞ(r)/ω), Ξ(r) =
1

r

r∫
0

σ(ξ) dξ. (12.62)

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (12.58), (12.59), (12.60) êàê

− iωũr = − 1

ρ0

1

1 + iσ(r)/ω

∂p̃

∂r
, (12.63)

− iωũϕ = − 1

ρ0r

1

1 + iΞ(r)/ω

∂p̃

∂ϕ
, (12.64)

− iωp̃ = − ρ0c
2
0

1 + iσ(r)/ω

∂ũr
∂r
− 1

r

ρ0c
2
0

1 + iΞ(r)/ω

(
ũr +

∂ũϕ
∂ϕ

)
. (12.65)

Øàã 4. Ïåðåïèñûâàåì óðàâíåíèÿ (12.63), (12.64) â �ïðèëè÷íîì� âèäå:

(−iω + σ(r))ũr = − 1

ρ0

∂p̃

∂r
, (12.66)

(−iω + Ξ(r))ũϕ = − 1

ρ0r

∂p̃

∂ϕ
. (12.67)

Óðàâíåíèå (12.65) âûãëÿäèò ïëîõî, íî ìû çíàåì, ÷òî äåëàòü. Ðàçáèâàåì p̃ íà äâà ñëà-
ãàåìûõ:

p̃ = p̃1 + p̃2 (12.68)

à óðàâíåíèå (12.65) � íà äâå ÷àñòè:

− iωp̃1 = − ρ0c
2
0

1 + iσ(r)/ω

∂ũr
∂r

, (12.69)
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− iωp̃2 = −1

r

ρ0c
2
0

1 + iΞ(r)/ω

(
ũr +

∂ũϕ
∂ϕ

)
, (12.70)

ïîñëå ÷åãî ïåðåïèñûâàåì èõ â âèäå

(−iω + σ(r))p̃1 = −ρ0c
2
0

∂ũr
∂r

, (12.71)

(−iω + Ξ(r))p̃2 = −ρ0c
2
0

r

(
ũr +

∂ũϕ
∂ϕ

)
. (12.72)

Øàã 5. Ïðèìåíÿåì ê óðàâíåíèÿì (12.66), (12.67), (12.68), (12.71), (12.72) îáðàòíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

p = p1 + p2, (12.73)

u̇r = − 1

ρ0

∂p

∂r
− σ(r)ur, (12.74)

u̇ϕ = − 1

ρ0r

∂p̃

∂ϕ
− Ξ(r)uϕ. (12.75)

ṗ1 = −ρ0c
2
0

∂ur
∂r
− σ(r)p1, (12.76)

ṗ2 = −ρ0c
2
0

r

(
ũr +

∂ũϕ
∂ϕ

)
− Ξ(r)p2. (12.77)

Ýòî äàåò ñèñòåìó óðàâíåíèé PML.

Çàäà÷è

1. Ïîñòðîèòü óðàâíåíèÿ PML äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (r, ϕ), îáåñïå÷èâàþùèå ýâàêóàöèþ âîëí íà ãðàíèöå îáëàñòè
r1 < r < r2, ϕ1 < ϕ < ϕ2.

2. Ïîñòðîèòü óðàâíåíèÿ PML äëÿ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè â öè-
ëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (r, ϕ, z), îáåñïå÷èâàþùèå ýâàêóàöèþ âîëí íà ãðàíèöå öè-
ëèíäðà z1 < z < z2, r < R.

3. Ðàçîáðàòüñÿ â âûâîäå óðàâíåíèé PML äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå (

∂2

∂t2
− c2∆

)
u = 0

ïî ñòàòüå [7].
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