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Ãëàâà 1

Àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû

�1. Ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà

Òåðìèí �àñèìïòîòèêà� ïðèìåíÿþò, êîãäà ãîâîðÿò î ïîâåäåíèè êàêîé-ëèáî
ôóíêöèè ïðè î÷åíü áîëüøèõ èëè î÷åíü ìàëûõ çíà÷åíèÿõ îäíîãî èç ôèçè÷åñêèõ
ïàðàìåòðîâ. Â íàñòîÿùåì êóðñå ðàññìàòðèâàþòñÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé çàäà÷
òåîðèè êîëåáàíèé è çàäà÷ òåîðèè äèôðàêöèè. Â òåîðèè êîëåáàíèé ìàëûì ïàðà-
ìåòðîì ìîæåò áûòü ìåðà îòêëîíåíèÿ ñèñòåìû îò ëèíåéíîé ñèñòåìû (íàïðèìåð,
îò ïðîñòåéøåãî ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà). Â òåîðèè äèôðàêöèè ìàëûé ïàðàìåòð
� ýòî îáû÷íî îòíîøåíèå äëèíû âîëíû ê õàðàêòåðíûì ãåîìåòðè÷åñêèì ðàçìå-
ðàì ýêðàíîâ.

Îáû÷íî çàäà÷ó â ïîëíîé ïîñòàíîâêå àíàëèòè÷åñêè ðåøèòü íå óäàåòñÿ, îä-
íàêî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ â ðÿä ïî ìàëîìó
ïàðàìåòðó (àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä), âåðíåå ïîñòðîèòü íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ
òàêîãî ðÿäà. Ýòî äàåò óäîáíîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ôèçè÷åñêîé çàäà÷è.

Ñóùåñòâóåò ôîðìàëüíàÿ òåîðèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Ýòà òåîðèÿ
ïîñòðîåíà íà íåîæèäàííûõ, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñâîéñòâàõ. Òàê, îíà îïåðèðó-
åò, ïðåèìóùåñòâåííî, ðàñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè. Äëÿ äåòàëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ
ñ òåîðèåé àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ ïîðåêîìåíäóåì ìîíîãðàôèþ À.Õ.Íàéôý [1],
ñîäåðæàùóþ áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷, èìåþùèõ îòíîøåíèå ê ðàäèîôèçèêå.

Ïðèìåð 1

Ðàññìîòðèì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå

x tg x = 1. (1.1)

Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò àëãåáðàè÷åñêóþ è òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèè, ïî-
ýòîìó àíàëèòè÷åñêè ðåøèòü åãî íå óäàåòñÿ. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü åãî ïðèáëè-
æåííîå ðåøåíèå.
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Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

tg x =
1

x
. (1.2)

Â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè ñòîÿò íå÷åòíûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé x, ïîýòîìó äåé-
ñòâèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè ñèììåòðè÷íû ñîîòâåò-
ñòâóþùèì êîðíÿì íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, ò.å. âñå äåéñòâèòåëüíûå êîðíè
èñ÷åðïûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè {xn} è {−xn}, xn > 0.

Áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå ãðàôè÷åñêè. Îòëîæèì íà îäíîì ãðàôèêå ôóíêöèè
tg x è 1/x (ñì. Ðèñ. 1.1). Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîðíè
óðàâíåíèÿ. Èç ðèñóíêà î÷åâèäíî, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé xn, à
òàêæå ÷òî ïðè áîëüøèõ n

xn ≈ πn.

x

1/x

tg x

x0 x1 x2

p/2 p 2p

Ðèñ. 1.1: Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèå (1.2)

Èòàê, ïîïûòàåìñÿ íàéòè ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êîðíåé xn ïðè áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ n. Áîëüøîé ïàðàìåòð n â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò ëèøü äèñêðåò-
íûå çíà÷åíèÿ. Èçëîæèì íà äàííîì ïðèìåðå îáùóþ ñõåìó ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà
âîçìóùåíèé.

Øàã 1. Âûáîð øàáëîíà ðàçëîæåíèÿ
Ýòî ñàìûé âàæíûé øàã â ðåøåíèè çàäà÷è. Íèêàêîãî îáùåãî ìåòîäà âûáîðà

ïðàâèëüíîãî øàáëîíà íå ñóùåñòâóåò. Èìååòñÿ ðÿä ðåöåïòîâ, óêàçûâàþùèõ ÷òî
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äåëàòü, åñëè òîò èëè èíîé ðàçóìíûé øàáëîí íå ïðèâåë ê õîðîøåìó ðåçóëüòàòó.
Èíîãäà øàáëîí íàçûâàþò íåìåöêèì ñëîâîì Ansatz (àíçàö).

Â äàííîì ñëó÷àå øàáëîí èìååò âèä

xn = πn+
a1

n
+
a2

n2
+
a3

n3
+ . . . , (1.3)

ò.å. îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì n. Äëÿ çàäà÷è ñ áîëü-
øèì ïàðàìåòðîì ýòî ïðåäñòàâëÿåòñÿ îñìûñëåííûì. Øàáëîí ïîêà íå ÿâëÿåòñÿ
ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a1, a2, a3 . . . íå
îïðåäåëåíû.

Øàã 2. Ïîäñòàíîâêà øàáëîíà â óðàâíåíèå
Çäåñü ìû íå ïûòàåìñÿ ïîëó÷èòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ an â îáùåì âèäå,

ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðÿäà (à èìåííî, ÷ëåíàìè, ñîäåð-
æàùèìè ñòåïåíè íå íèæå n−3). Áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå òàíãåíñà â ðÿä
Òåéëîðà:

tg(πn+ a) = a+
2

3!
a3 + . . . , (1.4)

à òàêæå ôóíêöèè 1/x â ðÿä Òåéëîðà:

1

πn+ a
=

1

πn(1 + a/(πn))
=

1

πn

(
1− a

πn
+

a2

(πn)2
− a3

(πn)3
+ . . .

)
. (1.5)

Çäåñü

a =
a1

n
+
a2

n2
+
a3

n3
+ . . . ,

a2 =
a2

1

n2
+ 2

a1a2

n3
+ . . . ,

a3 =
a3

1

n3
+ . . . .

Ñîáèðàÿ âìåñòå âñå ýòè âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì èòîãîâîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (1.2): (a1

n
+
a2

n2
+
a3

n3

)
+

1

3

a3
1

n3
=

1

πn
− a1

π2n3
. (1.6)

Øàã 3. Ïî÷ëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Áóäåì ðåøàòü (1.6) êàê öåïî÷êó óðàâíåíèé ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ n−1.

áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèÿ ýòîé öåïî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíî, íà÷èíàÿ ñ ìëàäøèõ
ñòåïåíåé:

n−1 : a1 =
1

π
, (1.7)

n−2 : a2 = 0, (1.8)
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n−3 : a3 +
1

3
a3

1 = − a1

π2n3
. (1.9)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.7) â (1.9) è ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå, ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

xn ≈ πn+
1

πn
− 4

3

1

(πn)3
. (1.10)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü, íàñêîëüêî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïðèáëèæàåò òî÷-
íûå çíà÷åíèÿ, ïðèâåäåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó.

n x
(0)
n x

(1)
n x

(3)
n xn ∆x

(3)
n 1/(πn)5

1 3.141 3.459 3.416 3.425 0.008 0.003
2 6.283 6.442 6.436 6.437 3 · 10−4 10−4

3 9.424 9.530 9.529 9.529 4 · 10−5 1.3 · 10−5

Çäåñü
x(0)
n = πn,

x(1)
n = πn+

1

πn
,

x(3)
n = πn+

1

πn
− 4

3

1

(πn)3
.

∆x
(3)
n � îòêëîíåíèå x

(3)
n îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî îòêëîíåíèå

ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ áûñòðî ïàäàåò ñ ðîñòîì n. Çíà÷åíèå n = 3 óæå ìîæíî
ñ÷èòàòü �áîëüøèì�, îäíàêî è ïðè n = 1 ïðèáëèæåíèå ðàáîòàåò íåïëîõî.

Êðîìå òîãî, èç òàáëèöû ìîæíî ñäåëàòü ïðåäâàðèòåëüíûé âûâîä, ÷òî ñëåäó-
þùèé îòáðîøåííûé ÷ëåí, âåðîÿòíåå âñåãî, ïðîïîðöèîíàëåí (πn)−5.

Ïðèìåð 2

Îöåíèì çíà÷åíèå èíòåãðàëà

f(λ) =

∞∫
0

λe−x

λ+ x
dx (1.11)

ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ. Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë
(1.11) íå âû÷èñëÿåòñÿ â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

Ïðåæäå âñåãî, îïðåäåëèì, ÷òî çíà÷èò �áîëüøîå çíà÷åíèå�. Êëþ÷åâûì ìî-
ìåíòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ïîâåäåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ. Åãî çíà÷åíèÿ,
ïðåâûøàþùèå, ñêàæåì, 0.1, ñîñðåäîòî÷åíû íà îòðåçêå îò 0 äî íåñêîëüêèõ åäè-
íèö (÷óòü áîëüøå 3). Çíà÷èò, ïðè λ >> 1 âåëè÷èíà λ áîëüøå åñòåñòâåííîãî
ìàñøòàáà èçìåíåíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè.
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Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ

τ =
x

λ
.

Òåïåðü èíòåãðàë (1.11) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â âèäå

f(λ) = λ

∞∫
0

e−λτ

1 + τ
dτ. (1.12)

Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óäàëîñü ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
äâóõ ôóíêöèé: ýêñïîíåíòû, ñîäåðæàùåé áîëüøîé ïàðàìåòð, è ãëàäêîé ôóíêöèè
(1 + τ)−1, íå ñîäåðæàùåé áîëüøîãî ïàðàìåòðà. Òàêîå ðàçáèåíèå íà ìíîæèòåëè
òèïè÷íî äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòèê èíòåãðàëîâ. Ïðèìåðíûé âèä ýòèõ ìíîæè-
òåëåé ïîêàçàí íà Ðèñ. 1.2.

1/(1+ )t1/l

e
-lt

Ðèñ. 1.2: Ñîìíîæèòåëè â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè â (1.12)

Äàëüøå ðàññóæäàþò òàê. Ïóñòü λ î÷åíü âåëèêî. Òîãäà ýêñïîíåíöèàëüíûé
ìíîæèòåëü â (1.12) î÷åíü ìàë âåçäå, êðîìå ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ýòî çíà÷èò,
÷òî çíà÷åíèå èíòåãðàëà îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
âáëèçè íóëÿ. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ (1 + τ)−1 â âèäå ðÿäà:

1

1 + τ
= 1− τ + τ 2 − τ 3 · · · =

∞∑
n=0

(−1)nτn ïðè τ → 0. (1.13)

Ïîäñòàâèì (ôîðìàëüíî) (1.13) â (1.12) è ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííûé ðÿä ïî÷ëåí-
íî:

f(λ) = λ

∞∑
n=0

(−1)n
∞∫

0

e−λττndτ =
∞∑
n=0

(−1)nn!

λn
. (1.14)
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Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òàáëè÷íûé èíòåãðàë

∞∫
0

e−ττndτ = n!

Âûðàæåíèå (1.14) è íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì.
Çàìåòèì, ÷òî ðÿä (1.14) ðàñõîäèòñÿ ïðè âñåõ λ. Ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ðÿä

(1.13) ñõîäèòñÿ òîëüêî ïðè τ < 1, à ïîäñòàâëÿòü åãî ïðèõîäèòñÿ â èíòåãðàë ñ
ïðåäåëàìè îò τ = 0 äî ∞.

Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå ðÿäû ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðàêòè÷å-
ñêèõ âû÷èñëåíèé. Áîëåå òîãî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû, íå ÿâëÿþ-
ùèåñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè, îêàçûâàþòñÿ íå ïðèãîäíûìè äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû-
÷èñëåíèé èç-çà ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè (òèïè÷íûé ïðèìåð � ðÿäû Ôóðüå).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîèëëþñòðèðîâàòü ñâîéñòâà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà, èñ-
ñëåäóåì îñòàòî÷íûé ÷ëåí (1.14). Îáîðâåì ðÿä (1.13) íà ÷ëåíå ñ íîìåðîì N è
âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

1

1 + τ
=

N∑
n=0

(−τ)n +
(−τ)N+1

1 + τ
. (1.15)

Ôóíêöèÿ f(λ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

f(λ) =
N∑
n=0

(−1)nn!

λn
+RN(λ), (1.16)

ãäå

RN(λ) = λ(−1)N+1

∞∫
0

τN+1e−λτ

1 + τ
dτ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè τ > 0
1

1 + τ
< 1.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì íåðàâåíñòâîì è îöåíèì èíòåãðàë:

|RN(λ)| < (N + 1)!

λN+1
. (1.17)

Òàêèì îáðàçîì, îñòàòî÷íûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ÷èñëåííî íå ïðåâûøà-
åò ïåðâîãî îòáðîøåííîãî ÷ëåíà ðÿäà. Êðîìå òîãî, ïðè ôèêñèðîâàííîì N èìååì
RN(λ)→ 0 ïðè λ→∞. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóììà ïåðâûõ N ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷å-
ñêîãî ðÿäà ïðåäñòàâëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè f(λ) âñå òî÷íåå è òî÷íåå ñ ðîñòîì
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λ (ïðè ýòîì äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ λ íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå çíà-
÷åíèå f(λ), óñòðåìëÿÿ N ê áåñêîíå÷íîñòè).

Ïîâåäåíèå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïðè ðàçëè÷íûõ λ è N èëëþñòðèðóåòñÿ íà
Ðèñ. 1.3. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòè ïîêàçàí ëîãàðèôì îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà. Èç
ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïðè äàííîì λ ìèíèìóì îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà äîñòèãàåòñÿ ïðè
çíà÷åíèè N , áëèçêîì ê λ. Òàêàÿ îöåíêà ïîçâîëÿåò ïðè êàæäîì λ âûáðàòü îï-
òèìàëüíîå çíà÷åíèå N .

0 5 10 15 20 25 30 35 40
−20

−10

0

10

20

30

40

50

λ = 5

λ = 10

λ = 20

N

ln(|R
N

|)

Ðèñ. 1.3: Îñòàòî÷íûé ÷ëåí ïðè ðàçëè÷íûõ λ, N

Íà ïðàêòèêå âû÷èñëÿåòñÿ âñåãî íåñêîëüêî ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà
(îäèí, äâà èëè òðè), à çàòåì ðÿä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ïðè
âåñüìà áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà.

Òîò ôàêò, ÷òî äëÿ ôóíêöèÿ f(λ) ïðåäñòàâëÿåòñÿ äàííûì àñèìïòîòè÷åñêèì
ðÿäîì, çàïèñûâàþò â âèäå

f(λ) ∼
∞∑
n=0

(−1)nn!

λn
. (1.18)
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Îïðåäåëåíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïî Ïóàíêàðå

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîäâîäÿò íàñ ê îïðåäåëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿ-
äà ïî Ïóàíêàðå.

Ðÿä íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ïî Ïóàíêàðå, åñëè à) îøèáêà RN , îáó-
ñëîâëåííàÿ óñå÷åíèåì ðÿäà íà N-ì ÷ëåíå ÷èñëåííî íå ïðåâîñõîäèò ïåðâîãî îò-
áðîøåííîãî ÷ëåíà, è á) ïðè ôèêñèðîâàííîì N è ïðè ñòðåìëåíèè áîëüøîãî ïàðà-
ìåòðà ê áåñêîíå÷íîñòè (èëè ìàëîãî ïàðàìåòðà ê íóëþ) îøèáêà RN ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ.

Òî æå ñàìîå îïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â äðóãîé ôîðìå:

Ðÿä íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì, åñëè êàæäûé ñëåäóþùèé ÷ëåí ìåíüøå
ïðåäûäóùåãî, à îñòàòî÷íûé ÷ëåí ñðàâíèì ïî ïîðÿäêó ñ ïåðâûì îòáðîøåííûì
÷ëåíîì.

Â ýòîì îïðåäåëåíèè òåðìèíû �ìåíüøå� è �ñðàâíèì ïî ïîðÿäêó� ïîíèìàþòñÿ
â ñìûñëå òåðìèíîâ �î ìàëîå� è �î áîëüøîå� èç àíàëèçà. À èìåííî, ïóñòü un(λ) �
÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà, à Rn � îñòàòî÷íûé ÷ëåí. Òîãäà ïåðâîå óñëîâèå
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

un(λ)

un+1(λ)
→ 0 ïðè λ→∞, (1.19)

à âòîðîå â âèäå
Rn(λ)

un+1(λ)
→ Cn ïðè λ→∞, (1.20)

ãäå Cn � íåêîòîðàÿ íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà. Î÷åíü âàæíî, ÷òî â îáîèõ âûðàæåíèÿõ
ñòîèò λ → ∞, à íå n → ∞. Èìåííî ýòèì àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä îòëè÷àåòñÿ îò
îáû÷íîãî ñõîäÿùåãîñÿ.

Ïðè ðàçáîðå âòîðîãî ïðèìåðà íàì óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä îá-
ëàäàåò ñâîéñòâàìè àñèìïòîòè÷åñêîãî. Äàëåå ìû íå áóäåì ýòîãî äåëàòü, à àñèìï-
òîòè÷íîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ áóäåì ïðèíèìàòü íà âåðó.

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È

1. Äàíî óðàâíåíèå

x3 − 3x− 2 + ε = 0,

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð.

à) Ïîëó÷èòü ðåøåíèå âáëèçè x = 2.

á) Ïîëó÷èòü ðåøåíèå âáëèçè x = −1.
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2. Â öèëèíäðå äëèíû L è ñå÷åíèÿ S, çàêðûòîì ñ îäíîãî êîíöà, íàõîäèò-
ñÿ æèäêîñòü ïëîòíîñòè ρ è ñæèìàåìîñòè K. Ñ äðóãîãî êîíöà öèëèíäð
çàêðûò ëåãêèì ïîðøíåì, êîòîðûé äâèãàåòñÿ ïî öèëèíäðó ñ òðåíèåì. Êî-
ýôôèöèåíò òðåíèÿ (îòíîøåíèå ñèëû ê ñêîðîñòè) ðàâåí η.

à) Ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ìîæíî ñ÷è-
òàòü ìàëûì?

á) Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ îöåíèòü çàòóõàíèå ñòîÿ÷åé
âîëíû ñ íîìåðîì n.

3. Ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå (1.16), èíòåãðèðóÿ (1.12) ïî ÷àñòÿì.
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�2. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ

Ðàçáîð äîìàøíåãî çàäàíèÿ

Ðàçáåðåì ïåðâóþ èç çàäà÷, çàäàííûõ íà äîì íà ïðîøëîé ëåêöèè. Ðàññìîòðèì
êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå

x3 − 3x− 2 + ε = 0, (2.1)

â êîòîðîì ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Îòìåòèì, ÷òî ýòî �ãóìàííàÿ� ôîðìóëèðîâêà
çàäà÷è. Ìåíåå ãóìàííàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðåäëàãàëà áû ïðèáëèæåííî ðåøèòü,
íàïðèìåð, óðàâíåíèå

x3 − 3x− 1.8 = 0. (2.2)

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî áûëî áû äîãàäàòüñÿ, ÷òî ýòî çàäà÷à ïî òåîðèè âîçìóùåíèé
è ñàìîñòîÿòåëüíî ðàçáèòü óðàâíåíèå íà íåâîçìóùåííóþ ÷àñòü è âîçìóùåíèå
(ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ε = 0.2).

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

(x+ 1)2(x− 2) + ε = 0 (2.3)

Íåâîçìóùåííîå óðàâíåíèå èìååò ïðîñòîé êîðåíü x = 2 è êðàòíûé êîðåíü x =
−1. Ðàçóìíî îæèäàòü, ÷òî âîçìóùåííîå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü êîðíè, áëèçêèå
ê 2 è −1.

Áóäåì èñêàòü êîðåíü, áëèçêèé ê x = 2. Ïîñòðîèì àíçàö â âèäå ñòåïåííîãî
ðÿäà

x = 2 + a1ε+ a2ε
2 + . . . (2.4)

Ïîäñòàâèì àíçàö â óðàâíåíèå è îñòàâèì ÷ëåíû íå âûøå âòîðîé ñòåïåíè ïî ε. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ε(1 + 9a1) + ε2(6a2
1 + 9a2) +O(ε3) = 0. (2.5)

Èç óðàâíåíèÿ ïðè ε1 ïîëó÷àåì

a1 = −1

9
.

Äàëåå, èç óðàâíåíèÿ ïðè ε2 ïîëó÷àåì

a2 = − 2

243
.

Òàêèì îáðàçîì, äàííûé êîðåíü äàåòñÿ ïðèáëèæåííîé ôîðìóëîé

x = 2− 1

9
ε− 2

243
ε2 +O(ε3). (2.6)
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Ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü òîò æå ìåòîä ê îòûñêàíèþ êîðíåé âáëèçè x = −1.
Áóäåì èñïîëüçîâàòü àíçàö

x = −1 + a1ε+ a2ε
2 + . . . (2.7)

Ïîäñòàâèì åãî â óðàâíåíèå. Â ðåçóëüòàòå ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿä-
êà (âêëþ÷èòåëüíî) ïîëó÷èì

ε− 3a2
1ε

2 +O(ε3) = 0. (2.8)

Çàìåòèì, ÷òî ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå ïî÷ëåííî íåò íèêàêîé âîçìîæíîñòè, ïî-
ñêîëüêó óðàâíåíèå ïðè ε1 èìååò âèä 1 = 0. Òàêèì îáðàçîì äàííûé àíçàö íå
ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó.

Âûÿñíèì ïðè÷èíû ýòîãî. Êàê è ðàíüøå, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ãðàôè÷åñêè.
Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

(x+ 1)2(x− 2) = −ε. (2.9)

Íàéäåì ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé, ñòîÿùèõ â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòè. Ëåâîé
÷àñòè ñîîòâåòñòâóåò êóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà, à ïðàâîé � ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ
îñè àáñöèññ (ñì. Ðèñ. 2.1).

x

y x x=( +1)  ( -2)
2

y = -e

2-1

Ðèñ. 2.1: Ê ðàçáîðó äîìàøíåãî çàäàíèÿ

Ðàññìîòðèì ãðàôèêè âáëèçè òî÷êè x = −1. Êóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà â ýòîé òî÷-
êå èìååò íóëåâóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ è íåíóëåâóþ âòîðóþ, ïîýòîìó ëîêàëüíî
îíà õîðîøî ïðèáëèæàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ïàðàáîëîé. Î÷åâèäíî, îòêëîíåíèå êîð-
íÿ îò x = −1 èìååò ïîðÿäîê

√
ε, ÷òî íå ìîæåò áûòü îïèñàíî â ðàìêàõ àíçàöà

(2.7).
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Ïîñòðîèì äðóãîé àíçàö, â áîëüøåé ìåðå ñîîòâåòñòâóþùèé íàøåìó ïîíèìà-
íèþ ïîâåäåíèÿ êîðíåé:

x = −1 + a1ε
1/2 + a2ε+ a3ε

3/2 +O(ε2), (2.10)

ò.å. ðÿä ïî ïîëóöåëûì ñòåïåíÿì ε. Ïîäñòàâèì àíçàö â óðàâíåíèå. Ïîëó÷èì

ε(1− 3a2
1) + ε3/2(a3

1 − 6a1a2) +O(ε2) = 0. (2.11)

Îòñþäà

a1 = ± 1√
3
, a2 =

1

18
.

Òàêèì îáðàçîì, êðàòíûé êîðåíü x = −1 íåâîçìóùåííîé çàäà÷è ïðåâðàùàåòñÿ
â ïàðó êîðíåé

x = −1± ε1/2

31/2
+

ε

18
+O(ε3/2) (2.12)

Èíòåãðàëû òèïà Ëàïëàñà

Ïåðåéäåì ê çàÿâëåííîé òåìå ëåêöèè, à èìåííî ê àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêå
èíòåãðàëîâ.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà

I(s) =

b∫
a

f(x)e−sxdx, (2.13)

ãäå s � áîëüøîé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, à f(x) � äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ, íå ñîäåðæàùàÿ áîëüøîãî ïàðàìåòðà. Ýòî ïðîñòåéøèé èíòåãðàë òèïà Ëà-
ïëàñà. Î÷åâèäíî, ê äàííîìó òèïó ïðèíàäëåæèò èíòåãðàë, ðàññìîòðåííûé âî
âòîðîì ïðèìåðå ïðåäûäóùåé ëåêöèè. Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì ýòè èíòåãðàëû
áîëåå ïîäðîáíî, à òàêæå ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ òàêîãî èíòåãðàëà.

Êàê ñëåäóåò èç ðàññìîòðåíèÿ, ïðîäåëàííîãî â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, ýêñïî-
íåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü áûñòðî óáûâàåò ñ ðîñòîì x, è îñíîâíîé âêëàä â èíòå-
ãðàë äàåò êîíöåâàÿ òî÷êà x = a. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(x) â ñòåïåííîé ðÿä â
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè:

f(x) = A0(x− a)α + A1(x− a)α+1 + . . . (2.14)

Îòìåòèì, ÷òî íà ýòîò ðàç ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû ðÿä ñîäåðæàë òîëüêî öåëûå ñòå-
ïåíè, ò.å. α ìîæåò, íàïðèìåð, ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 1/2 èëè −1/2. Âàæíî, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî α > −1, îáåñïå÷èâàþùåå ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà.
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Ìëàäøèì ñòåïåíÿì (x−a) ñîîòâåòñòâóþò ñòàðøèå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðÿäà. Ãëàâíûé (ò.å. ñàìûé ñòàðøèé) ÷ëåí ðÿäà îöåíèâàåòñÿ êàê

I(s) = A0e
−sa
∫ b

a

(x− a)αe−s(x−a)dx+ · · · =

A0e
−sa
∫ ∞
a

(x− a)αe−s(x−a)dx+ · · · = A0e
−saΓ(α + 1)

sα+1
. (2.15)

Çäåñü Γ � ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, îïðåäåëÿåìàÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

Γ(α) =

∫ ∞
0

tα−1e−tdt. (2.16)

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â (2.15) ïðîèçîøåë ïåðåõîä îò èíòåãðàëà ïî îò-
ðåçêó (a, b) ê èíòåãðàëó ïî ïîëóîñè (a,∞). Òàêîé ïåðåõîä âîçìîæåí, ïîñêîëüêó
ðàçíîñòü (ò.å. èíòåãðàë ïî ïîëóîñè (b,∞)) ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ
ñî âêëàäîì îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Òàêîé ïðèåì ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì äëÿ àñèìïòî-
òè÷åñêîé îöåíêè èíòåãðàëîâ. Åñëè îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ãëàâíûé ÷ëåí äàåò òîëüêî
îäèí èç êîíöîâ èíòåðâàëà, òî ïðè îöåíêå ýòîãî ãëàâíîãî ÷ëåíà ñî âòîðûì êîí-
öîì èíòåðâàëà ìîæíî äåëàòü ÷òî óãîäíî (êàê ïðàâèëî, ïîëîæèòü åãî ðàâíûì
áåñêîíå÷íîñòè).

Ôîðìóëà (2.15) î÷åíü âàæíà. Ðåêîìåíäóåòñÿ çàïîìíèòü åå èëè çàïîìíèòü òî
ìåñòî, ãäå îíà çàïèñàíà.

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå îáîáùåíèÿ äàííîé ôîðìóëû.

Êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ s
Ïóñòü çíà÷åíèå s íå ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì ïîëîæèòåëüíûì äåéñòâèòåëüíûì, à

ðàâíî s = |s|σ, ãäå |s| � áîëüøàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, à
σ � êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ïî ìîäóëþ ðàâíîå åäèíèöå.

Ýêñïîíåíòà, ñòîÿùàÿ â (2.13), ïðèîáðåòàåò âèä

exp{−Re[σ]|s|} exp{−iIm[σ]|s|}.

Ïåðâûé ìíîæèòåëü îòâå÷àåò çà ðîñò / óáûâàíèå, à âòîðîé ìíîæèòåëü � çà
îñöèëëÿöèè. Ïðè Re[σ] > 0 ðàññóæäåíèÿ îá óáûâàíèè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíê-
öèè îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè, è îöåíêà (2.15) îñòàåòñÿ âåðíîé. Ïðè Re[σ] < 0
ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåñòàåò áûòü óáûâàþùåé è äåëàåòñÿ âîçðàñòàþ-
ùåé ñ ðîñòîì x. Ïîýòîìó îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë äàåò êîíåö îòðåçêà x = b.
Ôîðìàëüíî ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé ñ ïîìîùüþ çàìåíû x→ −x.

Åñëè Re[σ] = 0, òî ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè
íåò. Âìåñòî ýòîãî èìåþòñÿ áûñòðûå îñöèëëÿöèè. Òàêîé èíòåãðàë áóäåò èçó÷àòü-
ñÿ â ðàçäåëå �èíòåãðàëû òèïà Ôóðüå�.
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Áîëåå ñëîæíûé âèä ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ
Ïóñòü èíòåãðàë èìååò âèä

I(s) =

b∫
a

f(x) exp{−sg(x)} dx (s = σ|s|) (2.17)

Ïóñòü Re[σ] > 0, g(x) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, g′(a) 6= 0. Ïîëüçó-
ÿñü òåì æå ðàññóæäåíèåì, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ãëàâíûé âêëàä â èíòåãðàë
äàåò êîíöåâàÿ òî÷êà èíòåðâàëà x = a. Ôîðìàëüíî ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó ê ïðåäû-
äóùåé, ïåðåéäÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé t = g(x). Òîãäà

I(s) =

g(b)∫
g(a)

f(g−1(t))
e−stdt

g′(g−1(t))
, (2.18)

ãäå g−1 � îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ. Îöåíêà ñòàðøåãî ÷ëåíà èíòåãðàëà åñòü

I(s) ≈ A0e
−sg(a)

(sg′(a))α+1
Γ(α + 1). (2.19)

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ìåòîäîì ïåðåâàëà

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà èíòåãðàë, îïðåäåëÿþùèé ôóíêöèþ Õàíêåëÿ
ïåðâîãî ðîäà:

H
(1)
0 (x) =

1

π

∫
γ

exp{ix cos θ} dθ. (2.20)

Èíòåãðèðîâàíèå ïðîèñõîäèò â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ïåðåìåííîé θ ïî êîíòóðó
γ, ïîêàçàííîìó íà Ðèñ. 2.2.

Äàííîå èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì Ñîíèíà. Åãî
ïðîèñõîæäåíèå âïîëíå î÷åâèäíî. Ïðåîáðàçîâàíèå ê ïåðåìåííîé k = cos θ ïðè-
âîäèò ê èíòåãðàëó Ôóðüå

H
(1)
0 (x) =

1

π

∞∫
−∞

eikx√
1− k2

dk, (2.21)

ò.å. ôóíêöèÿ Õàíêåëÿ � Ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè (1− k2)−1/2.
Ïîñòðîèì îöåíêó ôóíêöèè Õàíêåëÿ ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x. Çàìå-

òèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (2.20) âåçäå íà êîíòóðå γ ïî ìîäóëþ
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g'

0 p Re[ ]q

Im[ ]q

g

0 p Re[ ]q

Im[ ]q

g''

0 p Re[ ]q

Im[ ]q

Ðèñ. 2.2: Êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Õàíêåëÿ

ðàâíî åäèíèöå, ïîýòîìó ãîâîðèòü î òîì, ÷òî êàêàÿ-òî òî÷êà êîíòóðà äàåò îñ-
íîâíîé âêëàä, ïîêà íåëüçÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñòàëî âîçìîæíûì, íåîáõîäèìî
äåôîðìèðîâàòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü îáùåãî âèäà exp{ixg(θ)}. Åñëè â
êàêîé-òî òî÷êå Im[g(θ)] > 0, òî çíà÷åíèå ýòîãî ìíîæèòåëÿ â ýòîé òî÷êå ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ ïðè x→∞, ò.å. ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ �ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà�.
Ïîñòàðàåìñÿ ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ïî÷òè âåçäå áûëà
ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà è íèãäå íå áûëà ýêñïîíåíöèàëüíî âåëèêà. Çàøòðèõóåì
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè θ îáëàñòè, ãäå Im[cos θ] > 0 (ñì. Ðèñ. 2.2) è ñìåñòèì
êîíòóð â çàøòðèõîâàííóþ îáëàñòü. Òî÷êà θ = 0 îñòàåòñÿ íà ìåñòå, ïîñêîëü-
êó îíà ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåâàëà (ëåæèò íà ñòûêå äâóõ îáëàñòåé ðîñòà è äâóõ
îáëàñòåé óáûâàíèÿ). Äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî ñìåñòèòü êîíòóð â îáëàñòü
óáûâàíèÿ ñîâñåì íåìíîãî (íàïðèìåð, ïðåâðàòèòü åãî â êîíòóð γ′), îäíàêî îáû÷-
íî äåôîðìàöèþ îñóùåñòâëÿþò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ
ïðåâðàòèëñÿ â êîíòóð íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà (ò.å. ÷òîáû ôóíêöèÿ Im[g(θ)] ðîñ-
ëà íà íåì êàê ìîæíî ñêîðåå) èëè â êîíòóð ïîñòîÿííîé ôàçû (ò.å. ÷òîáû ôóíêöèÿ
Re[g(θ)] îñòàâàëàñü ïîñòîÿííîé). Ïîäóìàéòå, ïî÷åìó ýòî îäíî è òî æå. Êîíòóð
íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà îáîçíà÷èì γ′′.

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë ïî êîíòóðó γ′′. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íà íåì ìàëà
âåçäå, êðîìå îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåâàëà. Âáëèçè îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåâàëà
ðàçëîæèì êîñèíóñ â ðÿä Òåéëîðà:

H
(1)
0 (x) ≈ 1

π

∫
γ′′

exp{ix(1− θ2/2)}dθ. (2.22)
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Äàëåå ââåäåì ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòó τ , òàêóþ ÷òî θ = e−iπ/4τ .

H
(1)
0 (x) ≈ eix−iπ/4

π

∞∫
−∞

exp{−xτ 2/2}dτ. (2.23)

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â (2.22) è (2.23) ïðîèçâîäèòñÿ ïî ðàçíûì êîíòó-
ðàì. Òàêàÿ çàìåíà ïðàâîìåðíà, ïîñêîëüêó ðàçíèöà ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà.

Íàêîíåö, ïîëüçóÿñü òàáëè÷íîé ôîðìóëîé

∞∫
−∞

exp{−t2}dt =
√
π, (2.24)

ïîëó÷àåì

H
(1)
0 (x) ≈ eix−iπ/4

√
2√

πx
. (2.25)

Î÷åíü ïîëåçíî âûÿñíèòü, êàêàÿ èìåííî îêðåñòíîñòü òî÷êè θ = 0 äàåò âêëàä â
èíòåãðàë. Îöåíêîé ðàçìåðà ýòîé îêðåñòíîñòè ñëóæèò òî, ÷òî â íåé ïîêàçàòåëü
ýêñïîíåíòû, íàïðèìåð, â (2.22) ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. Òî åñòü, îêðåñò-
íîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

|θ| <
√

2/x. (2.26)

Ðàçóìååòñÿ, äâîéêà â ýòîé ôîðìóëå áîëüøîãî ñìûñëà íå èìååò, ïîñêîëüêó ìû
èùåì ëèøü îöåíêó ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû. Âàæíî, ÷òî ðàçìåð îêðåñòíîñòè îêà-
çûâàåòñÿ ïîðÿäêà x−1/2.

Áîëåå îáùèé âèä ðàññìàòðèâàåìîãî èíòåãðàëà åñòü

I(s) =

∫
f(x) exp{−sg(x)}dx (2.27)

ñóòü ìåòîäà ïåðåâàëà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ñìåùàåòñÿ
â íàïðàâëåíèè íàèáîëüøåãî âîçðàñòàíèÿ ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè g(x).
Êîíòóð ìîæíî ñìåùàòü â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè äî òåõ ïîð, ïîêà îí íå ëÿ-
æåò íà òî÷êó ïåðåâàëà, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ñòûêå äâóõ îáëàñòåé ðîñòà è äâóõ
îáëàñòåé óáûâàíèÿ Re[g]. Â ýòîé òî÷êå ãðàäèåíò Re[g] ðàâåí íóëþ, à çíà÷èò êîì-
ïëåêñíàÿ ïðîèçâîäíàÿ g′ ðàâíà íóëþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ
g íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òî÷êà ïåðåâàëà x = x∗ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

g′(0) = 0, g′′(x∗) 6= 0. (2.28)
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Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ g′′(x∗) äåéñòâè-
òåëüíà è áîëüøå íóëÿ. Âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé ìîæíî äîñòè÷ü, ïðîèçâîäÿ
çàìåíó íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Ïóñòü òàêæå

f(x∗) 6= 0. (2.29)

Òîãäà ãëàâíûé ÷ëåí â àñèìïòîòè÷åñêîì ðàçëîæåíèè èíòåãðàëà èìååò âèä

I(s) ≈ f(x∗)e
−sg(x∗)

√
2π

sg′′(x∗)
(2.30)

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È

1. Îöåíèòü èíòåãðàë

I(s) =

1∫
−1

√
1− x2esxdx

ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x.

2. Îöåíèòü èíòåãðàë

I(x) =

∫
γ′′

sinm(θ) exp{ix cos θ}dθ

ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x è öåëûõ m.
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�3. Èíòåãðàëû òèïà Ôóðüå è âû÷èñëåíèå âîëíîâûõ
ïîëåé

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ òèïà Ôóðüå

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë âèäà

I(ω) =

b∫
a

f(x) exp{iωg(x)}dx, (3.1)

ãäå ω � áîëüøîé äåéñòâèòåëüíûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, à g(x) � äåéñòâè-
òåëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áûñòðî îñöèëëèðóþùåé. Âåëè÷èíà ωg′

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîêàëüíóþ ÷àñòîòó îñöèëëÿöèé, à f(x) � ëîêàëüíóþ àì-
ïëèòóäó (îãèáàþùóþ).

Âèä ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïîêàçàí íà Ðèñ. 3.1. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè
âáëèçè ïî÷òè ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè ïðîìåæóòêà èìååòñÿ ìíîæåñòâî �ïîëî-
æèòåëüíûõ� è �îòðèöàòåëüíûõ� ïîëóïåðèîäîâ, è îíè êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà.
Íåñêîìïåíñèðîâàííûå ïîëóïåðèîäû âîçíèêàþò ëèáî âáëèçè êîíöîâ èíòåðâàëà
èíòåãðèðîâàíèÿ, ëèáî òàì, ãäå ëîêàëüíàÿ ÷àñòîòà îáðàùàåòñÿ â íóëü.

a b

g' x( ) = 0

Ðèñ. 3.1: Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ èíòåãðàëà òèïà Ôóðüå

Äëÿ ñòðîãîãî àíàëèçà èíòåãðàëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè f è g ïðîäîë-
æàþòñÿ àíàëèòè÷åñêè â íåêîòîðóþ ïîëîñó êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîäåðæà-
ùóþ îòðåçîê a, b äåéñòâèòåëüíîé îñè. Äåôîðìèðóåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïî÷òè âñå åãî òî÷êè îêàçàëèñü â îáëàñòÿõ ñ Im[g(x)] > 0,
ò.å. â îáëàñòÿõ ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ. Íà äåéñòâèòåëüíîé îñè îñòàíóòñÿ
êîíöåâûå òî÷êè è òî÷êè ïåðåâàëà (òî÷êè ñ g′ = 0). Êîíöåâûì òî÷êàì áóäóò
ñîîòâåòñòâîâàòü èíòåãðàëû òèïà Ëàïëàñà, à òî÷êàì ïåðåâàëà � ïåðåâàëüíûå
èíòåãðàëû.
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Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü íàäî îöåíèòü èíòåãðàë

I(ω) =

∫ 2

−1

(x+ 10) exp{iωx2}dx (3.2)

Çäåñü f(x) = x + 10, g(x) = x2. Íàéäåì òî÷êè ïåðåâàëà. Èç óðàâíåíèÿ g′ = 0
ïîëó÷àåì, ÷òî èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïåðåâàëà x = 0, è îíà ïðèíàäëå-
æèò ïðîìåæóòêó èíòåãðèðîâàíèÿ. Äåôîðìèðóåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ êàê
ïîêàçàíî íà Ðèñ. 3.2.

-1

2

Re[ ]x

Im[ ]x

I

I I-1

2

0

Ðèñ. 3.2: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ èíòåãðàëà (3.2)

Îñíîâíûå (íå ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûå) âêëàäû â èíòåãðàë äàþò êîíöåâûå
òî÷êè è òî÷êà ïåðåâàëà:

I(ω) ≈ I−1 + I2 + I0. (3.3)

Âêëàäû êîíöåâûõ òî÷åê îöåíèâàåì, ïðîèçâîäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ è ïîëü-
çóÿñü ôîðìóëîé (2.19). Òàê, äëÿ îêðåñòíîñòè òî÷êè x = −1 ââîäèì ïåðåìåííóþ
τ , òàêóþ ÷òî x = −1− iτ . Ïîëó÷àåì

I−1 = −i9e
iω

2ω
.

Äëÿ îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 2 ââîäèì ïåðåìåííóþ τ ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
x = 2 + iτ . Ïîëó÷àåì

I2 =
3ie4iω

ω

Íàêîíåö, äëÿ îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåâàëà ââîäèì ïåðåìåííóþ τ ñ ïîìîùüþ
ñîîòíîøåíèÿ x = eiπ/4τ . Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (2.30), ïîëó÷àåì

I0 =
10eiπ/4√

ω
.

Îòìåòèì, ÷òî âêëàäû êîíöåâûõ òî÷åê ïðîïîðöèîíàëüíû ω−1, à âêëàä òî÷êè
ïåðåâàëà ïðîïîðöèîíàëåí ω−1/2, ò.å. òî÷êà ïåðåâàëà äàåò äîìèíèðóþùèé âêëàä.
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Âû÷èñëåíèå âîëíîâûõ ïîëåé

Ïðèìåíèì ìåòîä, ðàçâèòûé âûøå, ê âû÷èñëåíèþ âîëíîâîãî ïîëÿ. Ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó î ðàññåÿíèè ïëîñêîé âîëíû íà ïîëîñå. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì
äâóìåðíîãî ñå÷åíèÿ çàäà÷è, â êîòîðîì ïîëîñà âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê îñè x.
Êîíöû îòðåçêà èìåþò êîîðäèíàòû (−a, 0) è (a, 0) (ñì. Ðèñ 3.3).

x

y

-a a

u in

ïðèåìíèê

( , )X Y

f f
-a a

r x( )

r a( )

r a( )-

dx

Ðèñ. 3.3: Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è î äèôðàêöèè íà îòðåçêå

Ïëîñêàÿ âîëíà ïàäàåò íà îòðåçîê âäîëü îñè y â îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèè.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàäàþùàÿ âîëíà èìååò âèä

uin = exp{−iky}. (3.4)

Çäåñü k � âîëíîâîå ÷èñëî. Íàøåé çàäà÷åé áóäåò âû÷èñëèòü ðàññåÿííîå ïîëå â
îáëàñòè y > 0 ïðè áîëüøîì ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè k.

Íå áóäåì âäàâàòüñÿ â òîíêîñòè òåîðèè äèôðàêöèè. Ðàññåÿííîå ïîëå âû÷èñ-
ëèì, ïðèìåíèâ ïðèíöèï Ãþéãåíñà�Ôðåíåëÿ. Ýòî áóäåò, êîíå÷íî, âåñüìà íåñòðî-
ãî, íî òàêîé ïîäõîä áëèçîê ê èçâåñòíîìó è äîñòàòî÷íî îñìûñëåííîìó ïðèáëè-
æåíèþ Êèðõãîôà, è ðàññìàòðèâàåìûå èíòåãðàëû âïîëíå òèïè÷íû äëÿ òåîðèè
äèôðàêöèè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà ïîëîñû (îòðåçêà) ÿâëÿåòñÿ èñòî÷-
íèêîì âòîðè÷íûõ âîëí. Âòîðè÷íàÿ âîëíà, ðàññåÿííàÿ áåñêîíå÷íî ìàëûì ó÷àñò-
êîì ïîëîñû øèðèíîé dx èìååò âèä

dusc(Q) = Auin(P )
exp{ikr}√

kr
dx, (3.5)

ãäå A � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò, Q � òî÷êà íàáëþäåíèÿ, P � òî÷-
êà ïîëîñû, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïåðåðàññåÿíèå, r � ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
P è Q, uin(P ) � çíà÷åíèå ïàäàþùåãî ïîëÿ â òî÷êå ïåðåðàññåÿíèÿ.
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Äàííàÿ ôîðìóëà îòðàæàåò íàøå ïðåäñòàâëåíèå î òîì, êàê âûãëÿäèò ðàñõî-
äÿùàÿñÿ âîëíà â äâóìåðíîé çàäà÷å. Ðàññåÿííîå ïîëå â ïðèáëèæåíèè Êèðõãîôà
âûãëÿäèò ñõîäíûì îáðàçîì, îäíàêî åãî âèä ÷óòü áîëåå ñëîæåí. Êðîìå òîãî,
ðàçóìååòñÿ, â ïðèáëèæåíèè Êèðõãîôà âûïèñûâàåòñÿ ÿâíûé âèä äëÿ êîýôôè-
öèåíòà A.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ïàäàþùåå ïîëå îäèíàêîâî è ðàâíî 1 âî âñåõ
òî÷êàõ îòðåçêà. Ïóñòü òî÷êà íàáëþäåíèÿ Q èìååò êîîðäèíàòû (X, Y ), à òî÷êà
îòðåçêà P èìååò êîîðäèíàòû (x, 0). Ïîëíîå ðàññåÿííîå ïîëå, ïîëó÷åííîå ñóì-
ìèðîâàíèåì ïîëåé îò âñåõ òî÷åê îòðåçêà, åñòü

usc(X, Y ) = A

a∫
−a

exp{ikr(x)}√
kr(x)

dx, (3.6)

ãäå r(x) èìååò âèä

r(x) =
√

(x−X)2 + Y 2. (3.7)

Î÷åâèäíî, ìû ïîëó÷èëè èíòåãðàë âèäà (3.1), ãäå r(x) èãðàåò ðîëü ôóíêöèè g.
Ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè ýòîãî èíòåãðàëà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîöåäóðîé, îïèñàííîé âûøå, ìû çàìåíÿåì èíòåãðèðîâà-
íèå ïî äåéñòâèòåëüíîìó îòðåçêó x ∈ (−a, a) íà èíòåãðèðîâàíèå ïî íåêîòîðîìó
êîíòóðó â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè x. Íàñ íå äîëæíî ñìóùàòü òî, ÷òî ôèçè÷åñêè
îñìûñëåííàÿ ïåðåìåííàÿ x íà÷èíàåò ïðèíèìàòü êîìïëåêñíûå çíà÷åíèÿ. Íàïè-
ñàâ èíòåãðàë (3.6), ìû âðåìåííî çàáûâàåì î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå âõîäÿùèõ â
íåãî âåëè÷èí. Áîëåå òîãî, ìû ðàññìàòðèâàåì àíàëèòè÷åñêèå ïðîäîëæåíèÿ âñåõ
âõîäÿùèõ â èíòåãðàë ôóíêöèé.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïîñîáà äåôîðìàöèè èíòåãðàëà íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðî-
âàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè Im[r(x)] ïðè x, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
îòðåçêà (−a, a). Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì, ïðè êàêèõ x âûïîëíÿåòñÿ Im[r(x)] =
0. Î÷åâèäíî, ýòî äîñòèãàåòñÿ íà îáúåäèíåíèè äåéñòâèòåëüíîé îñè è îòðåçêà
(X − iY,X + iY ) (ñì. Ðèñ. 3.4). Òî÷êè X ± iY ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ
ôóíêöèè.

Òî÷êà x = X íàõîäèòñÿ íà ñòûêå ÷åòûðåõ îáëàñòåé, ðàçäåëÿåìûõ ëèíèÿìè
ñ Im[r(x)] = 0. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî îíà ìîæåò ÿâëÿòüñÿ òî÷êîé ïåðåâàëà.
Êðîìå òîãî, ýëåìåíòàðíîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî r′(X) = 0, r′′(X) 6= 0, à
ýòî åñòü ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå òî÷êè ïåðåâàëà.

Îïðåäåëèì, êàêàÿ èç îáëàñòåé ñîîòâåòñòâóåò Im[r(x)] > 0. Äëÿ ýòîãî ðàñ-
ñìîòðèì òî÷êó x = x1 + ix2 ñ äåéñòâèòåëüíûìè x1 6= X è x2. Ïóñòü x2 î÷åíü
ìàëî. Âûïîëíèì ïðèáëèæåííûå âû÷èñëåíèÿ:

r(x1 + ix2) ≈
√

(x1 −X)2 + 2ix2(x1 −X) + Y 2 ≈
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√
(x1 −X)2 + Y 2

(
1 +

ix2(x−X)

(x1 −X)2 + Y 2

)
(3.8)

Èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû âèäíî, ÷òî Im[r(x)] è x2 èìåþò îäèíàêîâûé çíàê ïðè
x > X è ðàçíûé çíàê ïðè x < X. Íà Ðèñ. 3.4 çàøòðèõîâàíû îáëàñòè, â êîòîðûå
ìîæíî äåôîðìèðîâàòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ, äîáèâàÿñü ýêñïîíåíöèàëüíîãî
óáûâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé.

Re[ ]x

Im[ ]x

X iY+

X iY-

X

Ðèñ. 3.4: Îáëàñòè ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè

Èìåþòñÿ òðè ñëó÷àÿ:
à) −a < X < a,
á) X < −a,
â) X > a.
Äåôîðìàöèÿ êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ òðåõ ñëó÷àåâ

ïîêàçàíà íà Ðèñ. 3.5. Â ïåðâîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà èíòåãðàëà ñî-
äåðæèò òðè ÷ëåíà: âêëàäû îò êîíöåâûõ òî÷åê, îöåíèâàåìûå êàê èíòåãðàëû òèïà
Ëàïëàñà, è âêëàä îò òî÷êè ïåðåâàëà. Â äâóõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ èìåþòñÿ òîëüêî
âêëàäû îò êîíöåâûõ òî÷åê.

Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ à). Ïðåäñòàâèì îöåíêó èíòåãðàëà â âèäå ñóììû òðåõ âêëà-
äîâ:

usc ≈ I−a + Ia + IX , (3.9)

ãäå ïåðâûå äâà ÷ëåíà � âêëàäû îò êîíöåâûõ òî÷åê, à òðåòèé � âêëàä òî÷êè
ïåðåâàëà. Äëÿ îöåíêè âêëàäà I−a ââåäåì ëîêàëüíóþ ïåðåìåííóþ τ , òàêóþ ÷òî

x = −a− iτ.

Âûïîëíÿÿ âû÷èñëåíèÿ, ïîëó÷àåì

I−a ≈ −
iA√
kr(−a)

∞∫
0

exp

{
ikr(−a)

(
1 +

iτ(a+X)

r(−a)

)}
=
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Re[ ]x

Im[ ]x

X

-a

a

Re[ ]x

Im[ ]x

X

-a a

Re[ ]x

Im[ ]x

X

-a a

à)

á)

â)

Ðèñ. 3.5: Äåôîðìàöèÿ êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ

− iA√
kr(−a)

eikr(−a) r(−a)

k(a+X)
=

eikr(−a)√
kr(−a)

A

ik cos(φ−a)
(3.10)

Çäåñü r(−a) =
√

(a+X)2 + Y 2, cos(φ−a) = (a+X)/r(−a). Óãîë φ−a ïîêàçàí íà
Ðèñ. 3.3.

Ïåðâûé ìíîæèòåëü â èòîãîâîì âûðàæåíèè (3.10) îïèñûâàåò ðàñõîäÿùóþñÿ
öèëèíäðè÷åñêóþ âîëíó, èñòî÷íèê êîòîðîé íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè
(−a, 0). Âòîðîé ìíîæèòåëü îïèñûâàåò óãëîâóþ çàâèñèìîñòü äàííîé âîëíû. Îá-
ðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðè φ−a = π/2 óãëîâîé ìíîæèòåëü èìååò îñîáåí-
íîñòü.

Î÷åâèäíî, âòîðîå ñëàãàåìîå â (3.9) èìååò âèä

Ia ≈
eikr(a)√
kr(a)

A

ik cos(φa)
. (3.11)
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Îöåíèì âêëàä IX . Ââåäåì ïåðåìåííóþ τ äëÿ îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåâàëà:

x = X + eiπ/4τ. (3.12)

Âûïîëíèì îöåíêó èíòåãðàëà ïî ìåòîäó ïåðåâàëà:

IX ≈
Aeiπ/4√
kY

∞∫
−∞

exp{ik
√
iτ 2 + Y 2}dτ ≈ AeikY+iπ/4

√
kY

∞∫
−∞

exp

{
−kτ

2

2Y

}
dτ =

A
√

2πeikY+iπ/4

k
. (3.13)

Çäåñü áûë èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî r(X) = Y .
Âû÷èñëåííûé âêëàä èìååò õàðàêòåð ïëîñêîé âîëíû, óõîäÿùåé â ïîëîæè-

òåëüíîì íàïðàâëåíèè îñè y. Êàê è ïîëîæåíî ïëîñêîé âîëíå, îíà íå çàòóõàåò ñ
ðàññòîÿíèåì. Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (3.13) ìîæíî çàäíèì ÷èñëîì îïðåäåëèòü A.
Ýòîò ïàðàìåòð çàâèñèò îò ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòè ðàññåèâàòåëÿ. Åñëè ïëîñêàÿ âîë-
íà îòðàæàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòè ñ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ 1, òî A

√
2π i/k = 1,

à åñëè îíà îòðàæàåòñÿ ñ êîýôôèöèåíòîì −1, òî A
√

2π i/k = −1.
Òàêèì îáðàçîì, òðè âêëàäà â (3.9) èìåþò ôèçè÷åñêè îñìûñëåííóþ òðàêòîâ-

êó. Âêëàäû, ñîîòâåòñòâóþùèå êîíöåâûì òî÷êàì, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êðàåâûå
âîëíû, ðàññåÿííûå êîíöàìè îòðåçêà, à âêëàä, ñîîòâåòñòâóþùèé òî÷êå ïåðåâàëà,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðàæåííóþ ïëîñêóþ âîëíó.

Â ñëó÷àå á) è â) âûðàæåíèå óïðîùàåòñÿ:

usc ≈ I−a + Ia, (3.14)

ãäå I−a è Ia ôîðìàëüíî èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è â (3.10), (3.11). Òî åñòü ïîëå
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êðàåâûõ âîëí, à âêëàä ïëîñêîé âîëíû îòñóòñòâóåò.
Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî òî÷êà íàáëþäåíèÿ â ýòèõ ñëó÷àÿõ íå ïîïàäàåò â
îáëàñòü ãåîìåòðè÷åñêîé âèäèìîñòè ïëîñêîé îòðàæåííîé âîëíû.

Ðàññìîòðèì âàæíûé âîïðîñ î ïðèìåíèìîñòè ïîñòðîåííûõ ïðèáëèæåíèé.
Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè ïðèáëèæåíèÿ íå ìîãóò áûòü ïðèìåíèìû äëÿ âñåõ (X, Y ),
ïîñêîëüêó âûøå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè äëÿ êðàåâîé
âîëíû èìååò îñîáåííîñòü, ó êîòîðîé íåò íèêàêîãî ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå îöåíêè áûëè ïðèìåíèìû, íåîáõîäèìî,
÷òîáû êàæäîìó èç âêëàäîâ �íå ìåøàëè� äðóãèå âêëàäû. À èìåííî, ÷òîáû êîí-
öåâûå òî÷êè è òî÷êè ïåðåâàëà íàõîäèëèñü äîñòàòî÷íî äàëåêî äðóã îò äðóãà. Íà
ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû îöåíèâàëè ðàçìåð îáëàñòè, â êîòîðîé ïîäûíòåãðàëü-
íàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïåðåâàëüíîãî èíòåãðàëà íå ìàëà. Ïðèìåíÿÿ òîò æå ìåòîä ê
äàííîìó ñëó÷àþ, ïîëó÷àåì îöåíêó ðàçìåðà ïåðåâàëüíîé îáëàñòè:

∆xX ∼
√

2Y

k
. (3.15)
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Âûïîëíèì àíàëîãè÷íóþ îöåíêó äëÿ èíòåãðàëîâ òèïà Ëàïëàñà. Áóäåì ñëåäî-
âàòü òîìó æå ìåòîäó: îòêëîíåíèå ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû â ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè äîëæíî áûòü ïîðÿäêà åäèíèöû. Ýòî äàåò îöåíêó

∆x±a ∼
1

k cos(φ±a)
. (3.16)

Ïðåæäå âñåãî, âûÿñíèì, êîãäà êîíöåâàÿ òî÷êà (íàïðèìåð, òî÷êà x = a) íå
ìåøàåò òî÷êå ïåðåâàëà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêîé (3.15),

(a−X)�
√

2Y

k
,

ò.å.
k(a−X)2

2Y
� 1, (3.17)

Òåïåðü âûÿñíèì, êîãäà òî÷êà ïåðåâàëà íå ìåøàåò êîíöåâîé òî÷êå. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îöåíêîé (3.16),

(a−X) >
1

k cos(φa)

(
=

r(a)

k(a−X)

)
.

Çàìåòèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò â îñíîâíîì �ïëîõàÿ� îáëàñòü, â êîòîðîé ïðè áîëü-
øèõ k âûïîëíÿåòñÿ cos(φa) ≈ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, r(a) ≈ Y . Òàêèì îáðàçîì,
âòîðàÿ îöåíêà ñîâïàäàåò ñ (3.17) ñ òî÷íîñòüþ äî êîýôôèöèåíòà.

Ïðèìåðíûé âèä �ïëîõèõ� îáëàñòåé ïîêàçàí íà Ðèñ. 3.6. Ïëîõèå îáëàñòè çà-
øòðèõîâàíû. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Y îíè íà÷èíàþò ïåðåñåêàòüñÿ,
è ïëîñêàÿ îòðàæåííàÿ âîëíà ïðîïàäàåò. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè

ka2

Y
> 1.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî øêîëüíàÿ îöåíêà äàëüíåé ãðàíèöû îáëàñòè, â êîòîðîé íàáëþ-
äàåòñÿ äèôðàêöèÿ Ôðåíåëÿ (èëè ïîðøíåâîé çîíû).

�Ïëîõèå� îáëàñòè íàçûâàþò ïîëóòåíåâûìè (penumbral zones). Â ïîëóòåíåâûõ
îáëàñòÿõ âûïîëíÿåòñÿ ñîïðÿæåíèå àñèìïòîòèê, ñîîòâåòñòâóþùèõ òîëüêî êðà-
åâûì âîëíàì è ñóììå êðàåâûõ è ïëîñêîé âîëíû. Â ýòèõ îáëàñòÿõ ïîëüçîâàòü-
ñÿ ïîñòðîåííûìè ðàçëîæåíèÿìè íåëüçÿ. Âìåñòî ýòîãî ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü
èíòåãðàë, áîëåå ñëîæíûé, ÷åì áûë èñïîëüçîâàí ðàíåå (õîòÿ òîæå óïðîùåííûé).
Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì îáëàñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ êðàåâîé òî÷êå x = −a.

Â ïîëóòåíåâîé îáëàñòè r(−a) ≈ Y . Ýòèì ïðèáëèæåíèåì ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ
â ìåäëåííîé ÷àñòè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Â áûñòðîé ÷àñòè (ò.å. â ýêñïî-
íåíòå) ôóíêöèÿ r óìíîæàåòñÿ íà áîëüøîé ïàðàìåòð k è ïîäñòàâëÿåòñÿ â ýêñïî-
íåíòó, ïîýòîìó ïîãðåøíîñòü ýòîé àïïðîêñèìàöèè ïðèâîäèò ê î÷åíü íåãàòèâíûì
ïîñëåäñòâèÿì.
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x

y

-a a

a)á) â)

Ðèñ. 3.6: Ïîëóòåíåâûå çîíû

Èòàê, èíòåãðàë, ñâÿçàííûé ñ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x = −a îöåíèâàåòñÿ êàê

usc
−a ≈

A√
kY

∞∫
−(X+a)

exp{ik
√
τ 2 + Y 2}dτ ≈ AeikY√

kY

∞∫
−(X+a)

exp

{
ikτ 2

2Y

}
dτ. (3.18)

Ââåäåì ôóíêöèþ

F (t) =

∞∫
t

eiτ
2

dτ. (3.19)

Ñ åå ïîìîùüþ (3.18) çàïèøåòñÿ â âèäå

usc
−a ≈

A
√

2

k
F

(
−
√

k

2Y
(X + a)

)
. (3.20)

Ýòà ôîðìóëà îïèñûâàåò äîñòàòî÷íî ñëîæíûé ïåðåõîäíûé ïðîöåññ â ïîëóòåíå-
âîé îáëàñòè. Èìåííî îíà îòâåòñòâåííà çà îñöèëëÿöèè, êîòîðûå íàáëþäàþòñÿ
ïðè äèôðàêöèè íà ïîëóïëîñêîñòè.

Ñäåëàåì åùå îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå. Ñ çàäà÷åé î äèôðàêöèè íà ïîëîñå (êàê
è ñ ëþáîé äðóãîé äèôðàêöèîííîé çàäà÷åé) ñâÿçàíû äâå î÷åíü ðàçíûå àñèìïòî-
òèêè, êîòîðûå íåëüçÿ ïóòàòü. Ïåðâàÿ � ýòî êîðîòêîâîëíîâîå ïðèáëèæåíèå, êî-
òîðîå ìû ðàññìîòðåëè âûøå. Â íåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåðû ðàññåèâàòåëÿ
ôèêñèðîâàíû, ïîëîæåíèå òî÷êè íàáëþäåíèÿ ôèêñèðîâàíî, à äëèíà âîëíû ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ (ò.å. k → ∞). Âòîðàÿ àñèìïòîòèêà � ýòî ïðèáëèæåíèå äàëüíåãî
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ïîëÿ (äèôðàêöèÿ Ôðàóíãîôåðà). Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàç-
ìåðû ðàññåèâàòåëÿ ôèêñèðîâàíû, äëèíà âîëíû ôèêñèðîâàíà, à ðàññòîÿíèå îò
ðàññåèâàòåëÿ äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Äàííûå ïðèáëè-
æåíèÿ îáëàäàþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîòèâîïîëîæíûìè ñâîéñòâàìè. Òàê, â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè èìååòñÿ ïëîñêàÿ îòðàæåííàÿ âîëíà, à âî âòîðîì åå íåò.

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È

1. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëàïëàñà è ìåòîäà ïåðåâàëà ïîñòðîèòü àñèìïòîòèêè
ôóíêöèè F (t) ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ t è óáåäèòü-
ñÿ, ÷òî ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ X+a àñèìïòîòèêà (3.20) ïåðåõîäèò â
ñóììó êðàåâîé è îòðàæåííîé âîëíû, à ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ X+a
àñèìïòîòèêà (3.20) äàåò òîëüêî êðàåâóþ âîëíó.

2. Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ çàäà÷ó äèôðàêöèè íà îêðóæíîñòè. Ïóñòü ïëîñ-
êàÿ âîëíà ïàäàåò íà îêðóæíîñòü ðàäèóñà R âäîëü îñè x (ñì. Ðèñ. 3.7).
Âîëíîâîå ÷èñëî k ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëüøîé ïàðàìåòð. Ïðèåìíèê ðàñ-
ïîëîæåí íà îñè x íà ðàññòîÿíèè d îò ïîâåðõíîñòè îêðóæíîñòè. Ñ ïîìîùüþ
ïðèáëèæåíèÿ Ãþéãåíñà�Ôðåíåëÿ îöåíèòü ïîëå íà ïðèåìíèêå. Âûäåëèòü
çîíó ìàëûõ d, ãäå îêðóæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �ïî÷òè ïëîñêîñòü� è
çîíó áîëüøèõ d, ãäå îêðóæíîñòü åñòü �ïî÷òè òî÷å÷íûé ðàññåèâàòåëü�.

x

y

d

R u
in

Ðèñ. 3.7: Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è î äèôðàêöèè íà îêðóæíîñòè
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�4. Ñïåêòð ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà òèïà Ôóðüå. Ýòîò ïðè-
ìåð ïðèøåë èç ðàäèîôèçèêè. Êàê èçâåñòíî, â ðàäèîâåùàíèè ïðèìåíÿþòñÿ äâà
îñíîâíûõ ñïîñîáà êîäèðîâàíèÿ ñèãíàëà � àìïëèòóäíàÿ ìîäóëÿöèÿ è ÷àñòîò-
íàÿ ìîäóëÿöèÿ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èìååòñÿ ïîëåçíûé íèçêî÷àñòîòíûé ñèãíàë,
êîòîðûé íàäî ïåðåäàòü, çàêîäèðîâàâ èì íåêîòîðûé âûñîêî÷àñòîòíûé ñèãíàë.
Â ñëó÷àå ñ àìïëèòóäíîé ìîäóëÿöèåé âñå îáñòîèò äîñòàòî÷íî ïðîñòî: âûñîêî÷à-
ñòîòíûé (íåñóùèé) ñèãíàë óìíîæàåòñÿ íà ñóììó ïîëåçíîãî ñèãíàëà è íåêîòîðîé
êîíñòàíòû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëåçíûé ñèãíàë âõîäèò â îãèáàþùóþ ïîëó÷èâøå-
ãîñÿ ñèãíàëà. Åñëè êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ïîëåçíîãî ñèãíàëà åñòü Ω, à êðóãîâàÿ ÷à-
ñòîòà íåñóùåé åñòü ω, òî èòîãîâûé ñèãíàë ñîäåðæèò êîìïîíåíòû íà ÷àñòîòàõ ω
è ω ± Ω (ñì. Ðèñ. 4.1). Øèðèíà ñïåêòðà àìïëèòóäíî-ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà
åñòü 2Ω.

AM

FM

t

t

w

w+Ww-W

?

2pf

Ðèñ. 4.1: AM è FM ñèãíàëû è èõ ñïåêòðû

Ïðè ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè íèçêî÷àñòîòíûé ñèãíàë ïðîïîðöèîíàëåí ëîêàëü-
íîé ÷àñòîòå èòîãîâîãî ñèãíàëà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ÷àñòîòíî-ìî-
äóëèðîâàííûé ñèãíàë

u(t) = exp{iΛ(t+m cos t)}, (4.1)

ãäå Λ � áîëüøîé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ëîêàëüíàÿ ÷àñòîòà åñòü ïðîèçâîä-
íàÿ ôàçû, è îíà ðàâíà Λ(1−m sin t). Ìû ïîëàãàåì, ÷òî äàííûé ñèãíàë ÷àñòîòíî
ìîäóëèðîâàí ñèãíàëîì − sin t ñ ãëóáèíîé ìîäóëÿöèè m, ïðè÷åì 0 < m < 1.

Íàøåé öåëüþ áóäåò âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ñèãíàëà (4.1). Äëÿ ïðîñòîòû âû-
áåðåì Λ öåëûì. Òîãäà ñèãíàë ïåðèîäè÷åñêèì, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü
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åãî â ðÿä Ôóðüå íà îòðåçêå (−π, π). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îöåíêå
èíòåãðàëà

In(Λ) =

π∫
−π

exp{iΛ(t+m cos t)− int}dt (4.2)

ïðè íàòóðàëüíûõ n.
Î÷åâèäíî, ñïåêòð ñìåùàåòñÿ â îáëàñòü âûñîêèõ ÷àñòîò ïðè ðîñòå Λ, ïîýòîìó

èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî èíîé èíòåãðàë, à èìåííî

I(η,Λ) =

π∫
−π

exp{iΛ(t+m cos t)− iΛηt}dt (4.3)

Ìû îöåíèì äàííûé èíòåãðàë ïðè ôèêñèðîâàííûõ η è áîëüøèõ Λ ñ òåì, ÷òîáû
èñïîëüçîâàòü åãî çíà÷åíèÿ ïðè öåëûõ n = Λη.

Èíòåãðàë (4.3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàë òèïà Ôóðüå (3.1) ñ ôóíêöèåé

g(t) = t(1− η) +m cos t. (4.4)

Ìû áóäåì ñëåäîâàòü ïðîöåäóðå îöåíêè èíòåãðàëîâ òèïà Ôóðüå, èçëîæåííîé
âûøå, ò.å. ïîïûòàåìñÿ äåôîðìèðîâàòü êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ (−π, π) â îáëàñòü
ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Ïðåæäå âñåãî, íàéäåì
ïîëîæåíèå ïîòåíöèàëüíûõ òî÷åê ïåðåâàëà. Äëÿ ýòîãî ðåøèì óðàâíåíèå g′(t) =
0. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: à) êîãäà m < |1− η|, á) êîãäà m > |1− η|. Â ïåðâîì
ñëó÷àå íà îäíîì ïåðèîäå èìåþòñÿ äâà äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ óðàâíåíèÿ, è ýòî
êîðíè

t1 = arcsin

(
1− η
m

)
, t2 = π − arcsin

(
1− η
m

)
. (4.5)

Çäåñü ìû ïîëàãàåì, ÷òî (1−η) > 0. Âî âòîðîì ñëó÷àå îòâåò ôîðìàëüíî òàêîé æå,
íî êîðíè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íå äåéñòâèòåëüíûìè, à êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè ñ
äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ π/2 è ïðîòèâîïîëîæíûìè ìíèìûìè ÷àñòÿìè.

Ïîñòðîèì ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè Im[g(t)]. Âèä ýòèõ ëèíèé äëÿ ñëó÷àåâ à)
è á) êà÷åñòâåííî ðàçëè÷àåòñÿ (ñì. Ðèñ. 4.2). Â ñëó÷àå à) âèä ýòèõ ëèíèé ñõîäåí
ñ ëèíèÿìè äëÿ Im[cos t]. Òî÷êè ïåðåâàëà ëåæàò íà ëèíèè Im[g] = 0. Â ñëó÷àå
á) òî÷êè ïåðåâàëà ëåæàò íà ëèíèÿõ ñ Im[g] 6= 0. Âåðõíÿÿ òî÷êà ïåðåâàëà ñîîò-
âåòñòâóåò çíà÷åíèþ Im[g] > 0, à íèæíÿÿ ñîîòâåòñòâóåò Im[g] < 0. Ñòðåëêè íà
ðèñóíêå ïîêàçûâàþò íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ Im[g].

Äåôîðìàöèÿ êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ñëó÷àåâ à) è á) ïîêàçàíà íà
Ðèñ. 4.3. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ïðÿìîëèíåéíûå ó÷àñòêè êîíòó-
ðîâ, èäóùèå ê êîíöåâûì òî÷êàì èíòåðâàëà, êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà, è âêëàä
â èíòåãðàë äàþò òîëüêî ïåðåâàëüíûå òî÷êè.
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Im[ ]t

Re[ ]t0
p-p

t1 t2

a)
Im[ ]t

Re[ ]t0
p-p

t1

t2

á)

Ðèñ. 4.2: Ëèíèè óðîâíÿ äëÿ ôóíêöèè Im[g(t)]

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé à). Èíòåãðàë ñîäåðæèò âêëàäû îò äâóõ òî÷åê ïåðåâàëà:

I(η,Λ) ≈ It1 + It2 . (4.6)

Âû÷èñëèì It1 . Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ôóíêöèþ g(t) â ðÿä âáëèçè t1:

g(t) ≈ (1− η)t1 +m cos t1 −m
(t− t1)2

2
cos t1. (4.7)

Çàìåòèì, ÷òî

cos t1 =

√
1− (1− η)2

m2
.

Ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ äàþò

It1 = exp iΛ[(1− η)t1 +m cos t1]e−iπ/4
√

2π

Λ
√
m2 − (1− η)2

. (4.8)

Àíàëîãè÷íî,

It2 = exp iΛ[(1− η)(π − t1)−m cos t1]eiπ/4
√

2π

Λ
√
m2 − (1− η)2

. (4.9)

Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì

I(η,Λ) = 2eiπΛ(1−η)/2

√
2π

Λ
√
m2 − (1− η)2

×
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Im[ ]t

Re[ ]t0 p-p t1 t2

a)
Im[ ]t

Re[ ]t0 p

-p

t1

t2

á)

Ðèñ. 4.3: Äåôîðìàöèÿ êîíòóðîâ èíòåãðèðîâàíèÿ

cos
(

Λ(t1 − π/2)(1− η) + Λ
√
m2 − (1− η)2 − π/4

)
. (4.10)

Îòìåòèì, ÷òî â çíàìåíàòåëå ñîäåðæèòñÿ âûðàæåíèå (m2 − (1− η)2)1/4, êîòîðîå
îáðàùàåòñÿ â íóëü, êîãäà ñëó÷àé à) ïåðåõîäèò â ñëó÷àé á).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé á). Ïîñêîëüêó ôðàãìåíòû êîíòóðà èíòåãðèðî-
âàíèÿ, ïðèìûêàþùèå ê êîíöàì èíòåðâàëà, êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà, à òî÷êà
ïåðåâàëà íàõîäèòñÿ â îáëàñòè ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ ïîäûíòåãðàëüíîé
ôóíêöèè, èíòåãðàë ýêñïîíåíöèàëüíî ìàë. Íàì íåîáõîäèìî îöåíèòü åãî âåëè÷è-
íó. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïðîâåäåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî âåçäå, êðîìå òî÷êè
ïåðåâàëà, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñâîèì çíà÷åíèåì â òî÷êå ïåðåâàëà. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà ïåðåâàëà äàåò îñíîâ-
íîé âêëàä â èíòåãðàë. Îöåíèì ýòîò âêëàä.

Ïóñòü òî÷êà ïåðåâàëà t1 òàêîâà, ÷òî Re[t1] = π/2, Im[t1] > 0. Òîãäà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè ïåðåâàëà

g(t) = (1− η)t1 − i
√

(1− η)2 −m2 + i
(t− t1)2

2

√
(1− η)2 −m2. (4.11)

Îöåíêà ïåðåâàëüíîãî èíòåãðàëà äàåò

I(η,Λ) = eiΛ(1−η)π/2

√
2π

Λ
√

(1− η)2 −m2

exp{Λ(
√

(1− η)2 −m2 − (1− η)Im[t1])}. (4.12)
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| |ñïåêòð

1-m 1+m
h

Ðèñ. 4.4: Âèä ñïåêòðà ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà

Âèä ñïåêòðà ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà ïîêàçàí íà Ðèñ. 4.4. ×àñòî-
òû ñ 1 −m < η < 1 + m ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ à). Êâàäðàòíûé êîðåíü îïèñû-
âàåò îãèáàþùóþ ñïåêòðà, à êîñèíóñ � îñöèëëÿöèè, âûçâàííûå èíòåðôåðåíöèåé
âêëàäîâ îò òî÷åê ïåðåâàëà. Ó÷àñòêè η < 1−m è η > 1 +m ñîîòâåòñòâóþò ñëó-
÷àþ á). Â íèõ íàáëþäàåòñÿ áûñòðîå (ýêñïîíåíöèàëüíîå)óáûâàíèå ñïåêòðà ïðè
óäàëåíèè îò òî÷åê η = 1±m.

Ìû âèäèì, ÷òî âåñü ñïåêòð äåëèòñÿ íà ó÷àñòîê, ãäå èíòåãðàë íå ýêñïîíåí-
öèàëüíî ìàë è ãäå îí ýêñïîíåíöèàëüíî ìàë. Ó÷àñòîê, ãäå ñïåêòð íå ìàë, äàåòñÿ
ñîîòíîøåíèåì |1 − η| < m èëè |Λ − n| < Λm. Î÷åâèäíî, ýòî ðîâíî òå çíà÷å-
íèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ÷àñòîòàìè ñèãíàëà â íåêîòîðûõ òî÷êàõ.
Ýòî äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûé ðåçóëüòàò. Àìïëèòóäû ïîêàçûâàþò, ãðóáî ãîâîðÿ,
êàêîâà ïðîòÿæåííîñòü ó÷àñòêîâ ñ íóæíîé ëîêàëüíîé ÷àñòîòîé. Îñòàëüíûå ÷à-
ñòîòû òàêæå ïðèñóòñòâóþò â ñïåêòðå, íî ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû ìàëû.
Àñèìïòîòèêà (4.13) ïîçâîëÿåò îöåíèòü ýòè êîìïîíåíòû.

Â ñëó÷àå, åñëè ñèãíàë èìååò îáùèé âèä

u(t) = exp{iωt+ iM cos Ωt},

øèðèíà ñïåêòðà îöåíèâàåòñÿ êàê 2MΩ, ÷òî îòëè÷àåòñÿ îò îöåíêè äëÿ àìïëèòóäíî-
ìîäóëèðîâàííîãî ñèãíàëà. Îáû÷íîM >> 1, ïîýòîìó FM ñèãíàë çàíèìàåò áîëåå
øèðîêóþ ïîëîñó, ÷åì AM.

Ìû îöåíèëè èíòåãðàë (4.3) ïðè |1 − η| > m è ïðè |1 − η| < m. Îáå îöåíêè
íå ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè |1− η| ≈ m. Ïðîàíàëèçèðóåì ýòîò ñëó÷àé. Ïóñòü
äëÿ îïðåäåëåííîñòè m è 1− η ïîëîæèòåëüíû, è

1− η = m(1 + ε), (4.13)

ãäå ε � ìàëàÿ âåëè÷èíà. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ áûñòðî îñ-
öèëëèðóåò âåçäå, êðîìå îêðåñòíîñòè òî÷êè t = π/2. Â ýòîé îêðåñòíîñòè ðàçëî-
æèì êîñèíóñ äî ÷ëåíîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà:

cos t ≈ −τ + τ 3/6, τ = t− π/2.
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Òðåòèé ïîðÿäîê âûáðàí, ïîñêîëüêó ÷ëåí âòîðîãî ïîðÿäêà îáðàùàåòñÿ â íóëü, à
÷ëåí ïåðâîãî ïîðÿäêà íå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü èíòåãðàë.

Òàêèì îáðàçîì,

g(t) = m(1 + ε)
π

2
+m

(
ετ +

τ 3

6

)
(4.14)

è

I(η,Λ) ≈ eiΛm(1+ε)π/2

∞∫
−∞

exp

{
iΛm

(
ετ +

τ 3

6

)}
dτ (4.15)

Èíòåãðàë, âõîäÿùèé â ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, ñâîäèòñÿ ê ôóíêöèè Ýéðè. Âîñ-
ïîëüçóåìñÿ îïðåäåëåíèåì ôóíêöèè Ýéðè:

Ai(z) =
1

2π

∞∫
−∞

exp

{
i

(
zx+

x3

3

)}
dx (4.16)

Ïîëüçóÿñü ýòèì îïðåäåëåíèåì, ïåðåïèøåì èíòåãðàë â âèäå

I ≈ 2πeiΛm(1+ε)π/2

(
2

Λm

)1/3

Ai
(
(Λm)2/321/3ε

)
. (4.17)

Òàêèì îáðàçîì, èìåþòñÿ òðè àñèìïòîòèêè äëÿ I. Î÷åâèäíî, ýòè àñèìïòî-
òèêè äîëæíû áûòü êàê-òî ñîãëàñîâàíû äðóã ñ äðóãîì. À èìåííî, àñèìïòîòèêà
(4.17) äîëæíà ïåðåõîäèòü â (4.10) è (4.13). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, êàê ýòî
ïðîèñõîäèò, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ïðîöåäóðó ñðàùèâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ðàçëîæåíèé, ÷òî áóäåò ñäåëàíî çíà÷èòåëüíî ïîçæå.

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È

1. Îöåíèòü, ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè 1−η èm ïðèìåíèìû àñèìïòîòèêè (4.10)
è (4.13). Ýòà îöåíêà ïîçâîëÿåò, â ñâîþ î÷åðåäü, îöåíèòü ìàêñèìàëüíóþ
àìïëèòóäó ñïåêòðà.

2. Ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ýéðè u(z) = Ai(z) óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

u′′ − zu = 0. (4.18)

3. Âû÷èñëèòü (âûðàçèòü ÷åðåç Ãàììà-ôóíêöèþ) Ai(0).
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4. Ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì (4.16), ïîñòðîèòü àñèìïòîòèêè ôóíêöèè Ýéðè
ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ è áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ z. Óêàçàíèå: âû-
ïîëíèòü çàìåíó ïåðåìåííîé x = τzα, ïîäîáðàâ α òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
âûïîëíÿëîñü

zx+
x3

3
= zβ

(
τ ± τ 3

3

)
äëÿ íåêîòîðîãî β. Çàòåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïåðåâàëà.
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�5. Îñîáûå òî÷êè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Ïðèìåðû è êëàññèôèêàöèÿ

Ðàçáîð çàäà÷è 2 èç ëåêöèè 3. Äèôðàêöèÿ íà öèëèíäðå

Íà÷íåì ñ ìîäåëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëÿ

usc = A

∫
uin(φ)

eikr(φ)√
kr(φ)

Rdφ (5.1)

Çäåñü φ � óãîë, îòñ÷èòûâàåìûé âäîëü ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà îò ãîðèçîíòàëü-
íîãî íàïðàâëåíèÿ, R � ðàäèóñ öèëèíäðà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôàçà ïàäàþùåé
âîëíû íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà â òî÷êå φ = 0 ðàâíà íóëþ. Òîãäà

uin = exp{ikR(1− cosφ)}. (5.2)

Ôóíêöèÿ r(φ) âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû êîñèíóñîâ (ñì. Ðèñ. 5.1):

r(φ) =
√
R2 + (R + d)2 − 2R(R + d) cosφ. (5.3)

d

R

f

r( )f

ïðèåìíèê

uin

Ðèñ. 5.1: Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è î äèôðàêöèè íà öèëèíäðå

Âàæíûé âîïðîñ � ýòî ñòîèò ëè ïðîâîäèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî òåíåâîé îáëà-
ñòè öèëèíäðà, ò.å. áðàòü â êà÷åñòâå èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ (−π, π), (−π/2, π/2)
èëè ÷òî-òî åùå. Íà ñàìîì äåëå, îòâåò �÷òî-òî åùå�. Èìåþòñÿ òðè ñîîáðàæåíèÿ.
Âî-ïåðâûõ, ôèçè÷åñêàÿ èíòóèöèÿ ïîäñêàçûâàåò, ÷òî òåíåâàÿ îáëàñòü íå äîëæ-
íà äàâàòü âêëàä â ðàññåÿííîå ïîëå. Âî-âòîðûõ, ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà (5.1)
ñïðàâåäëèâà (ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè A, êîòîðîå åùå íàäî íàéòè) òîëüêî ïðè
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óãëàõ ïàäåíèÿ è îòðàæåíèÿ, áëèçêèõ ê íîðìàëüíîìó. Íàêîíåö, â-òðåòüèõ, âáëè-
çè ãðàíèöû îñâåùåííîé è òåíåâîé îáëàñòåé (ò.å. âáëèçè òî÷åê φ = ±π/2) âîë-
íîâîå ïîëå èìååò âåñüìà ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ôîêîâñêàÿ
çîíà (íàçâàííàÿ òàê ïîòîìó ÷òî îíà áûëà èññëåäîâàíà Â.À. Ôîêîì [3]). Ïîëå â
ýòîé çîíå ãëàäêî ñïàäàåò îò çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñâåùåííîé çîíå äî ïî-
÷òè íóëåâûõ çíà÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíåâîé çîíå. Ïîñêîëüêó ïîëå ñïàäàåò
ãëàäêî, êîíöåâûå òî÷êè êàê òàêîâûå îòñóòñòâóþò.

Çäåñü ìû íå êàñàåìñÿ î÷åíü âàæíûõ è èíòåðåñíûõ äåòàëåé, ñâÿçàííûõ ñ
íàëè÷èåì âîëí ñîñêàëüçûâàíèÿ, îãèáàþùèõ öèëèíäðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçâèòîé ðàíåå òåîðèåé, îñíîâíîé âêëàä â òàêîé èíòåãðàë
ìîãóò äàâàòü òî÷êè ñòàöèîíàðíîé ôàçû è êîíöåâûå òî÷êè. Áóäåì ó÷èòûâàòü
òî÷êó ñòàöèîíàðíîé ôàçû φ = 0 (äðóãèõ òàêèõ òî÷åê â îñâåùåííîé îáëàñòè
íåò), è íå áóäåì ó÷èòûâàòü êîíöåâûå òî÷êè âîâñå.

Ïîñòðîèì ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ôàçû uin(φ) è äëÿ r(φ), îñòàâëÿÿ ÷ëåíû âòîðîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî φ:

uin ≈ exp{ikRφ2/2} (5.4)

r(φ) ≈
√
d2 + φ2R(R + d) ≈ d+

φ2

2

R(R + d)

d
. (5.5)

Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ïðèîáðåòàåò âèä

usc ≈
AReikd√

kd

∫
exp

{
ik
φ2

2

R(R + 2d)

d

}
dφ. (5.6)

Âû÷èñëÿÿ åãî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïåðåâàëà, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå

usc ≈
Aeikd

k

√
2πiR

R + 2d
. (5.7)

Ïðè d � R ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âòîðûì ñëàãàåìûì â çíàìåíàòåëå. Ïîëå â ýòîì
ñëó÷àå èìååò âèä ïëîñêîé âîëíû

usc = Aeikd
√

2πi

k
. (5.8)

Ïðè d � R ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïåðâûì ñëàãàåìûì â çíàìåíàòåëå. Ïîëå â ýòîì
ñëó÷àå èìååò âèä öèëèíäðè÷åñêè ðàñõîäÿùåéñÿ âîëíû

usc =
Aeikd√
kd

√
πiR

k
. (5.9)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ öèëèíäðà, ò.å. â
äàííîì ñëó÷àå äëèíó îòðåçêà, êîòîðûé ðàññåèâàåò âîëíû òàê æå, êàê öèëèíäð.
Ýòà äëèíà

Leff =
√
πR/k, (5.10)
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ò.å. âåëè÷èíà ïîðÿäêà ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ìåæäó ðàäèóñîì öèëèíäðà è
äëèíîé âîëíû.

Î äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è èõ îñîáûõ òî÷êàõ

Äàííàÿ ëåêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû� ê êóðñó îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è, îò÷àñòè, ê êóðñó ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ôèçèêè. Â ýòèõ êóðñàõ âñòðå÷àëèñü òàê íàçûâàåìûå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè.
Çäåñü ìû íåìíîãî ïðîÿñíèì èõ ñâîéñòâà.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ, èçëàãàåìîé â ýòîé è ñëåäóþùåé ëåêöèè, ïî÷òè âñå ñïåöè-
àëüíûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè
ôóíêöèÿìè. Ïîëþñà êîýôôèöèåíòîâ ÿâëÿþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè ñîîòâåòñòâó-
þùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ñâîéñòâà óðàâíåíèÿ â áîëüøîé ñòåïåíè
çàâèñÿò îò êîëè÷åñòâà è òèïà åãî îñîáûõ òî÷åê. Êðîìå òîãî, î÷åíü âàæíî èìåòü
ïðåäñòàâëåíèÿ îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäàõ, â êîòîðûå ðàñêëàäûâàþòñÿ ðåøåíèÿ
âáëèçè îñîáûõ òî÷åê.

Ââîäíûé ïðèìåð 1. Óðàâíåíèå Áåññåëÿ âáëèçè íóëÿ

Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå � óðàâíåíèå Áåñ-
ñåëÿ:

u′′(x) +
1

x
u′(x) +

(
1− m2

x2

)
u(x) = 0, (5.11)

ãäå x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, u(x) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, m � ïàðàìåòð
(öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî), øòðèõ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî x.
Ïóñòü m íå ÿâëÿåòñÿ öåëûì èëè ïîëóöåëûì ÷èñëîì (ïîëóöåëîå ÷èñëî � ýòî
öåëîå ïëþñ 1/2). Ñëó÷àé öåëîãî m äîñòàòî÷íî ñëîæåí, è îí ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ñëåäóþùåé ëåêöèè. Ñëó÷àé ïîëóöåëîãî m ðàçáèðàåòñÿ â äîìàøíåì çàäàíèè.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.11) âáëèçè òî÷êè x = 0. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

u(x) = xµ
∞∑
n=0

amx
m, (5.12)

ãäå am � êîýôôèöèåíòû, µ � íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Ïóñòü a0 6= 0 (ýòîãî ìîæíî
äîáèòüñÿ ïîäáîðîì µ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðÿäû ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî÷ëåííî. Ïðîèçâîäíûå
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èìåþò âèä

u′(x) = xµ
∞∑
n=0

(µ+ n)anx
n−1,

u′′(x) = xµ
∞∑
n=0

(µ+ n)(µ+ n− 1)anx
n−2.

Ïîäñòàâèì (5.12) â (5.11). Ïîëó÷èì

xµ
∞∑

n=−2

an+2x
n[(µ+ n+ 2)2 −m2] + xµ

∞∑
n=0

anx
n = 0. (5.13)

Óðàâíåíèå (5.13) áóäåì ðåøàòü ïî÷ëåííî, ò.å. ïðèðàâíÿåì íóëþ êîýôôèöè-
åíòû ïðè êàæäîé èç ñòåïåíåé x:

xµ−2 : [µ2 −m2]a0 = 0, (5.14)

xµ−1 : [(µ+ 1)2 −m2]a1 = 0, (5.15)

xµ+n : [(µ+ n+ 2)2 −m2]an+2 + an = 0 (n = 0, 1, 2 . . . ) (5.16)

Èç (5.14) ñëåäóåò, ÷òî µ = ±m.
Çíà÷åíèå a0 ìîæíî âûáðàòü êàêèì óãîäíî. Ïóñòü a0 = 1. Èç (5.15) è òîãî,

÷òî m 6= ±1/2, ñëåäóåò, ÷òî a1 = 1.
Ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà (5.16) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïîñëåäîâàòåëüíî çíà÷å-

íèÿ a2, a4, a6 . . . :

a2 = − 1

(µ+ 2)2 −m2

a4 =
1

(µ+ 2)2 −m2
× 1

(µ+ 4)2 −m2

a6 = − 1

(µ+ 2)2 −m2
× 1

(µ+ 4)2 −m2
× 1

(µ+ 6)2 −m2

. . .

Êðîìå òîãî, a3 = a5 = a7 = · · · = 0.
Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðÿäà òàêîâû, ÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè âñåõ x > 0.

Îäíàêî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ðÿä (5.12) ãîäèòñÿ ëèøü ïðè ìàëûõ (ïî
ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé) çíà÷åíèÿõ x.

Âûïèñàííûå ôîðìóëû äàþò ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ïî÷åìó âûøå ìû ïîòðåáî-
âàëè, ÷òîáû m íå áûëî öåëûì èëè ïîëóöåëûì. Äåéñòâèòåëüíî, â èñêëþ÷åííûõ
íàìè ñëó÷àÿõ çíàìåíàòåëè êîýôôèöèåíòîâ ìîãóò îáðàùàòüñÿ â íîëü. Êàê ýòî



Ãë. 1 �5. Îñîáûå òî÷êè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 39

îáû÷íî áûâàåò â òåîðèè âîçìóùåíèé, òàêîå ïîâåäåíèå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî
íåîáõîäèìî èñêàòü äðóãîé àíçàö ðåøåíèÿ.

Ïîñòðîåííûå íàìè ðåøåíèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííûõ ìíîæèòåëåé ñîâ-
ïàäàþò ñ ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ Jm(x) è J−m(x). Ïåðâàÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò
âûáîðó µ = m, à âòîðàÿ µ = −m. Ïî ïàðå ôóíêöèé Jm(x), J−m(x) îáû÷íî åùå
ñòðîèòñÿ ôóíêöèÿ Íåéìàíà

Nm(x) =
Jm(x) cos(πm)− J−m(x)

sin(πm)
.

Ââîäíûé ïðèìåð 2. Óðàâíåíèå Áåññåëÿ âáëèçè áåñêîíå÷íî-
ñòè

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.11) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ x.
Ïðåäñòàâëåíèå (5.12) íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäîì ïðè x→∞, ïîñêîëü-
êó n+ 1-é ÷ëåí ðÿäà ïî ìîäóëþ áîëüøå n-îãî ïðè áîëüøèõ x.

Íàèâíûé (îí îêàæåòñÿ íåâåðíûì) ïóòü ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû ïî àíàëîãèè ñ ïåðâûì ïðèìåðîì èñêàòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(5.11) âèäå ðÿäà ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì x:

u(x) ∼ xµ
∞∑
n=0

an
xn
, (5.17)

ãäå a0 6= 0.
Ïîäñòàâèì ðÿä (5.17) è åãî ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèå (5.11). Ïðèðàâíÿåì

êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ x íóëþ. Ïîëó÷èì:

xµ : a0 = 0,

xµ−1 : a1 = 0,

xµ−n−2 : an+2 + [(µ− n)2 −m2]an = 0.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû ðÿäà ðàâíû íóëþ. Òàêîé ðå-
çóëüòàò ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî íèêàêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.11) íå èìååò
àñèìïòîòèêè âèäà (5.17).

Îêàçûâàåòñÿ, ñëåäóåò èñêàòü àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ â íåñêîëüêî èíîì âèäå:

u(x) ∼ xµeαx
∞∑
n=0

an
xn
, (5.18)

ãäå µ è α � ÷èñëîâûå ïàðàìåòðû, a0 6= 0. Â êíèãå Ô.Îëâåðà [2], êîòîðóþ ìû
íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì èçó÷èòü, äåòàëüíî îáñóæäàåòñÿ, êàêóþ àñèìïòîòèêó
ñëåäóåò âûáèðàòü â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàçëîæåíèå (5.18) ïî÷ëåííî è ïîäñòàâèì â óðàâíåíèå
(5.11). Ïîëó÷èì

xµeαx

[
∞∑
n=0

(α2 + 1)an
xn

+
∞∑
n=1

[2α(µ− n) + 3α]an−1

xn
+ (5.19)

∞∑
n=2

[(µ− n+ 2)2 −m2]an−2

xn

]
= 0.

Ïðèðàâíÿåì íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ x. Ïðè xµeαx èìå-
åì:

(α2 + 1)a0 = 0. (5.20)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
α = ±i. (5.21)

Ïðè xµ−1eαx ïîëó÷àåì, ó÷èòûâàÿ (5.21)

(2α(µ− 1) + 3α)a0 = 0. (5.22)

Îòñþäà

µ = −1

2
. (5.23)

Íàêîíåö, ïðè xµ−neαx, n = 2, 3 . . . èìååì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

2α(1− n)an−1 + [(3/2− n)2 −m2]an−2 = 0. (5.24)

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äàåò âîçìîæíîñòü, çàäàâøèñü êàêèì-ëèáî çíà÷åíèåì a0,
ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíî a1, a2, a3 è ò.ä.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàñòóò, êàê n!, è ðÿä (5.18) ðàñõîäèòñÿ
ïðè âñåõ x. Îäíàêî, èññëåäîâàâ îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðÿäà, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ðÿä ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì (åãî îñòàòî÷íûé ÷ëåí èìååò ïîðÿäîê ïåðâîãî
îòáðîøåííîãî ÷ëåíà). Çà äåòàëÿìè îòñûëàåì ê êíèãå [2].

Îòìåòèì, ÷òî äî òåõ ïîð, ïîêà îñòàòî÷íûé ÷ëåí ðÿäà (5.18) íå èññëåäîâàí,
ýòîò ðÿä ñëåäóåò íàçûâàòü ôîðìàëüíûì, à íå àñèìïòîòè÷åñêèì. Îäíàêî ìåòî-
äû, èñïîëüçîâàííûå íàìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà è ðåøåíèÿ äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ, îáû÷íî ïðèâîäÿò ê àñèìïòîòè÷åñêèì ðÿäàì.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëó÷àÿ x → ∞ ïîñòðîåíû àñèìïòîòèêè äâóõ ðåøåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ α = i è α = −i. Ïåðâîå èç ðåøåíèé ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòî-
ÿííîãî ìíîæèòåëÿ ðàâíî ôóíêöèè Õàíêåëÿ ïåðâîãî ðîäà H

(1)
m (x), à âòîðîå �

ôóíêöèè Õàíêåëÿ âòîðîãî ðîäà H
(2)
m (x). Ïîëóñóììà ýòèõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé Áåññåëÿ, ðàññìîòðåííîé âî âòîðîì ïðèìåðå. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âïîëíå
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õàðàêòåðíà äëÿ òåîðèè ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Äëÿ êàæäîé îñîáîé òî÷êè ñóùåñòâóåò ïàðà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé
(åñëè, êîíå÷íî, óðàâíåíèå èìååò ïîðÿäîê 2), îáëàäàþùèõ â èçâåñòíîé ìåðå õà-
ðàêòåðíûì ïîâåäåíèåì â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè. Ýòè ïàðû ðåøåíèé, êàê
ïðàâèëî, ðàçëè÷íû äëÿ êàæäîé îñîáîé òî÷êè.

Ïîäûòîæèì ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ. Ïî÷òè âî âñåõ
òî÷êàõ äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ðåãóëÿðíû. Ðåãóëÿðíîñòü
íàðóøàåòñÿ âáëèçè òî÷åê íîëü è áåñêîíå÷íîñòü. Âáëèçè íóëÿ èìååòñÿ ïàðà
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé (Jm(x), Nm(x)), êîòîðûå âåäóò ñåáÿ êàê ∼ xm

è ∼ x−m, ñîîòâåòñòâåííî (ñëó÷àé öåëûõ è ïîëóöåëûõ m ïîêà íå ðàññìàòðèâà-

åòñÿ). Âáëèçè áåñêîíå÷íîñòè èìååòñÿ ïàðà ðåøåíèé (H
(1)
m (x), H

(2)
m (x)), âåäóùèõ

ñåáÿ êàê ∼ eix/
√
x è ∼ e−ix/

√
x, ñîîòâåòñòâåííî. Êàæäàÿ èç ýòèõ ïàð ìîæåò

áûòü âûáðàíà â êà÷åñòâå áàçèñà, ïî êîòîðîìó (ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè) ìîæíî ðàçëîæèòü ëþáóþ äðóãóþ ïàðó ðåøåíèé. Íàïðèìåð,

H(1)
m (x) = Jm(x) + iNm(x), H(2)

m (x) = Jm(x)− iNm(x), (5.25)

Êëàññèôèêàöèÿ îñîáûõ òî÷åê

Ðàññìîòðèì îáùåå ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòî-
ðîãî ïîðÿäêà

d2

dz2
w(z) + f(z)

d

dz
w(z) + g(z)w(z) = 0. (5.26)

Äàííîå óðàâíåíèå áóäåì ðàññìàòðèâàòü â íåêîòîðîé êîìïëåêñíîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè z = z0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ f(z) è g(z) � îäíî-
çíà÷íûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé z â ýòîé îêðåñòíîñòè.

Ñïåðâà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèè f(z) è g(z) � àíàëèòè÷åñêèå
ôóíêöèè z â äàííîé îêðåñòíîñòè. Ìîæíî ïðèìåíèòü ñòàíäàðòíûå òåîðåìû ñó-
ùåñòâîâàíèÿ äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è ñäåëàòü çà-
êëþ÷åíèå î òîì, ÷òî äëÿ äàííîé îáëàñòè óðàâíåíèå èìååò ïàðó àíàëèòè÷åñêèõ
ðåøåíèé. Òàêàÿ òî÷êà z0 íàçûâàåòñÿ îáûêíîâåííîé.

Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü îáûêíîâåííûì áûâàþò îñîáûå òî÷êè. Â îñîáîé òî÷êå
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ èìåþò ïîëþñà. À èìåííî, äëÿ îñîáîé òî÷êè ñïðàâåä-
ëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

f(z) =
ϕ(z − z0)

(z − z0)m
, g(z) =

ψ(z − z0)

(z − z0)n
(5.27)

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë m, n è ôóíêöèé ϕ, ψ, àíàëèòè÷åñêèõ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ. Ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò ïîðÿäêîâ ñèíãó-
ëÿðíîñòåé m è n. Ïðîâåäåì êëàññèôèêàöèþ îñîáûõ òî÷åê. Ðàíãîì îñîáîé òî÷-
êè íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå öåëîå ÷èñëî l òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå



Ãë. 1 �5. Îñîáûå òî÷êè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 42

(5.27) ñ
m = l + 1, n = 2(l + 1). (5.28)

Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, îäíà èëè îáå ôóíêöèè ϕ(z), ψ(z) ìîãóò áûòü ðàâíû íóëþ â
íóëå.

Ñôîðìóëèðîâàííîå óñëîâèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàíã îñîáîé òî÷êè ïî ïî-
ðÿäêàì ïîëþñîâ ôóíêöèé f è g â z0. Òàê, ðàíãó 0 ñîîòâåòñòâóþò ïàðû (1,0),
(0,1), (1,1), (0,2), (1,2). Ïåðâîå ÷èñëî â ïàðå � ïîðÿäîê ïîëþñà ôóíêöèè f , âòî-
ðîå ÷èñëî � ïîðÿäîê ôóíêöèè g. Ðàíãó 1 ñîîòâåòñòâóþò ïàðû (2,0), (2,1), (2,2),
(2,3), (2,4), (1,3), (1,4), (0,3), (0,4). Îñîáûå òî÷êè áîëåå âûñîêîãî ðàíãà ìû çäåñü
íå ðàññìàòðèâàåì.

Îñîáûå òî÷êè ðàíãà 0 íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè. Íå ñëåäóåò ïóòàòü îáûêíî-
âåííûå òî÷êè è ðåãóëÿðíûå îñîáûå òî÷êè.

Âñå ñêàçàííîå âûøå îòíîñèëîñü ê êîíå÷íûì òî÷êàì z0. Òåîðèÿ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà ïîçâîëÿåò â êà÷åñòâå z0 ðàññìàòðèâàòü
áåñêîíå÷íîñòü. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî âûïîëíèòü êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå,
ïåðåâîäÿùåå áåñêîíå÷íîñòü â íåêîòîðóþ êîíå÷íóþ òî÷êó, íàïðèìåð â íîëü. Òà-
êèì ïðåîáðàçîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð,

τ =
1

z
. (5.29)

Ïóñòü ðåøåíèå w ïåðåõîäèò â u(τ) = w(1/τ). Óðàâíåíèå (5.26) ïåðåõîäèò â
óðàâíåíèå

d2

dτ 2
u(τ) + p(τ)

d

dτ
u(τ) + q(τ)u(τ) = 0 (5.30)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

p(τ) =
2

τ
− 1

τ 2
f(1/τ), q(τ) =

1

τ 4
q(1/τ). (5.31)

Åñëè òî÷êà 0 óðàâíåíèÿ (5.30) ÿâëÿåòñÿ îñîáîé è èìååò ðàíã l, òî òî÷êà z =∞
óðàâíåíèÿ (5.26) òàêæå èìååò ðàíã l (ïîñêîëüêó íà êîìïëåêñíîé ñôåðå ýòî îäíî
è òî æå óðàâíåíèå). Åñëè òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ
(5.30), òî áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ (5.26).

Ïðèìåíèì äàííóþ êëàññèôèêàöèþ ê ðàññìîòðåííîìó ðàíåå óðàâíåíèþ Áåñ-
ñåëÿ. Ñðåäè êîíå÷íûõ òî÷åê òîëüêî ïðè z = 0 êîýôôèöèåíòû èìåþò îñîáåííî-
ñòè, è ýòî îñîáåííîñòè ïîðÿäêà 1 è 2. Òàêèì îáðàçîì, íîëü � ðåãóëÿðíàÿ îñîáàÿ
òî÷êà óðàâíåíèÿ. Ïðîàíàëèçèðóåì áåñêîíå÷íîñòü. Ïðåîáðàçîâàíèå (5.31), ïðè-
ìåíåííîå ê êîýôôèöèåíòàì

f(z) =
1

z
, g(z) = 1− m2

z2
(5.32)
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äàåò

p(τ) =
1

τ
, q(τ) =

1−m2τ 2

τ 4
. (5.33)

Ïîñêîëüêó âòîðîé êîýôôèöèåíò èìååò â íóëå ïîëþñ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, áåñ-
êîíå÷íîñòü � èððåãóëÿðíàÿ îñîáàÿ òî÷êà èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàíãîì 1.

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È

1. Ïîñòðîèòü â ÿâíîì âèäå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ïðè m = 1/2 è
m = 3/2. Óêàçàíèå: íà÷àòü ñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä âáëèçè áåñêî-
íå÷íîñòè è óáåäèòüñÿ, ÷òî îí îáðûâàåòñÿ íà íåêîòîðîì ÷ëåíå, ò.å. ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþ ñóììó.

2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (5.26) ðàñêëàäûâàþòñÿ â áåñêîíå÷íîñòè
â (ñõîäÿùèåñÿ) ñòåïåííûå ðÿäû

f(z) =
∞∑
n=0

fn
zn
, g(z) =

∞∑
n=0

gn
zn
.

à) Óêàçàòü óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà fn è gn, ïðè êîòîðûõ áåñêîíå÷íîñòü
ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ.

á) Óêàçàòü óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà fn è gn, ïðè êîòîðûõ áåñêîíå÷íîñòü
ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé óðàâíåíèÿ.

3. Íàéòè è ïðîàíàëèçèðîâàòü îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ Ëåæàíäðà

d

dx

[
(1− x2)

d

dx
u(x)

]
+ n(n+ 1)u(x) = 0.
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�6. Àñèìïòîòèêè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â îñîáûõ òî÷êàõ

Ðåãóëÿðíûå îñîáûå òî÷êè

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè. Ïóñòü ýòî êîíå÷íàÿ òî÷êà
z0. Áåñêîíå÷íóþ òî÷êó ìîæíî ïåðåâåñòè â íîëü äðîáíî-ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâà-
íèåì. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ

f(z) =
1

z − z0

∞∑
n=0

fn (z − z0)n, g(z) =
1

(z − z0)2

∞∑
n=0

gn (z − z0)n. (6.1)

Ïðè ýòîì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàêîé-òî èç òðîéêè êîýôôèöèåíòîâ f0, g0, g1

ìîæåò áûòü ðàâåí íóëþ, íî îíè íå ðàâíû íóëþ âñå îäíîâðåìåííî.
Äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé âûïèøåì óðàâíåíèå (5.26), ñîõðàíÿÿ òîëüêî

ñòàðøèå ÷ëåíû â êàæäîì èç êîýôôèöèåíòîâ, ò.å. ÷ëåíû ñ f0 è g0:

w′′ +
f0

z − z0

w′ +
g0

(z − z0)2
w = 0. (6.2)

Ýòî îäíîðîäíîå (â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå) óðàâíåíèå. Â îáùåì ñëó÷àå îáà åãî
ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòåïåííûå ôóíêöèè. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ýòîãî
óðàâíåíèÿ â âèäå w = C(z−z0)µ. Ïîäñòàâëÿÿ äàííûé âèä ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå,
ïîëó÷àåì

µ(µ− 1) + f0µ+ g0 = 0. (6.3)

Ýòî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé µ. Ïî÷òè âñåãäà îíî äàåò
äâà êîðíÿ äëÿ µ, à èìåííî µ1 è µ2. Óðàâíåíèå (6.3) (õîòÿ îíî è çàïèñàíî äëÿ
óïðîùåííîãî óðàâíåíèÿ (6.2)) èãðàåò áîëüøóþ ðîëü äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
(5.26). Îíî íàçûâàåòñÿ îïðåäåëÿþùèì äëÿ äàííîé ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè, à
åãî êîðíè µ1,2 íàçûâàþòñÿ ïîêàçàòåëÿìè äàííîé îñîáîé òî÷êè.

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (5.26) ñ êîýôôèöèåíòàìè (6.1). áóäåì èñ-
êàòü åãî ðåøåíèå â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

w(z) = (z − z0)µ
∞∑
n=0

an(z − z0)n. (6.4)

Ïîäñòàâëÿÿ äàííûé àíçàö â óðàâíåíèå è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ÷ëåíû ïðè îäèíà-
êîâûõ ñòåïåíÿõ (z − z0), ïîëó÷àåì öåïî÷êó óðàâíåíèé

Q(µ+ s)as = −
s−1∑
j=0

[(µ+ j)fs−j + gs−j]aj, s = 0, 1, 2, . . . (6.5)
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ãäå
Q(µ+ s) ≡ (µ+ s)(µ+ s− 1) + (µ+ s)f0 + g0. (6.6)

Â ñòàðøåì ÷ëåíå (ò.å. ïðè s = 0) óðàâíåíèå (6.5) èìååò ðåøåíèå, åñëè µ ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ (6.3). Âûáåðåì â êà÷åñòâå µ îäèí èç êîðíåé
µ1,2 è ïîïûòàåìñÿ ïðîäîëæèòü öåïî÷êó, ò.å. ïîñòðîèòü âñå ýëåìåíòû ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè an. Ýòî óäàñòñÿ, åñëè äàëåå ïðè s = 1, 2, . . . íè îäíî èç çíà÷åíèé
Q(µ+ s) íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Áîëåå òîíêèå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ýòîì
ïîëó÷àåòñÿ àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ (â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè) ðÿä. Ðàçëîæåíèÿ
äâóõ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5.26) èìåþò ñàìûé ïðîñòîé âèä

w1(z) = (z − z0)µ1
∞∑
n=0

an(z − z0)n, (6.7)

w2(z) = (z − z0)µ2
∞∑
n=0

bn(z − z0)n, (6.8)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an è bn ïîëó÷àþòñÿ èç ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû (6.5).
Îáðàòèìñÿ ê áîëåå ñëîæíîìó ñëó÷àþ, êîãäà îäèí èç êîýôôèöèåíòîâQ(µ+s),

s = 1, 2, . . . îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðè ýòîì âîçìîæíû äâà âàðèàíòà. Â ïåðâîì
âàðèàíòå îáðàùàåòñÿ â íóëü òàêæå è ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåêóð-
ðåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Ïðè ýòîì as ìîæåò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå,
è ìîæíî ïðîäîëæèòü ðÿä, ïîëó÷àÿ as+1, as+2, . . . Âî âòîðîì (áîëåå îáùåì) âà-
ðèàíòå ïðàâàÿ ÷àñòü â íóëü íå îáðàùàåòñÿ, è ðÿä äàëüøå ñòðîèòü íåëüçÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå àíçàö (6.4) ïåðåñòàåò ðàáîòàòü.

Î÷åâèäíî, îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ Q(µ+ s), s = 1, 2, . . . îáðàùàåòñÿ â íóëü,
åñëè ðàçíîñòü êîðíåé îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ µ1 − µ2 ðàâíà íàòóðàëüíîìó
÷èñëó, è â êà÷åñòâå µ âûáðàí ìåíüøèé èç êîðíåé, ò.å. µ2. �Ïðàâèëüíûé� àíçàö
äëÿ ðåøåíèé â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä

w1(z) = (z − z0)µ1
∞∑
n=0

an(z − z0)n, (6.9)

w2 = A ln(z − z0)w1(z) + (z − z0)µ2
∞∑
n=0

bn(z − z0)n. (6.10)

Ïîíÿòü, îòêóäà â (6.10) áåðåòñÿ ëîãàðèôì, íåïðîñòî. Ìû îòñûëàåì ÷èòàòåëÿ ê
êíèãå [2]. Ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç äîìàøíèõ çàäàíèé ïðåäñòîèò óáåäèòüñÿ,
÷òî äàííûé àíçàö �ðàáîòàåò�.

Èìååòñÿ åùå îäèí ñëó÷àé, êîãäà ðàçíîñòü êîðíåé îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ
ðàâíà íóëþ, ò.å óðàâíåíèå èìååò êðàòíûé êîðåíü. Â ýòîì ñëó÷àå íåïðèÿòíîñòü
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çàêëþ÷àåòñÿ íå â òîì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè öåïî÷êè ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ äåëåíèåì
íà íîëü, à â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ïðîöåäóðû óäàåòñÿ ïîñòðîèòü òîëüêî
îäíî ðåøåíèå, à íàì íóæíî äâà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòàåò àíçàö

w1(z) = (z − z0)µ1
∞∑
n=0

an(z − z0)n, (6.11)

w2 = A ln(z − z0)w1(z) + (z − z0)µ1+1

∞∑
n=0

bn(z − z0)n. (6.12)

Ïîäûòîæèì ñêàçàííîå. Ïóñòü óðàâíåíèå èìååò ðåãóëÿðíóþ îñîáóþ òî÷êó.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé ïî åå àíàëèçó âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Åñëè îñîáàÿ òî÷êà z0 =∞ � âûïîëíèòü äðîáíî ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
è âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè (5.31).

2. Ïîñòðîèòü ðàçëîæåíèå êîýôôèöèåíòîâ (6.1).

3. Ïîñòðîèòü îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (6.3) è íàéòè åãî ïîêàçàòåëè µ1 è µ2

(ò.å. êîðíè îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ).

4. Åñëè ðàçíîñòü ïîêàçàòåëåé íå ðàâíà öåëîìó ÷èñëó, âîñïîëüçîâàòüñÿ àíçà-
öåì (6.7), (6.8). Êîýôôèöèåíòû an è bn ïðè ýòîì èñêàòü, ïðèìåíÿÿ ôîð-
ìóëó (6.5).

5. Åñëè ðàçíîñòü ïîêàçàòåëåé µ1− µ2 ðàâíà íàòóðàëüíîìó ÷èñëó, âîñïîëüçî-
âàòüñÿ àíçàöåì (6.9), (6.10). Êîýôôèöèåíòû an èñêàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìó-
ëû (6.5). Ïåðâûå êîýôôèöèåíòû bn (äî bµ1−µ2) òàêæå èñêàòü ïî ôîðìóëå
(6.5). Åñëè â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äëÿ bµ1−µ2 ñòîèò íîëü, ïîëîæèòü
A = 0 è íå ðàññìàòðèâàòü ëîãàðèôìè÷åñêèå ÷ëåíû.

6. Åñëè ðàçíîñòü êîðíåé µ1 − µ2 ðàâíà íóëþ, âîñïîëüçîâàòüñÿ àíçàöåì (6.9),
(6.10). Êîýôôèöèåíòû an èñêàòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (6.5).

Äëÿ àíçàöåâ (6.10) è (6.12) íå ðåêîìåíäóåòñÿ èñïîëüçîâàòü îáùóþ ðåêóð-
ðåíòíóþ ôîðìóëó (îíà âåñüìà ñëîæíà). Âìåñòî ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ ïîäñòàâëÿòü
(6.10) è (6.12) íåïîñðåäñòâåííî â óðàâíåíèå (5.26) è ïðèðàâíèâàòü êîýôôèöè-
åíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ (z − z0).

Èððåãóëÿðíàÿ îñîáàÿ òî÷êà ðàíãà 1

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè èððåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êè
ðàíãà 1. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýòà òî÷êà íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íîñòè. Ðàññìîòðèì
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óðàâíåíèå (5.26), êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ïðè áîëüøèõ |z| ïðåäñòàâèìû ðÿäàìè
ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì z:

f(z) =
∞∑
s=0

fs
zs
, g(z) =

∞∑
s=0

gs
zs
. (6.13)

Áóäåì ïîëàãàòü, õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë f0, g0, g1 íå ðàâíî íóëþ.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè â âèäå ðÿäà

w(z) = eλzzµ
∞∑
s=0

as
zs
. (6.14)

Çäåñü λ è µ � ïàðàìåòðû, êîòîðûå íàäî íàéòè. Ïîäñòàâèì ðÿä â óðàâíåíèå. Â
ñòàðøåì ÷ëåíå (ïðè eλzzµ) ïîëó÷èì

λ2 + f0λ+ g0 = 0. (6.15)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì, à åãî êîðíè � õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèìè çíà÷åíèÿìè îñîáîé òî÷êè.

Â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå (ïðè eλzzµ−1) èìååì

(f0 + 2λ)µ = −(f1λ+ g1). (6.16)

Ïðîöåäóðà îòûñêàíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ òàêîâà. Ðåøàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîå óðàâíåíèå (6.15). Åãî êîðíè ðàâíû

λ1,2 = −f0

2
±
(
f 2

0

4
− g0

)1/2

. (6.17)

Äâà êîðíÿ ñîîòâåòñòâóþò äâóì ëèíåéíî-íåçàâèñèìûì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ. Âû-
áèðàåòñÿ îäèí èç ýòèõ êîðíåé. Îí ïîäñòàâëÿåòñÿ â (6.16), è íàõîäèòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå µ.

Ñëó÷àé, êîãäà äèñêðèìèíàíò óðàâíåíèÿ (6.15) ðàâåí íóëþ, çäåñü íå ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ. Çà äåòàëÿìè îòñûëàåì ê [2].

Ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå äëÿ ðåãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷åê, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ñòåïåííûå ðÿäû, àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ â ïðåäåëàõ íåêîòîðîãî êðóãà. Íàïðî-
òèâ, ðåøåíèÿ äëÿ èððåãóëÿðíûõ îñîáûõ òî÷åê ðàíãà 1 îáû÷íî ðàñõîäÿòñÿ. Â
êíèãå [2] ïîêàçàíî, ÷òî ýòè ðÿäû ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè.
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ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È

1. Ïîñòðîèòü ïåðâûå 3 ÷ëåíà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ äëÿ m = 1 âáëèçè
íóëÿ.

2. Íàéòè îñîáûå òî÷êè è óêàçàòü àíçàöû ðåøåíèé â ýòèõ îñîáûõ òî÷êàõ äëÿ
óðàâíåíèÿ Ëàãåððà

xy′′ + (1− x)y′ + ny = 0. (6.18)
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�7. Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà 1

1. Îöåíèòü èíòåãðàë

I(x) =

∞∫
x

e−tt1/2dt (7.1)

ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ x.
2. Â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè Ýéðè

Ai(z) =
1

2π

∞∫
−∞

exp

{
i

(
zx+

x3

3

)}
dx (7.2)

ïðè áîëüøèõ |z| âûïîëíèòü çàìåíó ïåðåìåííûõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èíòåãðàë
ñâåëñÿ ê ñòàíäàðòíîìó èíòåãðàëó òèïà Ôóðüå:

I(Λ) =

∫
f(τ) exp{iΛg(τ)}dτ.

3. Ïóñòü â òðåõìåðíîì ñëó÷àå âòîðè÷íàÿ âîëíà, ðàññåÿííàÿ ó÷àñòêîì ïëî-
ùàäè ïðåïÿòñòâèÿ, èìååò âèä

dusc(P
′) = uin(P ′′)

A

kr
eikrds, (7.3)

ãäå P ′ � ïîëîæåíèå ïðèåìíèêà, P ′′ � ïîëîæåíèå ó÷àñòêà ðàññåèâàòåëÿ, r �
ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè P ′ è P ′′, uin(P ′′) � çíà÷åíèå ïàäàþùåé âîëíû â
òî÷êå P ′′, ds � ýëåìåíò ïëîùàäè ðàññåèâàòåëÿ, A � íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò.

Ïëîñêàÿ âîëíà ïàäàåò íà ñôåðó ðàäèóñà R èç áåñêîíå÷íîñòè âäîëü îñè x.
Öåíòð ñôåðû íàõîäèòñÿ íà îñè x â òî÷êå R+d. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàññåÿíèå ïðîèñõî-
äèò òîëüêî íà îñâåùåííîé ÷àñòè ñôåðû, ïðèìûêàþùåé ê òî÷êå ãåîìåòðè÷åñêîãî
îòðàæåíèÿ, îöåíèòå ðàññåÿííóþ âîëíó.

4. Íàéòè îñîáûå òî÷êè è óêàçàòü àíçàöû ðåøåíèé â ýòèõ îñîáûõ òî÷êàõ äëÿ
óðàâíåíèÿ Êóììåðà

z
d2w

dz2
+ (b− z)

dw

dz
− aw = 0 (7.4)



Ãëàâà 2

Çàäà÷è òåîðèè êîëåáàíèé

�8. Ïðÿìîå ðàçëîæåíèå â çàäà÷àõ òåîðèè êîëåáà-
íèé. Ðàâíîìåðíûå è íåðàâíîìåðíûå ðàçëîæåíèÿ

Ïðèìåð: ìàÿòíèê ñ ïåðåìåííîé äëèíîé ïîäâåñà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, èçâåñòíóþ èç òåîðèè êîëåáàíèé. Ýòî çàäà÷à î ìàÿòíèêå
ïåðåìåííîé äëèíû. Óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà u(t) îïèñûâàåòñÿ â ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèåì

ü+ (1 + ε sin(Ωt))u = 0, (8.1)

ãäå ε � ìàëûé ïàðàìåòð, à Ω � ÷àñòîòà, ñ êîòîðîé ïðîèñõîäÿò èçìåíåíèÿ äëè-
íû. Äàííàÿ ÷àñòîòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàæíûé ïàðàìåòð çàäà÷è. Ýòà ÷àñòî-
òà äîëæíà ñðàâíèâàòüñÿ ñ êðóãîâîé ÷àñòîòîé ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà,
ò.å. ñ ω = 1. Êàê èçâåñòíî, ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ Ω/ω íàáëþäàåò-
ñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ, êîòîðûé ìû ïëàíèðóåì ðàññìîòðåòü â îäíîé èç
ñëåäóþùèõ ëåêöèé.

Ïîñòðîèì äëÿ äàííîé çàäà÷è ïðÿìîå ðàçëîæåíèå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå
èùåòñÿ â âèäå ïðîñòåéøåãî ñòåïåííîãî ðÿäà

u(t) = u0(t) + εu1(t) + ε2u2(t) + . . . (8.2)

Ïîäñòàâèì äàííûé ñòåïåííîé ðÿä â óðàâíåíèå è ïðèðàâíÿåì íóëþ êîýôôè-
öèåíòû, ñòîÿùèå ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïåíÿõ ε. Ïîëó÷èì

ε0 : ü0 + u0 = 0, (8.3)

ε1 : ü1 + u1 = −u0 sin(Ωt), (8.4)

ε2 : ü2 + u2 = −u1 sin(Ωt), (8.5)

· · ·
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Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíîå íåâîçìóùåííîå
óðàâíåíèå. Åãî ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(t) = A sin(t+ φ) (8.6)

ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ (äåéñòâèòåëüíûõ) A è φ. Âñå îñòàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîäíîðîäíûìè, ïðè÷åì â ïðàâîé ÷àñòè â íèõ ñòîÿò ÷ëåíû,
íàéäåííûå íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ u1(t), ò.å. (8.4). Ïîäñòàâèì â ïðà-
âóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ (8.6) è âîñïîëüçóåìñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîðìó-
ëîé �ïðîèçâåäåíèå ñèíóñîâ�. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

ü1 + u1 =
A

2
[cos ((Ω + 1)t+ φ)− cos ((Ω− 1)t− φ)] . (8.7)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñêëàäûâàåòñÿ èç ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ è �÷àñòíîãî� ðåøåíèÿ, âûçâàííîãî ïðàâîé ÷àñòüþ. Â äàííîì ñëó÷àå
ýòè äâå ñîñòàâëÿþùèå ëåãêî ðàçäåëèòü. Óðàâíåíèå (8.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
óðàâíåíèå êîëåáàíèé. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòå ω = 1, à ÷àñòíîå ðåøåíèå ìîæíî âûáðàòü
êàê âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòàõ Ω + 1 è Ω− 1.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñâîáîäíîå ðåøåíèå (8.4) ðàâíî íóëþ. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå
íå îãðàíè÷èâàåò îáùíîñòü, ïîñêîëüêó íåíóëåâîå ñâîáîäíîå ðåøåíèå (8.4) ìîæíî
ïðîñòî ïðèáàâèòü ê (8.6). Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä

u1(t) =
A

2[1− (Ω + 1)2]
cos ((Ω + 1)t+ φ)− A

2[1− (Ω− 1)2]
cos ((Ω− 1)t− φ) .

(8.8)
Âèä ðàçëîæåíèÿ (8.8) óêàçûâàåò íà ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå ñ ïðÿìûì ðàç-

ëîæåíèåì. Ïåðâîå, ÷òî ìîæíî îòìåòèòü, ýòî òî, ÷òî ïðè Ω = 2 äàííûì ðàç-
ëîæåíèåì ïîëüçîâàòüñÿ íåëüçÿ, ïîñêîëüêó çíàìåíàòåëü âî âòîðîì ñëàãàåìîì
îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ðàçóìååòñÿ, òî, ÷òî çíàìåíàòåëü â (8.8) îáðàùàåòñÿ â íóëü,
íå ãîâîðèò î òîì, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèÿ. Ïðîñòî ôîðìóëà (8.8)
îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.7), à ïðè Ω = 2 òàêîãî ðåøåíèÿ
íåò. Âìåñòî ýòîãî ïðèõîäèòñÿ âûïèñûâàòü íåñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, àìïëèòó-
äà êîòîðîãî ðàñòåò ñî âðåìåíåì. Ïðè ðàññìîòðåíèè ñëåäóþùåãî ïðèìåðà áóäåò
ïîäðîáíî ðàññêàçàíî êàê ýòî ñäåëàòü. Äàííûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó èç
ïàðàìåòðè÷åñêèõ ðåçîíàíñîâ ñèñòåìû, ò.å. ñîñòîÿíèþ, ïðè êîòîðîì àìïëèòóäà
êîëåáàíèé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò. Àíàëèçèðóÿ èñïîëüçîâàííóþ ïðîöåäóðó
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ Ω, êîòîðûå äàþò íîëü â çíà-
ìåíàòåëå â ñëåäóþùèõ ïîðÿäêàõ ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ (à èìåííî, Ω = 2/n ïðè
öåëûõ n). Ýòè çíà÷åíèÿ òàêæå ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåòðè÷åñêèì ðåçîíàíñàì. Åñ-
ëè íè â êàêîì ïîðÿäêå íîëü íå ïîÿâëÿåòñÿ, ïðÿìîå ðàçëîæåíèå �ðàáîòàåò�.
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè áîëüøèíñòâå çíà÷åíèé Ω ïðÿìîå ðàçëîæåíèå óäàåòñÿ
ïîñòðîèòü äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ, íî ïðè íåêîòîðûõ (ðåçîíàíñíûõ) Ω èìå-
þòñÿ ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ, ðàñòóùèå ñî âðåìåíåì. Åñëè ñòàöèîíàðíîå ðàçëîæåíèå
óäàåòñÿ ïîñòðîèòü, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðÿìîå ðàçëîæåíèå ðàâíîìåðíî ïî âðåìåíè.
Íàïðîòèâ, ïðè ðåçîíàíñíûõ Ω ðàçëîæåíèå íàçûâàþò íåðàâíîìåðíûì íà áåñêî-
íå÷íîì âðåìåííîì èíòåðâàëå. Òàêèì ðàçëîæåíèåì íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ íàïðÿ-
ìóþ, ïîñêîëüêó îíî îáû÷íî íå îòðàæàåò îñíîâíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåçîíàíñíûõ Ω ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíûì òîëü-
êî ïðè íåîãðàíè÷åííî ðàñòóùåì t. Åñëè æå íàñ èíòåðåñóåò èçìåíåíèå t ëèøü â
êîíå÷íûõ ïðåäåëàõ, òî ïðÿìîå ðàçëîæåíèå ìîæíî è íóæíî èñïîëüçîâàòü.

Áîëüøàÿ ÷àñòü äàííîé ãëàâû ïîñâÿùåíà òîìó, ÷òî è êàê äåëàòü, ÷òîáû çà-
ìåíèòü íåðàâíîìåðíîå ïðÿìîå ðàçëîæåíèå êàêèì-ëèáî ðàâíîìåðíûì ðàçëîæå-
íèåì. Îáû÷íî ýòî ñâÿçàíî ñ íåîáõîäèìîñòüþ êàê ñëåäóåò ïîíÿòü ïîâåäåíèå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è.

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé íåðàâíîìåðíîãî ðàçëîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì �ó÷åáíûé� ïðèìåð, â êîòîðîì âîçìóùåíèþ ïîäâåðãàåòñÿ ÷àñòîòà
êîëåáàíèé:

ü+ (1 + ε)u = 0. (8.9)

Ýòîò ïðèìåð íå ñëèøêîì èíòåðåñåí, îäíàêî èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ,
ïîýòîìó ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîíÿòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ïðÿìûì ðàçëîæå-
íèåì.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðÿìîå ðàçëîæåíèå (8.2). Öåïî÷êà óðàâíåíèé äëÿ ÷ëå-
íîâ ðàçëîæåíèÿ èìååò âèä

ε0 : ü0 + u0 = 0, (8.10)

ε1 : ü1 + u1 = −u0, (8.11)

ε2 : ü2 + u2 = −u1, (8.12)

· · ·

Âûáåðåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.10) â âèäå

u0 = Aeit. (8.13)

Ðàçóìååòñÿ, ðåøåíèå ôèçè÷åñêîé çàäà÷è íå ìîæåò áûòü êîìïëåêñíîé âåëè÷è-
íîé. Òàêàÿ çàïèñü ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî â êîíöå ìû âîçüìåì äåéñòâèòåëüíóþ
÷àñòü îò òîãî, ÷òî ïîëó÷èëîñü.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (8.11). Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäíîðîäíîå óðàâíå-
íèå äëÿ ëèíåéíîãî ðåçîíàòîðà. Ïðàâàÿ ÷àñòü (âûíóæäàþùàÿ ñèëà äëÿ (8.11))
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ñàìà èìååò îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð. ×òî îñîáåííî âàæíî, ÷àñòîòà âûíóæäàþ-
ùåé ñèëû ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ò.å. â (8.11) ïðîèñõîäèò
âîçáóæäåíèå îñöèëëÿòîðà íà åãî ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå.

Íàïîìíèì êàê èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (8.11). Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì
âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

u1 = C(t)eit. (8.14)

Äëÿ C(t) ïîëó÷èì óðàâíåíèå

C̈ + 2iĊ = −A. (8.15)

Íàñ èíòåðåñóåò ñëåäóþùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ:

C(t) = −A
2i
t. (8.16)

Òàêîé âûáîð ðåøåíèÿ îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ìû õîòèì, ÷òîáû ñâîáîäíûå êîëåáà-
íèÿ áûëè áëèçêè ê íóëþ ïðè ìàëûõ t.

Òàêèì îáðàçîì,

u1(t) = −A
2i
teit. (8.17)

Íåäîñòàòîê ýòîãî ðåøåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè t ∼ ε−1 ÷ëåí εu1 ñòàíîâèòñÿ
ñðàâíèì ïî âåëè÷èíå ñ u0, ò.å. óæå íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé ïîïðàâêîé. Ðåøåíèå óòðà-
÷èâàåò ñâîþ àñèìïòîòè÷íîñòü. Ýòî òèïè÷íûé ïðèìåð íåðàâíîìåðíîñòè ïðÿìîãî
ðàçëîæåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå äâó÷ëåííîå ðàçëîæåíèå u = u0 + εu1 íå îòðàæàåò
ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, òî÷íîå ðåøåíèå

uex = A exp{it
√

1 + ε} (8.18)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëåáàíèÿ ñ íåìíîãî èçìåíåííîé ÷àñòîòîé, à íå ëèíåéíî
ðàñòóùèå êîëåáàíèÿ.

Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå âñå æå èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê
òî÷íîìó ðåøåíèþ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðÿìîå ðàçëîæåíèå êàê ðÿä Òåéëîðà ïî
ε, òî

∂uex

∂ε

∣∣∣∣
ε=0

(8.19)

Î÷åâèäíî, âû÷èñëåííîå ïî ýòîé ôîðìóëå ðåøåíèå u1 ñîâïàäàåò ñ (8.17). Òî åñòü
ëèíåéíî ðàñòóùåå ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü ìåæäó
ýêñïîíåíòàìè ñ íåìíîãî ðàçëè÷íûìè ÷àñòîòàìè, íî ñïðàâåäëèâî ýòî ëèøü íà
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îãðàíè÷åííîì èíòåðâàëå t � ε−1. Äàëåå íåîáõîäèìî ñòðîèòü îñòàëüíûå ÷ëåíû
ðÿäà Òåéëîðà.

Ëèíåéíî ðàñòóùèé (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäûäóùèì ÷ëåíîì) ÷ëåí â àñèìïòîòè-
÷åñêîì ðàçëîæåíèè íàçûâàåòñÿ ñåêóëÿðíûì èëè âåêîâûì. Â ñëåäóþùèõ ëåêöè-
ÿõ ìû áóäåì ïûòàòüñÿ ñòðîèòü ðàçëîæåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñåêóëÿðíûõ
÷ëåíîâ íå âîçíèêàëî.

Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì (õîòÿ è î÷åíü íåñòðîãî) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðÿ-
ìîå ðàçëîæåíèå, ïîñòðîåííîå âûøå. Ýòî íå çàìåíÿåò ïîñòðîåíèÿ áîëåå îñìûñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ, íî èíîãäà ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ïðîèñõîäÿùåå. Äâó÷ëåííîå ðàç-
ëîæåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u0 + εu1 = B(t)eit, (8.20)

ãäå
B(t) = A (1 + iεt/2). (8.21)

Ïðåäñòàâèì êîýôôèöèåíò B(t) â âèäå àìïëèòóäû è ôàçû B(t) = b(t)eiφ(t). Òîãäà
èç (8.21) ïîëó÷àåì

db

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0, (8.22)

dφ

dt

∣∣∣∣
t=0

=
ε

2
. (8.23)

Ñäåëàåì ñìåëîå äîïóùåíèå è ñíèìåì îãðàíè÷åíèå t = 0 (â êîíöå êîíöîâ, âñå ìî-
ìåíòû âðåìåíè ðàâíîïðàâíû). Ïîëó÷àòñÿ ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ, ïðàâèëüíî
îïèñûâàþùèå â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ.

×àñòèöà â ïîëå áåãóùåé âîëíû

Ñëåäóþùèé ïðèìåð äåìîíñòðèðóåò ïîëåçíîñòü ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ÷àñòèöó â ïîëå áåãóùåé âîëíû. À èìåííî, ïóñòü êîîðäèíàòà ÷àñòèöû
îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé x(t), à óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä

ẍ+ αẋ = ε sin(x− t). (8.24)

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ìàññà ÷àñòèöû ðàâíà åäèíèöå, à êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ðàâåí
α. Êàê è ðàíüøå, ε � ìàëûé ïàðàìåòð.

Íàøà çàäà÷à � ïîíÿòü, ñîâåðøàåò ëè ÷àñòèöà íàðÿäó ñ ìàëûì êîëåáàòåëü-
íûì äâèæåíèåì åùå è ìåäëåííûé äðåéô âäîëü îñè x. Ïîäõîä ê çàäà÷å òàêîé.
Ìû ñòðîèì ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ê äâèæåíèþ ÷àñòèöû è, ïîëüçóÿñü ïîñòðîåí-
íûì ïåðâûì ïðèáëèæåíèåì, âû÷èñëÿåì âòîðîå ïðèáëèæåíèå ê ïðàâîé ÷àñòè
(8.24). Ýòî âòîðîå ïðèáëèæåíèå ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ÷à-
ñòèöó âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè. Åñëè èìååòñÿ íåíóëåâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå ýòîé
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ñèëû, òî ìîæíî îöåíèòü ñðåäíþþ ñêîðîñòü äðåéôà, èñïîëüçóÿ ýòî ñðåäíåå çíà-
÷åíèå.

Íà÷íåì ñòðîèòü ïðÿìîå ðàçëîæåíèå. Ïóñòü

x(t) = x0 + εx1(t). (8.25)

Óðàâíåíèå äëÿ x1 èìååò âèä

ẍ1 + αẍ1 = sin(x0 − t). (8.26)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå x1 = A sin(x0− t) +B cos(x0− t). Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò
âèä ðåøåíèÿ â óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

−A+ αB = 1, −B − αA = 0, (8.27)

îòêóäà

A = − 1

1 + α2
, B =

α

1 + α2
. (8.28)

Î÷åâèäíî, â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ÷àñòèöà ñîâåðøàåò ìàëûå êîëåáàíèÿ, è íè-
êàêîãî äðåéôà íåò.

Ïîäñòàâèì ïîñòðîåííîå ïåðâîå ïðèáëèæåíèå â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (8.24),
à èìåííî âû÷èñëèì ε sin(x0 + εx1− t). Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì ñèíóñ â ðÿä Òåéëîðà
â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 − t:

ε sin(x0 + εx1 − t) ≈ ε sin(x0 − t) + εx1 cos(x0 − t). (8.29)

Óñðåäíèì (8.29) ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé. Î÷åâèäíî, ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîèç-
âåäåíèÿ ñèíóñà è êîñèíóñà äàåò íóëü, à ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà êîñèíóñà �
îäíó âòîðóþ. Ïîýòîìó

< ε sin(x0 + εx1 − t) >≈
ε2

2
B. (8.30)

Äëÿ ìåäëåííîãî äðåéôà èìååì óðàâíåíèå

Ẍ + αẊ = ε2
α

2(1 + α2)
, (8.31)

÷òî äàåò ñêîðîñòü äðåéôà

V =
ε2

2(1 + α2)
. (8.32)

Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòèöà âñåãäà äðåéôóåò â ñòîðîíó ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû.
Îòìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü èìååò íåíóëåâîé ïðåäåë ïðè α → 0, îäíàêî, åñëè â
ñàìîì íà÷àëå â óðàâíåíèè (8.24) ïîëîæèòü α = 0, ïîëó÷èòñÿ íóëåâàÿ ñêîðîñòü
äðåéôà.
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ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È

1. Ïîñòðîèòü âòîðîå ïðèáëèæåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (8.1). Îïðåäåëèòü, äëÿ êà-
êèõ ÷àñòîò Ω òðåõ÷ëåííîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ íåðàâíîìåðíûì.

2. Äëÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ~M(t) â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíÿåòñÿ
óðàâíåíèå Áëîõà

d ~M

dt
= ε ~M × ~B. (8.33)

Ìàãíèòíîå ïîëå ~B ïðåäñòàâëåíî ñêðåùåííûìè îñöèëëèðóþùèìè ïîëÿìè,
íàïðàâëåííûìè âäîëü îñåé x è y, ñìåùåííûìè ïî ôàçå äðóã îòíîñèòåëüíî
äðóãà:

~B = ~x · sin(t) + ~y · sin(t+ φ). (8.34)

Ñ÷èòàÿ ε ìàëûì ïàðàìåòðîì, íàéòè ñðåäíþþ ñêîðîñòü ïðåöåññèè ìàãíèò-
íîãî ìîìåíòà.

3. Âäîëü îñè x ìåæäó äâóìÿ àáñîëþòíî óïðóãèìè ñòåíêàìè ëåòàåò óïðóãèé
ìÿ÷èê. Îäíà ñòåíêà çàêðåïëåíà ïðè x = 0, à äðóãàÿ ñîâåðøàåò äâèæåíèå
ïî çàêîíó x = F (t). Ìÿ÷èê ëåòàåò áûñòðî, à ñòåíêà äâèæåòñÿ ìåäëåí-
íî (îïðåäåëèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî ýòî çíà÷èò â äàííîì ñëó÷àå). Íàéòè
ïðèáëèæåííûé çàêîí èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ ñêîðîñòè øàðèêà â çàâèñèìîñòè
îò âðåìåíè.
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�9. Ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ

Íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, âîç-
íèêàþùàÿ ïðè ïîñòðîåíèè ïðÿìîãî ðàçëîæåíèÿ â çàäà÷å òåîðèè êîëåáàíèé. Ýòà
ïðîáëåìà � ïîÿâëåíèå ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè. Ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ
ýòîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå áîëåå ñëîæíîãî àíçàöà, â êîòîðîì ïðè íàä-
ëåæàùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ óäàåòñÿ èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ.

Èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð. Îñöèëëÿòîð ñ çàòóõàíèåì

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé (ó÷åáíûé) ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îñöèëëÿ-
òîð ñ ìàëûì çàòóõàíèåì

ẍ+ x = −2εẋ. (9.1)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü

x(t) = Re[Aeαt], (9.2)

ãäå ïàðàìåòð α íàõîäèòñÿ èç êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

α2 + 1 = −2εα. (9.3)

Êîðíè ýòîãî óðàâíåíèÿ íåòðóäíî íàéòè:

α = −ε±
√
ε2 − 1 (9.4)

èëè

α ≈ −ε± i
(

1− ε2

2

)
(9.5)

Âûïèøåì ðåøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

x ≈ Re[Aeite−εte−iεt
2/2]. (9.6)

Ïåðâàÿ ýêñïîíåíòà îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû, âòîðàÿ � çà-
òóõàíèå êîëåáàíèé, òðåòüÿ � ìàëóþ ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé. Çàìåòèì,
÷òî ýòè òðè ïðîöåññà èìåþò ðàçëè÷íûé âðåìåííîé ìàñøòàá. À èìåííî, ââåäåì
òðè ðàçíûõ �âðåìåíè�:

Îáû÷íîå

T0 = t, (9.7)

ìåäëåííîå

T1 = εt, (9.8)
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î÷åíü ìåäëåííîå
T2 = ε2t, (9.9)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (9.6)

x ≈ Re[AeiT0e−T1e−iT2/2]. (9.10)

Ïðîöåäóðà, êîòîðóþ ìû õîòèì ïðåäëîæèòü, äîñòàòî÷íî ïðîñòà â ïðèìåíå-
íèè, íî ñëîæíà äëÿ ïîíèìàíèÿ. Âìåñòî ïîèñêà ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé x(t)
ìû áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x(T0, T1, T2).
Ïîñëå òîãî, êàê ðåøåíèå áóäåò íàéäåíî, âìåñòî âðåìåí T0, T1, T2 ìû ïîäñòàâëÿ-
åì (9.7), (9.8), (9.9), ÷òîáû ïîëó÷èòü ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé.

Ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü ðåøåíèå çàäà÷è îá îñöèëëÿòîðå ñ çàòóõàíèåì ñ ïîìî-
ùüþ èñïîëüçîâàíèÿ íåñêîëüêèõ âðåìåí (ìíîãèõ ìàñøòàáîâ). À èìåííî, áóäåì
èñïîëüçîâàòü àíçàö

x =
∑
n

εnxn(T0, T1, T2, . . . ) (9.11)

Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ïåðâûìè òðåìÿ âðåìåíàìè è òîëüêî òðåìÿ ÷ëåíàìè â ðàç-
ëîæåíèè.

Ïîñòðîèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî t ïî îáû÷íûì ïðàâèëàì:

d

dt
=

∂

∂T0

+ ε
∂

∂T1

+ ε2
∂

∂T2

. (9.12)

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìååò âèä

d2

dt2
=

∂2

∂T 2
0

+ 2ε
∂2

∂T0∂T1

+ ε2
(

2
∂2

∂T0∂T2

+
∂2

∂T 2
1

)
. (9.13)

Ïîäñòàâèì ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèå (9.1) è ðàñïèøåì
óðàâíåíèå ïî ñòåïåíÿì ε:

ε0 :
∂2x0

∂T 2
0

+ x0 = 0, (9.14)

ε1 :
∂2x1

∂T 2
0

+ x1 = −2
∂2x0

∂T0∂T1

− 2
∂x0

∂T0

, (9.15)

ε1 :
∂2x2

∂T 2
0

+ x2 = −2
∂2x0

∂T0∂T2

− ∂2x0

∂T 2
1

− 2
∂x0

∂T1

− 2
∂2x1

∂T0∂T1

− 2
∂x1

∂T0

. (9.16)

Ðåøèì ïåðâîå óðàâíåíèå, ò.å. (9.14). Î÷åâèäíî, åãî îáùåå ðåøåíèå åñòü

x0 = A0(T1, T2)eiT0 + K.C., (9.17)
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ãäå ïîä �Ê.Ñ.� â ïðàâîé ÷àñòè îáîçíà÷åíû ÷ëåíû, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ê
âûïèñàííûì. Êîýôôèöèåíò A0(T1, T2) çàâèñèò îò äâóõ áîëåå ìåäëåííûõ âðåìåí
è íà ýòîì øàãå îïðåäåëåí áûòü íå ìîæåò.

Ïîäñòàâèì (9.17) â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (9.15). Ïîëó÷èì

∂2x1

∂T 2
0

+ x1 = −2i
∂A0

∂T1

eiT0 − 2iA0e
iT0 + K.C. (9.18)

Óðàâíåíèå (9.18) îïèñûâàåò ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð, âîçáóæäàåìûé íà ðåçîíàíñ-
íîé ÷àñòîòå. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ïðèâîäèò ê ðîñòó àìïëèòóäû êîëåáàíèé, ò.å.
ê ïîÿâëåíèþ ðåçîíàíñíûõ ÷ëåíîâ â x1. Ïîïðîáóåì íå äîïóñòèòü ýòîãî. Äëÿ ýòî-
ãî ñäåëàåì òàê, ÷òîáû â ïðàâîé ÷àñòè âîçáóæäåíèå, ñîäåðæàùåå ðåçîíàíñíóþ
ýêñïîíåíòó eiT0 , îáðàòèëîñü â íîëü. Î÷åâèäíî, ýòî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ

∂A0

∂T1

+ A0 = 0. (9.19)

Îòìåòèì, ÷òî ýòî æå óñëîâèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî âêëàä íà âòîðîé ðåçîíàíñíîé
ýêñïîíåíòå (e−iT0) òàêæå ðàâåí íóëþ.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî âûïèñàòü:

A0(T1, T2) = Ã0(T2)e−T1 . (9.20)

Óðàâíåíèå (9.18) ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíûì, è åãî ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé

x1 = A1(T1, T2)eiT0 + K.C. (9.21)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñòðîèòü A0(T2), îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ (9.16). Ïîäñòàâèì
â åãî ïðàâóþ ÷àñòü (9.20) è (9.21):

∂2x2

∂T 2
0

+ x2 = −eiT0
[

2iA1(T1, T2) + 2i
∂A1

∂T1

− Ã0e
−T1 + 2i

∂Ã0

∂T2

e−T1

]
+ K.C. (9.22)

Ñíîâà ïîòðåáóåì, ÷òîáû âîçáóæäåíèå íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå îòñóòñòâîâàëî
(ýòî òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ). Äàííîå òðåáîâàíèå ïðèâîäèò
ê óñëîâèþ

∂A1

∂T1

+ A1 =
i

2

(
−Ã0 + 2i

∂Ã0

∂T2

)
e−T1 , (9.23)

êîòîðîå ìû ðàññìàòðèâàåì êàê äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî A1

Çàìåòèì, ÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèþ (9.23), èìååò
ðåøåíèå C(T2)e−T1 . Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ýòîìó ðåøåíèþ (êàê ôóíê-
öèÿ T1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9.23) áóäåò ñîäåðæàòü ôóíêöèþ
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T1e
−T1 . Òàêàÿ ôóíêöèÿ íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïî ñðàâíåíèþ ñ Ã0, à ïîýòîìó

îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåêóëÿðíûé ÷ëåí. Ñåêóëÿðíûé ÷ëåí îòñóòñòâóåò, åñëè
êîýôôèöèåíò ïðè e−T1 ðàâåí íóëþ, ò.å.

−Ã0 + 2i
∂Ã0

∂T2

= 0 (9.24)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ åñòü

Ã0 = Â0e
−iT2/2. (9.25)

Ñîáèðàÿ âìåñòå (9.25), (9.20) è (9.17), ïîëó÷àåì ðåøåíèå (9.10).
Çäåñü ìû ïîñòðîèëè ðàçëîæåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî âðåìåíè âòîðîãî ïîðÿäêà

ìåäëåííîñòè. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ìû áóäåì îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî ïåð-
âûì ìåäëåííûì âðåìåíåì T1.

Îñöèëëÿòîð Âàí-äåð-Ïîëÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ü+ u = ε(1− u2)u̇. (9.26)

Ïðåæäå âñåãî, ïîïðîáóåì ïîíÿòü êà÷åñòâåííî ïîâåäåíèå ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé
òàêèì óðàâíåíèåì. Ïðàâàÿ ÷àñòü (ñóäÿ ïî íàëè÷èþ â íåé u̇) ÿâëÿåòñÿ çàòóõàíè-
åì. Åñëè ñðåäíåå çíà÷åíèå (â íå ÿñíîì ïîêà ñìûñëå) âûðàæåíèÿ 1− u2 ìåíüøå
íóëÿ, òî ýòî îáû÷íîå çàòóõàíèå, ïðè êîòîðîì àìïëèòóäà êîëåáàíèé óáûâàåò.
Åñëè æå ýòà ñðåäíÿÿ ÷àñòü áîëüøå íóëÿ, òî ýòî îòðèöàòåëüíîå çàòóõàíèå, ïðè
êîòîðîì àìïëèòóäà êîëåáàíèé âîçðàñòàåò. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå èìååòñÿ
îòðèöàòåëüíàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü, êîòîðàÿ ïîääåðæèâàåò ñðåäíåå çíà÷åíèå u2 íà
êàêîì-òî ïîñòîÿííîì óðîâíå.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåì äâó÷ëåííûé àíçàö

u = u0(T0, T1) + εu1(T0, T1). (9.27)

Ïðè ε0 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
∂2u0

∂T 2
0

+ u0 = 0 (9.28)

Åãî ðåøåíèå åñòü
u0 = A(T1)eiT0 + K.C. (9.29)

Ïðè ε1 èìååì óðàâíåíèå

∂2u1

∂T 2
0

+ u1 = −2
∂2u0

∂T0∂T1

+ (1− u2
0)
∂u0

∂T0

. (9.30)
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Ïîäñòàâèì (9.29) â (9.30). Ïîëó÷èì

∂2u1

∂T 2
0

+ u1 =

−2i(A′eiT0−Ā′e−iT0)+iAeiT0−iĀe−iT0−i(AeiT0 +Āe−iT0)2 ·(AeiT0−Āe−iT0 ). (9.31)

Çäåñü ÷åðòà ñâåðõó îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, à øòðèõ � äèôôåðåí-
öèðîâàíèå ïî T1. Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ñîäåðæèò ñëàãàåìûå
ñ ýêñïîíåíòàìè e±3iT0 è e±iT0 . Ðåçîíàíñíûìè ÿâëÿþòñÿ ÷ëåíû ñ ýêñïîíåíòàìè
e±iT0 . Äëÿ ïîäàâëåíèÿ ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ ïîòðåáóåì, ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïðè
eiT0 îáðàùàëñÿ â íóëü:

−2iA′ + iA− iA2Ā = 0, (9.32)

îòêóäà
dA

dT1

=
1

2
A(1− |A|2). (9.33)

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò çàâèñèìîñòü êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû îò ìåäëåííîãî
âðåìåíè è íîñèò íàçâàíèå óêîðî÷åííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ äàííîé çàäà÷è.

Ðåøèì äàííîå óðàâíåíèå. Ïðåäñòàâèì êîìïëåêñíóþ àìïëèòóäóA ñ ïîìîùüþ
äåéñòâèòåëüíûõ àìïëèòóäû è ôàçû:

A(T1) = a(T1)eiφ(T1). (9.34)

Ïîäñòàâèì (9.34) â óðàâíåíèå (9.33), ñîêðàòèì íà eiφ è âûäåëèì â óðàâíåíèè
äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷àñòè. Â äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè ïîëó÷èì

a′ =
1

2
a(1− a2), (9.35)

à â ìíèìîé
φ′ = 0. (9.36)

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ε ïîïðàâêè ê ÷àñòîòå
íåò.

Ïðîàíàëèçèðóåì (9.35). Ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå, ò.å. a′ = 0, äîñòèãàåòñÿ ïðè
a = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñèñòåìû ðàâíà 2.

Ðåøèì óðàâíåíèå (9.35) ñ ïîìîùüþ ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Ïåðåïèøåì
óðàâíåíèå â âèäå

da

a(1− a2)
=
dT1

2
(9.37)

Ðàçëîæèì ëåâóþ ÷àñòü â ñóììó ïðîñòûõ äðîáåé:[
1

a
− 1

2(a− 1)
− 1

2(a+ 1)

]
da =

dT1

2
. (9.38)
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Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì
a√

a2 − 1
= CeT1/2 (9.39)

èëè

a(T1) =
1√

1 +De−T1
. (9.40)

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïèñàëè äèíàìèêó îñöèëëÿòîðà Âàí-äåð-Ïîëÿ.

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È

1. Ðåøèòü óðàâíåíèå (9.23) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà âàðèàöèè ïîñòîÿííîé.

2. Ðàññìîòðåòü íåëèíåéíûé îñöèëëÿòîð

ü+ (1 + εu2)u = 0 (9.41)

ïðè ìàëûõ ε ìåòîäîì ìíîãèõ ìàñøòàáîâ. Íàéòè ïîïðàâêó ê ÷àñòîòå êîëå-
áàíèé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.
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�10. Ìåòîä óñðåäíåíèÿ. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ

Ïðèìåð 1. Ðàçáîð äîìàøíåãî çàäàíèÿ

Ðàçáåðåì çàäà÷ó, ïðåäëîæåííóþ íà äîì â ïðåäûäóùåé ëåêöèè, íî ñäåëàåì
ýòî â ðàìêàõ �íîâîãî� ìåòîäà, à èìåííî ìåòîäà óñðåäíåíèÿ. Ðàññìîòðèì óðàâ-
íåíèå

ü+ (1 + εu2)u = 0 (10.1)

ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì ε. Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò îñöèëëÿòîð ñ ìàëîé êóáè÷å-
ñêîé íåëèíåéíîñòüþ. Ó òàêîãî îñöèëëÿòîðà ÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé çàâè-
ñèò îò àìïëèòóäû. Íåîáõîäèìî íàéòè ýòó çàâèñèìîñòü.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (10.1), îñòàâèâ â ëåâîé ÷àñòè íåâîçìóùåííóþ çàäà÷ó:

ü+ u = −εu3. (10.2)

Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå

u = a(t) cos(t+ β(t)) (10.3)

ñ àìïëèòóäîé è ôàçîé, ìåäëåííî çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè. Î÷åâèäíî, ýòî íå
î÷åíü õîðîøåå ïðåäñòàâëåíèå, ïîñêîëüêó îäíó íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ ìû çàìå-
íÿåì íà äâå. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî êàêîå-òî îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå ñíèìàåò íåîä-
íîçíà÷íîñòü. Ýòî îãðàíè÷åíèå âûáåðåì â âèäå

u̇ = −a(t) sin(t+ β(t)). (10.4)

Íåïîñðåäñòâåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå (10.3) äàåò

u̇ = ȧ cos(t+ β)− aβ̇ sin(t+ β)− a sin(t+ β), (10.5)

òàê ÷òî îãðàíè÷åíèå (10.4) îçíà÷àåò, ÷òî

ȧ cos(t+ β)− aβ̇ sin(t+ β) = 0. (10.6)

Ðàçäåëåíèå ïðîèçâîäíîé (10.5) íà (10.4) è (10.6) � ýòî ðàçäåëåíèå íà áûñòðóþ
è ìåäëåííóþ ÷àñòè.

Âû÷èñëèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ u:

ü = −a cos(t+ β)− ȧ sin(t+ β)− aβ̇ cos(t+ β). (10.7)

Ïîäñòàâèì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ â óðàâíåíèå (10.2):

−ȧ sin(t+ β)− aβ̇ cos(t+ β) = −εa3 cos3(t+ β) (10.8)
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó èç óðàâíåíèé (10.8), (10.6). Âûðàæàÿ èç ýòèõ
óðàâíåíèé ȧ è β̇, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

ȧ = εa3 cos3(t+ β) sin(t+ β), (10.9)

β̇ = εa2 cos4(t+ β). (10.10)

Îòìåòèì, ÷òî äî íàñòîÿùåãî ìîìåíòà íèêàêèõ ïðèáëèæåíèé íå äåëàëîñü,
ò.å. óðàâíåíèÿ (10.9), (10.10) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè. Ïðèøëî âðåìÿ óïðîñòèòü ýòè
óðàâíåíèÿ, ñäåëàâ íåêîòîðûå ïðèáëèæåíèÿ. À èìåííî, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî àì-
ïëèòóäà è ôàçà èçìåíÿþòñÿ ìåäëåííî, ïîýòîìó õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì áóäåò
óñðåäíèòü ïðàâûå ÷àñòè ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé, ò.å. ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ

ȧ = εa3〈cos3(t+ β) sin(t+ β)〉, (10.11)

β̇ = εa2〈cos4(t+ β)〉. (10.12)

Âûïîëíÿÿ óñðåäíåíèå, ïîëó÷àåì óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ

ȧ = 0, (10.13)

β̇ =
3

8
εa2. (10.14)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîïðàâêà ê ÷àñòîòå êîëåáàíèé åñòü ∆ω = 3/8a2.
Ïðèìåð 2. Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà

ü+ [1 + δ + ε cos(2t)]u = 0, (10.15)

ãäå δ è ε � ìàëûå ïàðàìåòðû. Ñòðóêòóðà ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîñòîòû âû-
êëàäîê íåñêîëüêî èçìåíåíà ïî ñðàâíåíèþ ñ èñïîëüçîâàííîé ðàíåå (ñì. (8.1)). À
èìåííî, ðàçóìíî áûëî áû ïîäñòðàèâàòü ÷àñòîòó èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà (÷à-
ñòîòó Ω). Çäåñü æå îíà æåñòêî çàäàíà, à âìåñòî ýòîãî ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà δ
ïîäñòðàèâàåòñÿ ÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà. ×àñòîòà èçìåíåíèÿ
êîýôôèöèåíòà ïðèìåðíî ðàâíà óäâîåííîé ÷àñòîòå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó.

Îòìåòèì, ÷òî ìû ñ÷èòàåì ìàëûå ïàðàìåòðû δ è ε âåëè÷èíàìè îäíîãî ïî-
ðÿäêà ìàëîñòè. Äëÿ îïèñàíèÿ ðåçîíàíñîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïðèõîäèòñÿ
ñ÷èòàòü ýòè ïàðàìåòðû èìåþùèìè ðàçíûé ïîðÿäîê.

Íàøåé öåëüþ áóäåò îïðåäåëåíèå îáëàñòè íà ïëîñêîñòè (δ, ε), â êîòîðîé íà-
áëþäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå

ü+ u = −[δ + ε cos(2t)]u. (10.16)
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Ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå

u = A(t) cos(t) +B(t) sin(t), (10.17)

ãäå A è B � ìåäëåííî ìåíÿþùèåñÿ ôóíêöèè t. Ââåäåì îãðàíè÷åíèå

u̇ = −A sin t+B cos t, (10.18)

ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèþ
Ȧ cos t+ Ḃ sin t = 0. (10.19)

Âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ u èìååò âèä

ü = −Ȧ sin t− A cos t+ Ḃ cos t−B sin t. (10.20)

Ïîäñòàâëÿÿ (10.20) â óðàâíåíèå (10.16), ïîëó÷àåì

−Ȧ sin t+ Ḃ cos t = −δ(A cos t+B sin t)− ε cos(2t)(A cos t+B sin t). (10.21)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèé (10.21), (10.19). Âûäå-
ëÿÿ Ȧ è Ḃ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó÷èì

Ȧ = δ(A cos t+B sin t) sin t+ ε(A cos t+B sin t) cos(2t) sin t, (10.22)

Ḃ = −δ(A cos t+B sin t) cos t− ε(A cos t+B sin t) cos(2t) cos t, (10.23)

Óñðåäíèì ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé. Â ðåçóëüòàòå ïî-
ëó÷èì ñèñòåìó óêîðî÷åííûõ óðàâíåíèé

Ȧ =

(
δ

2
− ε

4

)
B, (10.24)

Ḃ = −
(
δ

2
+
ε

4

)
A. (10.25)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè, â êîòîðîé íàáëþäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçî-
íàíñ, ïðîàíàëèçèðóåì ñèñòåìó (10.24), (10.25) íà óñòîé÷èâîñòü. Çàìåòèì, ÷òî
ýòî ëèíåéíàÿ îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ðåøèì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû, ò.å. íàéäåì òàêèå çíà÷åíèÿ
α1,2, ÷òî ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ âèäà(

A(t)
B(t)

)
=

(
A0

B0

)
eαt.

Ýòè çíà÷åíèÿ α ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû, îïèñûâàþùåé
ñèñòåìó, ò.å. ìàòðèöû (

0 δ
2
− ε

4

− δ
2
− ε

4
0

)
.
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Äàííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû

α1,2 = ±1

2

√
ε2

4
− δ2. (10.26)

Î÷åâèäíî, ïðè |ε/2| > |δ| çíà÷åíèÿ α1,2 îáà äåéñòâèòåëüíûå, è îäíî èç íèõ áîëü-
øå íóëÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó, ò.å. ïàðàìåòðè÷åñêîìó
ðåçîíàíñó. Ïðè |ε/2| < |δ| îáà çíà÷åíèÿ ÷èñòî ìíèìûå, è ðåçîíàíñ íå íàáëþäà-
åòñÿ.

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È

1. Ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå

ü+ [1 + δ + ε cos(2t)]u = 0,

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ìíîãèõ ìàñøòàáîâ. Ïðè ýòîì ïîëîæèòü δ = Dε, ãäå D
� ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ïîðÿäêà åäèíèöû. Ïîëó÷èòü óêîðî÷åííûå óðàâ-
íåíèÿ.

2. Ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå

ü+ [1 + δ + ε cos(2t)]u = 0

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ, ïîëàãàÿ

u = a(t) cos(t+ β(t)).

3. Íàéòè, ïðè êàêîì ñîîòíîøåíèè ε è δ èìååò ìåñòî âòîðîé ïàðàìåòðè÷åñêèé
ðåçîíàíñ, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì

ü+ [1 + δ + ε cos t]u = 0.
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�11. ÂÊÁ�ïðèáëèæåíèå

Ïîïûòêà ïðèìåíèòü ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ü+ λ2q(t)u = 0 (11.1)

ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ λ. Ýòî óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò áîëü-
øîé èíòåðåñ äëÿ êâàíòîâîé ôèçèêè è òåîðèè âîëí, òàê êàê îïèñûâàåò êîðîòêî-
âîëíîâîå ïðèáëèæåíèå â îäíîìåðíûõ çàäà÷àõ. Î÷åâèäíî, åãî ìîæíî îáîáùèòü
íà äâóõ- è òðåõìåðíûé ñëó÷àé, ïîëó÷èâ çàäà÷ó î ðàñïðîñòðàíåíèè êîðîòêèõ
âîëí â ñðåäå ñ ïåðåìåííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ.

Ïðåæäå âñåãî, ïîêàæåì, ÷òî ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ íå ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷èòü ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Îòìåòèì, ÷òî íà ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ â äàí-
íîì ñëó÷àå ìîæíî âîçëîæèòü íåêîòîðûå íàäåæäû, ïîñêîëüêó ÿâíûì îáðàçîì â
çàäà÷å ïðèñóòñòâóþò äâà ìàñøòàáà âðåìåíè: �íîðìàëüíîå� (ýòî ìàñøòàá èçìå-
íåíèÿ ôóíêöèè q(t)) è �áûñòðîå� (ñâÿçàííîå ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé â ñèñòåìå).
Åñëè q � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, òî ÷àñòîòà êîëåáàíèé ðàâíà λ

√
q. Ïîýòîìó

ëîãè÷íî âûáðàòü â êà÷åñòâå íîðìàëüíîãî è áûñòðîãî âðåìåíè ïåðåìåííûå

T0 = t, T−1 = λt. (11.2)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå äâó÷ëåííîãî ðàçëîæåíèÿ

u = u0(T−1, T0) +
1

λ
u1(T−1, T0). (11.3)

Ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè çàïèñûâàþòñÿ (ïî ÷ëåí ∼ λ) â âèäå

d

dt
= λ

∂

∂T−1

+
∂

∂T0

, (11.4)

d2

dt2
= λ2 ∂2

∂T 2
−1

+ 2λ
∂2

∂T−1∂T0

. (11.5)

Ïîäñòàâèì ýòè ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèå è âûäåëèì ÷ëåíû ïðè λ2 è λ, ò.å. â
äâóõ ñòàðøèõ ïîðÿäêàõ:

λ2 :

(
∂2

∂T 2
−1

+ q(T0)

)
u0 = 0, (11.6)

λ :

(
∂2

∂T 2
−1

+ q(T0)

)
u1 = −2

∂2

∂T−1∂T0

u0. (11.7)
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Ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

u0 = A(T0) exp{
√
−q(T0)T−1}+B(T0) exp{−

√
−q(T0)T−1} (11.8)

Ïîäñòàâèì (11.8) â óðàâíåíèå (11.7). Ïîëó÷èì

∂2

∂T 2
−1

u1 + q(T0)u1 =

−2[(
√
−qA)′+(

√
−q)′ T−1

√
−qA]e

√
−qT−1+2[(

√
−qB)′−(

√
−q)′ T−1

√
−qB]e−

√
−qT−1 ,
(11.9)

ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî T0. Òàêîé âèä ïðàâîé ÷àñòè ìîæåò
ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ âèäà T−1 exp{±

√
−q(T0)T−1}, à òàêæå

(T−1)2 exp{±
√
−q(T0)T−1}. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ñåêóëÿðíûõ ÷ëåíîâ åñòü A ≡ 0

è B ≡ 0. Òàêèì îáðàçîì, àíçàö (11.3) îêàçûâàåòñÿ íåïðèãîäíûì. ×óòü ïîçæå
ìû ïîéìåì ïî÷åìó.

Ñòðóêòóðà ÂÊÁ�ïðèáëèæåíèÿ

Áóäåì èñêàòü îäíî èç ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (11.1) â âèäå

u = exp{λG(t, λ)}, (11.10)

G(t, λ) = G0(t) + λ−1G1(t) + λ−2G2(t) + . . . (11.11)

Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.1) íå óäàñòñÿ âûðàçèòü â âèäå
(11.10), çàòî ìîæíî áóäåò òàê çàïèñàòü äâà ëèíåéíî�íåçàâèñèìûõ ðåøåíèÿ, à
çàòåì ïðåäñòàâèòü îáùåå ðåøåíèå êàê èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ.

Îãðàíè÷èìñÿ äâó÷ëåííûì ðàçëîæåíèåì äëÿ G, ò.å. ÷ëåíàìè ñ G0 è G1. Çà-
ïèøåì ïðîèçâîäíûå

u̇ = λ
∂G

∂t
eλG, (11.12)

ü =

[
λ2

(
∂G

∂t

)2

+ λ
∂2G

∂t2

]
eλG, (11.13)

Ïîäñòàâëÿÿ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ â óðàâíåíèå, ñîêðàùàÿ íà ýêñïîíåíòó è
ñîáèðàÿ ÷ëåíû ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ λ, ïîëó÷àåì

λ2 : (G′0)2 + q = 0, (11.14)

λ : 2G′0G
′
1 +G′′0 = 0, (11.15)

Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ:

G0(t) = ±
∫ t√

−q(τ) dτ. (11.16)
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Ðàññìîòðèì âòîðîå óðàâíåíèå. Ïåðåïèøåì åãî â âèäå

G′1 = −1

2

G′′0
G′0

(
= −1

2
(ln(G′0))′

)
. (11.17)

Òàêèì îáðàçîì,

G1 = C − ln((−q)1/4) (11.18)

Âûïèøåì îêîí÷àòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (11.1):

u(t) =
C1 exp{λ

∫ t√−q(τ) dτ}+ C2 exp{−λ
∫ t√−q(τ) dτ}

(−q(t))1/4
. (11.19)

Çäåñü C1 è C2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.
Àááðåâèàòóðà �ÂÊÁ� ðàñøèôðîâûâàåòñÿ êàê Âåíòöåëü�Êðàìåðñ�Áðèëëþýí.
Ïîïûòàåìñÿ ïîíÿòü, ïî÷åìó íå ðàáîòàåò ìåòîä ìíîãèõ ìàñøòàáîâ. Ðàññìîò-

ðèì âûðàæåíèå (11.8) è ñðàâíèì åãî ñ ðåøåíèåì (11.19). Ïîêàæåì, ÷òî ýêñ-
ïîíåíòû â (11.19) íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå (11.8). Äåéñòâèòåëüíî,
âîçìîæíîñòü èõ ïðåäñòàâèòü â òàêîì âèäå áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî íàïðèìåð ôóíê-
öèÿ

T−1

√
−q(T0)− λ

∫ t√
−q(τ) dτ

íå ÿâëÿåòñÿ áûñòðîé ôóíêöèåé âðåìåíè. À îíà òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ïðè ëþáîì
íåïîñòîÿííîì ìíîæèòåëå q.

Ïîíÿòèå òî÷êè ïîâîðîòà

Â îáëàñòè, ãäå êîýôôèöèåíò q(t) ïîëîæèòåëåí, äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (11.1) ïðåäñòàâëÿþò (ñîãëàñíî ôîðìóëå (11.19)) îñöèëëÿöèè
ñ ìåäëåííî ìåíÿþùåéñÿ àìïëèòóäîé. Åñëè ñ÷èòàòü t ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäè-
íàòîé, òî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âîëíû, áåãóùèå âïðàâî è âëåâî. Åñëè
â íåêîòîðîé îáëàñòè êîýôôèöèåíò q(t) îòðèöàòåëåí, òî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåå è ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåå ðåøåíèå. Â îá-
ëàñòè, ãäå êîýôôèöèåíò q(t) áëèçîê ê íóëþ, ôîðìóëà (11.19) ïðîñòî íå ðàáîòàåò.
Òî÷êà, â êîòîðîé q = 0, íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïîâîðîòà.

Áóäåì ñ÷èòàòü t ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ (äî-
ñòàòî÷íî îáøèðíóþ) îáëàñòü, â êîòîðîé (íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ) q(t) ïåðåñåêàåò
íîëü îäèí ðàç. Ïóñòü íà ëåâîé ãðàíèöå îáëàñòè q > 0, à íà ïðàâîé ãðàíèöå q < 0.
Âíóòðè îáëàñòè åñòü åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ïîâîðîòà t∗.

Ïóñòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïðàâîé ãðàíèöå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå
óáûâàíèÿ, ò.å. èç ïàðû ðåøåíèé âûáèðàåòñÿ òîëüêî ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþ-
ùåå. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå â îáëàñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðè t < t∗ ñóììîé âîëí,
áåãóùèõ âïðàâî è âëåâî, à ïðè t > t∗ åäèíñòâåííîé óáûâàþùåé âîëíîé. Ýòî
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ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîöåññ îòðàæåíèÿ âîëíû, áåãóùåé âïðàâî, îò òî÷êè
ïîâîðîòà. Íàøåé öåëüþ áóäåò îïèñàíèå òî÷êè ïîâîðîòà êàê îòðàæàòåëÿ âîëí.

Ïðåæäå âñåãî, âûÿñíèì, â êàêîé îáëàñòè t∗ íåëüçÿ ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé
(11.19). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè t = t∗ ôóíêöèÿ q õîðîøî àïïðîêñè-
ìèðóåòñÿ ëèíåéíîé:

q(t) ≈ α(t∗ − t), (11.20)

ãäå α � íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò ïîðÿäêà åäèíèöû.
Êðèòåðèåì òîãî, ÷òî àíçàö (11.10), (11.11) ïåðåñòàåò ðàáîòàòü, áóäåì ñ÷è-

òàòü òî, ÷òî ÷ëåíû G0 è λG1 ñòàíîâÿòñÿ îäíîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì óäîáíåå
ñðàâíèâàòü íå ñàìè ÷ëåíû, à èõ ïðîèçâîäíûå. Î÷åâèäíî,

G′1 = −1

2

G′′0
G′0

= −1

4

q′

q
.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî G′0 =
√
−q, ïîëó÷àåì, ÷òî àíçàö ðàáîòàåò ëèøü ïðè

4λα1/2|t− t∗|3/2 � 1. (11.21)

Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ôîðìóëàìè (11.19), ïîëó÷åííûìè ñ
ïîìîùüþ ðàññìîòðåííîãî àíçàöà, ïîëüçîâàòüñÿ íåëüçÿ.

Îòðàæåíèå îò òî÷êè ïîâîðîòà. Ðàññìîòðåíèå ïðè ïîìîùè ôóíêöèè

Ýéðè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå â òðåõ îáëàñòÿõ:

I : t < t∗ −D,

II : t > t∗ +D,

III : t∗ −D < t < t∗ +D,

D = (4λ
√
α)−2/3.

Â ïåðâîé îáëàñòè ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ðåøåíèåì (11.19). Çàïèøåì åãî â âèäå

uI(t) =
exp{iλ

∫ t
t∗

√
q(τ) dτ}+R exp{−iλ

∫ t
t∗

√
q(τ) dτ}

q(t)1/4
. (11.22)

Â ýòîì ðåøåíèè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàäàþ-
ùóþ íà òî÷êó ïîâîðîòà âîëíó, à âòîðîé � îòðàæåííóþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïàäàþùàÿ âîëíà èìååò åäèíè÷íóþ àìïëèòóäó. Êîýôôèöèåíò R â ýòîì ñëó÷àå
èìååò ñìûñë êîýôôèöèåíòà îòðàæåíèÿ. Íàøà öåëü áóäåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òîáû
åãî íàéòè.
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Âî âòîðîé îáëàñòè ðåøåíèå çàïèøåì â âèäå óáûâàþùåé âîëíû

uII(t) = T
exp{−λ

∫ t
t∗

√
−q(τ) dτ}

(−q(t))1/4
. (11.23)

Êîýôôèöèåíò T ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîýôôèöèåíò ïðîõîæäåíèÿ.
Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî äëÿ óñòðàíåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè íèæíèé ïðåäåë èí-

òåãðèðîâàíèÿ â (11.22) è (11.23) âûáðàí â òî÷êå t∗.
Èçëîæåííàÿ òåîðèÿ ïîêà íå ïîçâîëÿåò íàì íàéòè êîýôôèöèåíòû R è T . ×òî-

áû ýòî ñäåëàòü, ïîñòðîèì ðåøåíèå â òðåòüåé îáëàñòè uIII , ïðè÷åì äëÿ ýòîãî íå
áóäåì èñïîëüçîâàòü ÂÊÁ ïðèáëèæåíèå. Çàòåì ðàñøèðèì îáëàñòè ïðèìåíèìî-
ñòè ðåøåíèÿ â òðåòüåé îáëàñòè çà åå ïðåäåëû, è ïîïûòàåìñÿ �ñðàñòèòü� ïåðâîå
ðåøåíèå ñî âòîðûì, à âòîðîå � ñ òðåòüèì. Â ïðîöåññå ñðàùèâàíèÿ íàéäóòñÿ
êîýôôèöèåíòû R è T .

Ñàì ïðîöåññ ñðàùèâàíèÿ ðåøåíèé âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñòðîÿòñÿ
àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ uIII , êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ ÂÊÁ-àñèìïòîòèêàìè (11.22) è
(11.23) ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ñðàùèâàíèå è çàêëþ÷àåòñÿ
â ïîäáîðå ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Èòàê, çàéìåìñÿ ïîñòðîåíèåì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â òðåòüåé îáëàñòè.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîýôôèöèåíò èìååò âèä

q = −α(t− t∗). (11.24)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ôóíêöèé
Ýéðè (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ýéðè (4.18)):

uIII = a · Ai(z) + b · Bi(z). (11.25)

Çäåñü

z = α1/3λ2/3(t− t∗) ≈ −α−2/3λ2/3q(t). (11.26)

Êîýôôèöèåíòû a è b ïîêà íå îïðåäåëåíû.
Îáðàòèìñÿ ê àñèìïòîòèêàì ôóíêöèé Ýéðè. Ýòè àñèìïòîòèêè ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû èç èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé, íî ìû çäåñü ïðîñòî âîçüìåì èç èç
ñïðàâî÷íèêà. Â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ z � 1 àñèìïòîòèêè (èõ ïåðâûå ÷ëåíû)
èìåþò âèä

Ai(z) ≈
exp{−2

3
z3/2}

2
√
πz1/4

, (11.27)

Bi(z) ≈
exp{2

3
z3/2}

√
πz1/4

. (11.28)
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Ïðè îòðèöàòåëüíûõ z << −1 èìåþò ìåñòî àñèìïòîòèêè

Ai(−z) ≈
sin{2

3
z3/2 + π/4}
√
πz1/4

, (11.29)

Bi(−z) ≈
cos{2

3
z3/2 + π/4}
√
πz1/4

. (11.30)

Áóäåì ñ÷èòàòü äîêàçàííûì, ÷òî àñèìïòîòèêè (11.27)�(11.30) âûïîëíÿþòñÿ
âíå òðåòüåé îáëàñòè. Ýòî äîñòàòî÷íî òîíêàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò îöåíêó
÷ëåíà, ïîðîæäåííîãî ñëåäóþùèì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ q(t) â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè
t = t∗.

Ó íàñ èìåþòñÿ êîýôôèöèåíòû a, b, R, T , êîòîðûå íàäî îïðåäåëèòü. Ïðåæäå
âñåãî, çàìåòèì, ÷òî Bi(z) ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò â îáëàñòè II. Ïîñêîëüêó
òàêîãî ÷ëåíà â uII íåò, ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî b = 0. Äàëåå, â òîé æå
îáëàñòè

a · Ai(z) = a
exp{−2

3
λα1/2(t− t∗)3/2}

2
√
π(λ/α)1/6(−q)1/4

. (11.31)

Ñðàâíèâàÿ äàííîå âûðàæåíèå ñ àñèìïòîòèêîé (11.27), çàìå÷àåì, ÷òî ýòè àñèìï-
òîòèêè ñîâåðøåííî îäèíàêîâû, åñëè ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè óäîâëåòâîðÿþò ñî-
îòíîøåíèþ

T = a
α1/6

2
√
πλ1/6

. (11.32)

Òàêèì îáðàçîì, íàì óäàëîñü ñðàñòèòü àñèìïòîòèêè â îáëàñòÿõ II è III, è ïðè
ýòîì ìû èçáàâèëèñü îò äâóõ íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïåðåïèøåì àñèìïòîòèêó (11.29):

a · Ai(z) = a
exp{i(2

3
λ(t∗ − t)3/2α1/2 + π

4
)} − exp{−i(2

3
λ(t∗ − t)3/2α1/2 + π

4
)}

2i
√
π(λ/α)1/6q1/4

(11.33)
Ñðàâíèâàÿ (11.33) c (11.22), ïîëó÷àåì

−aα
1/6e−iπ/4

2i
√
πλ1/6

= 1, (11.34)

a
α1/6e−iπ/4

2i
√
πλ1/6

= R, (11.35)

îòêóäà
R = e−iπ/2. (11.36)

Ýòî î÷åíü âàæíàÿ ôîðìóëà. Îíà îçíà÷àåò, ÷òî îòðàæåíèþ îò òî÷êè ïîâîðîòà
ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé íàáåã ôàçû íà π/2 èëè íà ÷åòâåðòü ïåðèîäà. Ïî-
ÿñíèì, ïî÷åìó ìíîæèòåëü e−iπ/2 ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîìó íàáåãó ôàçû.
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Ðàññìîòðèì áîëåå ïðèâû÷íûé ñëó÷àé, êîãäà ïðèñóòñòâóåò è ïðîñòðàíñòâåííàÿ
è âðåìåííàÿ ïåðåìåííàÿ, à èìåííî ïóñòü âîëíà, ðàñïðîñòðàíÿþùàÿñÿ âïðàâî,
èìååò âèä exp{i(ξ − τ)}, ãäå τ � âðåìÿ, à ξ � ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâå. Çàìå-
òèì, ÷òî âûøå ðîëü ξ èãðàëà ïåðåìåííàÿ t. Ïîëîæèòåëüíûé íàáåã ôàçû íà π/2
ñâÿçàí ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè íà π/2, ò.å. äàåòñÿ ìíîæèòåëåì e−iπ/2.

Èç (11.34) è (11.32) íåòðóäíî íàéòè, ÷òî

T = eiπ/4. (11.37)

�Äèôôåðåíöèðîâàíèå� èìïóëüñíîãî ñèãíàëà ïðè îòðàæåíèè îò òî÷-

êè ïîâîðîòà

Âûÿñíèì, êàê âåäåò ñåáÿ èìïóëüñíûé ñèãíàë ïðè óâåëè÷åíèè ôàçû íà π/2.
Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî ãîâîðèòü òîëüêî îá èçìåíåíèè ôàçû êàæäîé èç ãàðìîíèê
ñèãíàëà â åãî Ôóðüå ïðåäñòàâëåíèè.

Ïóñòü èìååòñÿ íåêîòîðûé ñèãíàë u(τ). Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî
ôîðìóëå

U(ω) =
1

2π

∞∫
−∞

u(τ)eiωτdτ (11.38)

Ñèãíàë ñèíòåçèðóåòñÿ èç ñïåêòðà ïî ôîðìóëå

u(τ) =

∞∫
−∞

U(ω)e−iωτdτ (11.39)

Óâåëè÷åíèþ ôàçû êàæäîé èç ãàðìîíèê íà π/2 ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå
ñïåêòðà

U(ω)→ −i ω
|ω|

U(ω) (11.40)

(çäåñü ìû èñïîëüçóåì òîò ôàêò, ÷òî ãàðìîíèêàì ñ îòðèöàòåëüíûìè ÷àñòîòàìè
ñîîòâåòñòâóåò ìíîæèòåëü eiπ/2).

Çàìåòèì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâà-
íèå

U(ω)→ −iωU(ω). (11.41)

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ôàçû ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñõîäíû, ïîýòîìó èìåþòñÿ îñíîâàíèÿ
äóìàòü, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (11.40) äåéñòâóåò â ÷åì-òî ñõîäíî ñ äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì. Íà Ðèñ. 11.1 è 11.2 ïîêàçàíî, êàê îïåðàòîð, îïèñûâàåìûé â Ôóðüå-
ïðåäñòàâëåíèè ôîðìóëîé (11.40), äåéñòâóåò íà èìïóëüñû â âèäå ãàóññèàíû è
N�âîëíû. Íà îáîèõ ðèñóíêàõ øòðèõîâîé ëèíèåé îáîçíà÷åí èñõîäíûé ñèãíàë, à
ñïëîøíîé � ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà.
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Ðèñ. 11.1: Äåéñòâèå îïåðàòîðà (11.40) íà ñèãíàë â âèäå ãàóññèàíû

Èç ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà äåéñòâèòåëüíî êà÷å-
ñòâåííî ïîâòîðÿåò äèôôåðåíöèðîâàíèå. Â ÷àñòíîñòè, èç N�âîëíû ïîëó÷àòñÿ
òàê íàçûâàåìàÿ U�âîëíà. Êîíå÷íî, ýòî íå ñîâñåì äèôôåðåíöèðîâàíèå, íî îïðå-
äåëåííîå ñõîäñòâî èìååòñÿ.

Òî÷êà ïîâîðîòà è êàóñòèêè

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàêèì îáðàçîì òî÷êè ïîâîðîòà ÂÊÁ�ïðèáëèæåíèÿ ïî-
ÿâëÿþòñÿ â àêóñòèêå. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðåôðàêöèè âîëí. Ïóñòü âîëíû ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ â ïëîñêîñòè (x, y). Ïóñòü ñðåäà îäíîðîäíà âäîëü îñè x, à âäîëü
îñè y èìååò ïåðåìåííûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëî-
æèì, ÷òî ñêîðîñòü âîëí ðàñòåò ñ y êàê

c2(y) =
c2

0

1− αy
. (11.42)

Ïàðàìåòð α âûáåðåì äîñòàòî÷íî ìàëûì (òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íåêîòîðîé
ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ñêîðîñòü íå îáðàùàëàñü â áåñêîíå÷íîñòü. Áóäåì ïî-
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Ðèñ. 11.2: Äåéñòâèå îïåðàòîðà (11.40) íà ñèãíàë â âèäå N�âîëíû

ëàãàòü, ÷òî ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîäèòñÿ â ïîëóïëîñêîñòè y > 0, à ïðè y = 0
íàõîäèòñÿ òâåðäàÿ ãðàíèöà.

Âîëíû íà ÷àñòîòå ω â ñðåäå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
ω2

c2
0

(1− αy)u = 0. (11.43)

Ôèçè÷åñêè âîëíû â òàêîé ñðåäå èñïûòûâàþò ðåôðàêöèþ (ñì. Ðèñ. 11.3). Èìåííî
ýòîò ïðîöåññ ìû ñîáèðàåìñÿ îïèñàòü ìàòåìàòè÷åñêè.

Çàïóñòèì â ñðåäó ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ëó÷åé, ïåðåñåêàþùèõ îñü x ïîä
óãëîì φ. Çàâèñèìîñòü ïîëÿ îò x áóäåò èìåòü âèä exp{iωx cos(φ)/c0}. Âûäåëèì
ýòó çàâèñèìîñòü ÿâíî è çàïèøåì ïîëå â âèäå

u(x, y) = w(y) exp{iωx cos(φ)/c0}.
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Ðèñ. 11.3: Ðåôðàêöèÿ ëó÷åé è êàóñòèêà

Äëÿ U(y) âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

d2w

dy2
+
ω2

c2
0

(sin2 φ− αy)w = 0. (11.44)

Ðàññìîòðèì âûñîêî÷àñòîòíîå ïðèáëèæåíèå, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü âåëè÷èíó ω/c0

áîëüøèì ïàðàìåòðîì. Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó îíà íå ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíîé,
íåîáõîäèìî ñêàçàòü, ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷åì ýòà âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé. Äëÿ
ýòîãî ëó÷øå âñåãî ââåñòè áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ñ ñàìîãî íà÷àëà. Ëó÷øå
âñåãî ýòî ñäåëàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû α è c0 áûëè â íîâûõ ïåðåìåííûõ ðàâíû
åäèíèöå. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (11.44) èìååò òîò æå âèä, ÷òî (11.1), è âñå
òîëüêî ÷òî èçëîæåííîå ê íåìó îòíîñèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü
ïðî ýòî óðàâíåíèå, ÷òî

1. Òî÷êà ïîâîðîòà ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèþ â íîëü êîýôôèöèåíòà, ò.å.

y∗ = sin2 φ/α. (11.45)

2. Íèæå òî÷êè ïîâîðîòà ðåøåíèå èìååò âèä ñóììû âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþ-
ùèõñÿ ââåðõ è âíèç. Ýòà ñóììà îïèñûâàåòñÿ àñèìïòîòèêîé (11.22).

3. Êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ R â (11.22) ðàâåí e−iπ/2.

4. Âûøå òî÷êè ïîâîðîòà ïîëå ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò è îïèñûâàåòñÿ ôîð-
ìóëîé (11.23).

5. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà ðåøåíèå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéðè.

Ëèíèÿ y = y∗ ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé âñåãî ñåìåéñòâà ëó÷åé. Òàêàÿ ëèíèÿ íàçû-
âàåòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå è àêóñòèêå êàóñòèêîé. Êàê ìû âèäèì, êàóñòèêà
îïèñûâàåòñÿ òî÷êîé ïîâîðîòà ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, âñå
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âûâåäåííûå çàêîíîìåðíîñòè ñïðàâåäëèâû äëÿ îòðàæåíèÿ ëó÷à îò êàóñòèêè ëþ-
áîé ïðèðîäû. Â ÷àñòíîñòè, ëó÷è ìîãóò áûòü ïðÿìîëèíåéíûìè (ýòî ñîîòâåòñòâó-
åò ñðåäå ñ ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ), à âîëíîâàÿ êàðòèíà ìîæåò
áûòü ñôîðìèðîâàíà çåðêàëàìè ãäå-òî â äðóãîé îáëàñòè (ñì. Ðèñ. 11.4).

Ðèñ. 11.4: Êàóñòèêà â ñëó÷àå ïðÿìîëèíåéíûõ ëó÷åé

Âîëíîâîä. Óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, îïèñàííóþ âûøå, êàê âîëíîâîä è íàéäåì çíà÷åíèÿ φ,
ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäàì â ýòîì âîëíîâîäå. Äëÿ ýòîãî ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (11.44), óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ y = 0 è y = y∗. ñàìè ðåøåíèÿ áóäåì èñêàòü â âèäå (11.32). Â êà÷åñòâå
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðè y = 0 âîçüìåì w′ = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò æåñòêîé
ãðàíèöå. Ïðè y = y∗ ãðàíè÷íîå óñëîâèå âûïèñûâàòü íå áóäåì, à âìåñòî ýòîãî
áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (11.36). Î÷åâèäíî, óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå
ïðè óñëîâèè

exp

{
2i
ω

c0

∫ t∗

0

(sin2 φ− αy)1/2dy − iπ/2
}

= 1 (11.46)

èëè

2i
ω

c0

∫ t∗

0

(sin2 φ− αy)1/2dy − iπ/2 = 2πm. (11.47)

Âûðàæåíèå (11.47) îçíà÷àåò, ÷òî ïîëíûé íàáåã ôàçû âäîëü îñè y, âêëþ÷àþùèé
ïðîõîäû îò 0 äî y∗ è îáðàòíî, äîáàâêó −iπ/2 íà âåðõíåé ãðàíèöå è íóëåâóþ
äîáàâêó íà íèæíåé ãðàíèöå, ðàâåí â ñóììå íåñêîëüêèì ïîëíûì ïåðèîäàì.

Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå è åñòü �óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ�, èç êîòîðîãî ìîæíî
íàéòè çíà÷åíèÿ φm, ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâîäíûì ìîäàì. Ïðè ýòîì íåîáõîäè-
ìî ïîìíèòü, ÷òî y∗ òàêæå çàâèñèò îò φ.

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È

1. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0 (11.48)
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ñ ïîìîùüþ çàìåíû
y(x) = Ψ(x)u(x) (11.49)

ïðè ïîäõîäÿùåì Ψ(x) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

u′′ +

(
q − p′

2
− p2

4

)
u = 0. (11.50)

2. Ïóñòü N�âîëíà ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2π è çàäàåòñÿ íà îòðåçêå (−π, π)
ôóíêöèåé

uN(τ) =

{
(1− τ/π), τ > 0
(−1 + τ/π) τ < 0

(11.51)

Ýòà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå âèäà

u(τ) =
∞∑

m=−∞

ame
−imτ (11.52)

äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ am. U�âîëíà çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

uU(τ) =
∞∑

m=−∞

(
−i m
|m|

)
ame

−imτ (11.53)

äëÿ òîãî æå íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ. Íàéòè àñèìïòîòèêó uU âáëèçè òî÷êè
τ = 0.

3. Ðàññìîòðåòü óðàâíåíèåØðåäèíãåðà ñ ïàðàáîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìîé

d2u

dx2
+ λ2(A− x2)u = 0. (11.54)

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ λ íàéòè çíà÷åíèÿ A, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
îãðàíè÷åííûå íà âñåé îñè x ðåøåíèÿ. Ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñ
èçâåñòíûìè èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
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�12. Ñèíãóëÿðíî�âîçìóùåííûå çàäà÷è. Ñðàùèâà-
íèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé

Äåìîíñòðàöèîííûé ïðèìåð. Àíàëèç

Ïóñòü íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå

εu′′ + u′ + u = 0 (12.1)

äëÿ ôóíêöèè u(x) íà îòðåçêå x ∈ [0, 1] ñ íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(0) = 1, u(1) = 1. (12.2)

Êàê îáû÷íî, ε � ìàëûé ïàðàìåòð. Óðàâíåíèå (12.1) èìååò âòîðîé ïîðÿäîê, òàê
÷òî íàëè÷èå ïàðû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îáîñíîâàíî.

Çàäà÷è, ó êîòîðûõ ìàëûé ïàðàìåòð ñòîèò ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, íàçû-
âàþò ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìè. Òàêèå çàäà÷è îáëàäàþò ðÿäîì ñïåöèôè÷åñêèõ
ñâîéñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè çàäà÷àìè òåîðèè âîçìóùåíèé.

Ñïåðâà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå âîçìóùåííîé çàäà÷è ìàëî (íà âå-
ëè÷èíó ïîðÿäêà ε) îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ íåâîçìóùåííîé çàäà÷è. Ïîëîæèì
ε = 0 è ðàññìîòðèì íåâîçìóùåííóþ çàäà÷ó ñ óðàâíåíèåì

u′ + u = 0. (12.3)

Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååòñÿ ðåøåíèå u = Ce−x, èçâåñòíîå ñ òî÷íîñòüþ äî îä-
íîãî êîýôôèöèåíòà. Ïîäáèðàÿ ýòîò êîýôôèöèåíò, íåâîçìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü îáà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ, äàæå åñëè ðàçðåøåíî, ÷òîáû ýòè óñëîâèÿ
âûïîëíÿëèñü íå òî÷íî, à ïðèáëèæåííî. Òàêèì îáðàçîì, ðåøèòü íåâîçìóùåííóþ
çàäà÷ó â îáùåì ñëó÷àå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïðè÷èíà ýòîãî ÿñíà: ïðè
ïåðåõîäå ê íåâîçìóùåííîé çàäà÷å ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ óìåíüøàåòñÿ íà åäèíèöó,
à êîëè÷åñòâî ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îñòàåòñÿ ïðåæíèì.

Óðàâíåíèå (12.1) âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ íåãî ìîæíî áûëî ïî-
ñòðîèòü òî÷íîå ðåøåíèå. Ïîñòðîèì åãî è ïîïðîáóåì ïîíÿòü, ÷òî ïðîèñõîäèò.
Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.1) èìååò âèä

u = C1e
λ1x + C2e

λ2x, (12.4)

ãäå ïîêàçàòåëè λ1,2 îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ

ελ2 + λ+ 1 = 0, (12.5)

à êîýôôèöèåíòû C1,2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.
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Óðàâíåíèå (12.4) èìååò êîðíè

λ1,2 = −1±
√

1− 4ε

2ε
. (12.6)

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé, ïîëó÷àåì

λ1 ≈ −1, λ2 = −ε−1 + 1. (12.7)

Ïåðâûé êîðåíü ñîîòâåòñòâóåò íåâîçìóùåííîìó óðàâíåíèþ, à âòîðîé íîâûé. Çà-
ìåòèì, ÷òî âòîðîé êîðåíü ÿâëÿåòñÿ áîëüøèì (îí ñîäåðæèò ìàëûé ïàðàìåòð
â ìèíóñ ïåðâîé ñòåïåíè). Ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
áûñòðî óáûâàþùóþ ýêñïîíåíòó.

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (12.2) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ñóììó �îáû÷íîé� è áûñòðî óáûâàþùåé ýêñïîíåíò. Åãî ãðàôèê äëÿ ε = 0.01
ïîêàçàí íà Ðèñ. 12.1. Î÷åâèäíî, ïî÷òè âåçäå ðåøåíèå ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðåøå-
íèÿ íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ, îäíàêî âáëèçè ëåâîãî êðàÿ èíòåðâàëà èìååòñÿ
îáëàñòü, â êîòîðîé îòëè÷èå ñèëüíî. Â ýòîé îáëàñòè ðàáîòàåò áûñòðî óáûâàþùàÿ
ýêñïîíåíòà, îáåñïå÷èâàþùàÿ ñîïðÿæåíèå íåâîçìóùåííîãî ðåøåíèÿ è ãðàíè÷íî-
ãî óñëîâèÿ. Ýòà îáëàñòü íàçûâàåòñÿ ïîãðàíè÷íûé ñëîé. Òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî
ñëîÿ â äàííîì ñëó÷àå èìååò ïîðÿäîê ε−1.

Äåìîíñòðàöèîííûé ïðèìåð. Ñðàùèâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëî-

æåíèé

Ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå óðàâíåíèÿ (12.1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (12.2).
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå â äâóõ îáëàñòÿõ: �âíåøíåé� (òàì, ãäå äåéñòâóåò
íåâîçìóùåííîå óðàâíåíèå) è �âíóòðåííåé� (òàì, ãäå ïîãðàíè÷íûé ñëîé). Â äàí-
íîì ñëó÷àå ìû óæå çíàåì, ÷òî ïîãðàíè÷íûé ñëîé ïðèìûêàåò ê ãðàíèöå x = 0.
Â îáùåì ñëó÷àå ýòî ïðèõîäèòñÿ âûÿñíÿòü ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê. Âíåøíåå ðå-
øåíèå áóäåì îáîçíà÷àòü u(o) (îò �outer�), à âíóòðåííåå u(i) (îò �inner�). Â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ìîæíî ñòðîèòü ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäîâ, íàïðèìåð

u(o) = u
(o)
0 + εu

(o)
1 + ε2u

(o)
2 + . . .

îäíàêî ìû çäåñü îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ñòàðøèìè ÷ëåíàìè â îáîèõ ðàçëîæåíèÿõ
(îïóñêàÿ íóëåâîé èíäåêñ).

Âíåøíåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ (12.3) è èìååò âèä

u(o) = Ce−x. (12.8)

Êîýôôèöèåíò C âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ãðàíè÷íîå
óñëîâèå ïðè x = 1, ò.å.

C = e. (12.9)
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Ðèñ. 12.1: Ãðàôèê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12.1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (12.2)

Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ âíóòðåííåãî ðåøåíèÿ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëü-
òàòàìè ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà, â ïðåäåëàõ ïîãðàíñëîÿ ïðîèñõîäèò áûñòðîå
èçìåíåíèå ïîëÿ. Äëÿ íîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ íåîáõîäèìî ðàñòÿíóòü ýòó îáëàñòü,
ââåäÿ â ïðåäåëàõ ïîãðàíñëîÿ âíóòðåííþþ ïåðåìåííóþ

ξ =
x

ε
. (12.10)

Ýòà ïåðåìåííàÿ â ïðåäåëàõ ïîãðàíñëîÿ èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó ïîðÿäêà åäè-
íèöû.

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (12.1) â íîâîé ïåðåìåííîé. Çàìåòèì, ÷òî

d

dx
=

1

ε

d

dξ
,

d2

dx2
=

1

ε2
d2

dξ2
.

Óðàâíåíèå èìååò âèä
1

ε

d2u(i)

dξ2
+

1

ε

du(i)

dξ
+ u(i) = 0. (12.11)



Ãë. 2 �12. Ñðàùèâàíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé 82

Âûäåëèì èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñòàðøèå ÷ëåíû, ò.å. ÷ëåíû, ñòîÿùèå ïðè ε−1. Ïî-
ëó÷èì ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå

d2u(i)

dξ2
+
du(i)

dξ
= 0. (12.12)

Îáùåå ðåøåíèå òîãî óðàâíåíèÿ åñòü

u(i) = A+De−ξ. (12.13)

Êîíñòàíòû A è D âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû, âî-ïåðâûõ, âûïîëíÿëîñü ãðàíè÷íîå
óñëîâèå u(i)(0) = 1, à, âî-âòîðûõ, âíóòðåííåå ðåøåíèå ãëàäêî ïåðåõîäèëî âî
âíåøíåå íà ãðàíèöå ýòèõ îáëàñòåé. Ïåðâîå óñëîâèå äàåò

A+D = 1. (12.14)

Îáðàòèìñÿ êî âòîðîìó óñëîâèþ. Äëÿ åãî óäîâëåòâîðåíèÿ ñóùåñòâóåò ôîð-
ìàëüíàÿ ïðîöåäóðà, íàçûâàåìàÿ ñðàùèâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.
Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ñòðîÿòñÿ àñèìïòîòèêè âíóòðåííåãî ðåøåíèÿ âî
âíåøíåé îáëàñòè è âíåøíåãî ðåøåíèÿ âî âíóòðåííåé îáëàñòè. Ýòè àñèìïòîòèêè
îáîçíà÷àþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê (u(i))(o) è (u(o))(i). Çàòåì íàëàãàåòñÿ óñëîâèå,
÷òîáû ñòàðøèå ÷ëåíû ýòèõ àñèìïòîòèê ñîâïàäàëè:

(u(i))(o) = (u(o))(i). (12.15)

Ýòî è åñòü óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ àñèìïòîòèê.
Àñèìïòîòèêà (u(i))(o) ñòðîèòñÿ â äâà øàãà. Íà ïåðâîì øàãå ðåøåíèå çàïèñû-

âàåòñÿ ÷åðåç âíåøíþþ ïåðåìåííóþ:

u(i) = A+De−x/ε. (12.16)

Íà âòîðîì øàãå áåðåòñÿ ñòàðøèé àñèìïòîòèêè ýòîãî ðåøåíèÿ ïðè ε → 0 è
ôèêñèðîâàííîì íåíóëåâîì x:

(u(i))(o) = A. (12.17)

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïîñòðîåíèÿ (u(o))(i) ýòî ðåøåíèå âûïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ïåðåìåí-
íóþ ξ:

u(o) = Ce−ξε (12.18)

è áåðåòñÿ ñòàðøèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè ïðè ε→ 0 è ôèêñèðîâàííîì ξ:

(u(o))(i) = C. (12.19)

Óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ èìååò âèä
A = C.
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Îòñþäà A = e, D = 1− e. Îòâåò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

u = u(o) + u(i) − (u(o))(i) = e1−x − (e− 1)e−x/ε. (12.20)

Çàìå÷àíèÿ

1. Ìû âîñïîëüçîâàëèñü ñâîèì çíàíèåì î òîì, ÷òî ïîãðàíè÷íûé ñëîé íàõî-
äèòñÿ âáëèçè ëåâîãî êîíöà èíòåðâàëà. Ñ òåì æå óñïåõîì îí ìîã îêàçàòüñÿ
è ó ïðàâîãî êðàÿ (èëè ó êàæäîãî èç êðàåâ). Â îáùåì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ
ïðîáîâàòü ðàçíûå âàðèàíòû, ò.å. ïûòàòüñÿ ïîñòðîèòü ïîãðàíñëîé ó êàæ-
äîãî èç êîíöîâ. Åñëè îí òàì ñòðîèòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò ðåøåíèå âåäóùåå
ñåáÿ íóæíûì îáðàçîì, òî îí òàì è åñòü.

2. Âìåñòî ïåðåìåííîé (12.10) èìååò ñìûñë ïðîáîâàòü áîëåå îáùèé âèä

ξ =
x

εµ
. (12.21)

Ïàðàìåòð µ ïîäáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óðàâíåíèå äëÿ âíóòðåííåãî
ðåøåíèÿ äîïóñêàëî ðåøåíèÿ â âèäå ïîãðàíñëîÿ.

Äâèæåíèå æèäêîñòè âáëèçè ãðàíèöû â ñëó÷àå ìàëîé âÿçêîñòè

Ðàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêè âàæíóþ çàäà÷ó î ôîðìèðîâàíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ
â æèäêîñòè â îêðåñòíîñòè òâåðäîé ãðàíèöû. Ðàññìîòðèì äâóìåðíóþ ëèíåéíóþ
çàäà÷ó â ïëîñêîñòè (x, y) (ñì. Ðèñ. 12.2). Ïóñòü æèäêîñòü çàíèìàåò âåðõíþþ
ïîëóïëîñêîñòü y > 0, à ãðàíèöà ñîîòâåñòâóåò ïðÿìîé y = 0. Áóäåì îïèñûâàòü
äâèæåíèå æèäêîñòè îáû÷íûìè ïåðåìåííûìè � äàâëåíèåì p è êîëåáàòåëüíîé
ñêîðîñòüþ ÷àñòèö u = (ux, uy). Ñïåðâà âûïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ íåñòàöèîíàðíî-
ãî ñëó÷àÿ, à çàòåì çàôèêñèðóåì ÷àñòîòó ω è ïåðåéäåì ê ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å.

x

y

æèäêîñòü

ïîâåðõíîñòü

u

ïîãðàí.

ñëîé

Ðèñ. 12.2: Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è î ïîãðàíè÷íîì ñëîå â æèäêîñòè

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå íåâÿçêîé æèäêîñòè. Êàê èçâåñòíî, òàêàÿ æèäêîñòü
îïèñûâàåòñÿ ëèíåàðèçîâàííûìè óðàâíåíèÿìè ãèäðîäèíàìèêè: óðàâíåíèåì Ýé-
ëåðà

∂u

∂t
= −1

ρ
∇p (12.22)
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è óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè / ñîñòîÿíèÿ

∂p

∂t
= −ρc2div u. (12.23)

Çäåñü ρ è c � ðàâíîâåñíûå çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè çâóêà â æèäêîñòè.
Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ëèíèè y = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ

æèäêîñòè ñêâîçü ïîâåðõíîñòü:

uy

∣∣∣
y=0

= 0. (12.24)

Ïðè ýòîì íà êîìïîíåíòó ux íèêàêèõ óñëîâèé íå íàêëàäûâàåòñÿ, òî åñòü ðàçðå-
øàåòñÿ ïðîñêàëüçûâàíèå æèäêîñòè âäîëü ãðàíèöû.

Òåïåðü ðàññìîòðèì æèäêîñòü ñ ìàëîé âÿçêîñòüþ (òîæå â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè). Çàìåíèì óðàâíåíèå Ýéëåðà (12.22) íà ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå
Íàâüå�Ñòîêñà:

∂u

∂t
=

1

ρ

[
−∇p+ η∆u +

(
ζ +

η

3

)
grad div u

]
. (12.25)

Çäåñü ζ � êîýôôèöèåíò îáúåìíîé âÿçêîñòè, à η � êîýôôèöèåíò ñäâèãîâîé âÿç-
êîñòè.

Â ñëó÷àå ìàëîé âÿçêîñòè æèäêîñòü �ïðèëèïàåò� ê ãðàíèöå, ïîýòîìó ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå âêëþ÷àåò îãðàíè÷åíèå êàê íà ux, òàê è íà uy:

uy

∣∣∣
y=0

= 0, ux

∣∣∣
y=0

= 0, (12.26)

Êîýôôèöèåíòû ζ è η áóäåì ñ÷èòàòü ìàëûìè (â êàêîì ñìûñëå � óêàæåì
ïîòîì), ïðè÷åì îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè. Ýòî ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:

ζ

ε
∼ 1,

η

ε
∼ 1,

ε � ìàëûé ïàðàìåòð.
Çàìåòèì, ÷òî ñèòóàöèÿ íàïîìèíàåò ñèíãóëÿðíî�âîçìóùåííóþ çàäà÷ó, ðàñ-

ñìîòðåííóþ â íà÷àëå ïàðàãðàôà. Óðàâíåíèå (12.25) (ïî ñðàâíåíèþ ñ (12.22))
ñîäåðæèò áîëåå âûñîêèå ïðîèçâîäíûå u. Ïðè ýòîì äîáàâëÿåòñÿ åùå îäíî ãðà-
íè÷íîå óñëîâèå. Íà ñàìîì äåëå, íàîáîðîò, ïîíÿòèå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðèøëî èç
ãèäðîäèíàìèêè âÿçêîé æèäêîñòè â îñòàëüíûå îáëàñòè ìåõàíèêè è òåîðèè âîëí.
Ìîòèâèðóþùåé è íàïðàâëÿþùåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ êàê ðàç çàäà÷à î äâèæåíèè
æèäêîñòè ñ ìàëîé âÿçêîñòüþ âáëèçè ãðàíèöû.

Íåòðóäíî âèäåòü ÷òî óðàâíåíèå (12.22) (âìåñòå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (12.24))
ÿâëÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê (12.25) íåâîçìóùåííîé çàäà÷åé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
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ýòà çàäà÷à êàê-òî îñìûñëåííî ïîñòàâëåíà, ò. å. èìåþòñÿ, íàïðèìåð, âíåøíèå
ñèëû, âîçáóæäàþùèå äâèæåíèå æèäêîñòè, è çàäàíî ïîâåäåíèå ïðè áîëüøèõ y
è |x|. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à èìååò îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå. Ïîñòðîèì
ýòî ðåøåíèå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå åñòü âíåøíåå ðåøåíèå ïî îòíîøå-
íèþ ê çàäà÷å, ïîñòðîåííîé íà óðàâíåíèè (12.25) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (12.26),
òî åñòü ýòî u(o) è p(o). Òî÷íåå, ýòè âåëè÷èíû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòàðøèå (ïî ε)
÷ëåíû âíåøíåãî ðàçëîæåíèÿ.

Ïîñòðîèì òåïåðü ïåðâûå ÷ëåíû âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
(12.25), (12.26). Ïîíÿòíî, ÷òî ïîãðàíè÷íûé ñëîé áóäåò íàõîäèòüñÿ âáëèçè ïî-
âåðõíîñòè y = 0. Ââåäåì âíóòðåííþþ (ðàñòÿíóòóþ) ïåðåìåííóþ âìåñòî y:

ξ ≡ y

εα
, (12.27)

ïàðàìåòð α åùå íàäî îïðåäåëèòü. Áóäåì èñêàòü ôóíêöèè u
(i)
x (x, ξ, t), u

(i)
y (x, ξ, t),

p(i)(x, ξ, t).
Ðàñïèøåì óðàâíåíèÿ (12.25) è (12.23):

ρ
∂u

(i)
x

∂t
= −∂p

(i)

∂x
+ η

(
∂2u

(i)
x

∂x2
+

1

ε2α
∂2u

(i)
x

∂ξ2

)
+
(
ζ +

η

3

)(∂2u
(i)
x

∂x2
+

1

εα
∂2u

(i)
y

∂x∂ξ

)
,

(12.28)

ρ
∂u

(i)
y

∂t
= − 1

εα
∂p(i)

∂ξ
+ η

(
∂2u

(i)
y

∂x2
+

1

ε2α
∂2u

(i)
y

∂ξ2

)
+
(
ζ +

η

3

)( 1

ε2α
∂2u

(i)
y

∂ξ2
+

1

εα
∂2u

(i)
x

∂x∂ξ

)
,

(12.29)

∂p(i)

∂t
= −ρc2

(
∂u

(i)
x

∂x
+

1

εα
∂u

(i)
y

∂ξ

)
. (12.30)

Âûáåðåì α = 1/2 è âûïèøåì ñòàðøèå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ (12.28), (12.29),
(12.30). Ïðè ýòîì áóäåì ó÷èòûâàòü, ÷òî ζ è η � âåëè÷èíû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî
ε:

ρ
∂u

(i)
x

∂t
= −∂p

(i)

∂x
+
η

ε

∂2u
(i)
x

∂ξ2
, (12.31)

∂p(i)

∂ξ
= 0, (12.32)

∂u
(i)
y

∂ξ
= 0. (12.33)

Ïîïûòàåìñÿ ðåøèòü ïîñòðîåííûå óðàâíåíèÿ. Èç (12.33) ñëåäóåò, ÷òî u
(i)
y íå

çàâèñèò îò ξ. Óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé, î÷åâèäíî, èìå-
åò âèä

lim
ξ→∞

u(i)
y (x, ξ, t) = lim

y→0
u(o)
y (x, y, t). (12.34)
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Ñëåäîâàòåëüíî,
u(i)
y = u(o)

y (x, 0, t). (12.35)

Àíàëîãè÷íî,
p(i) = p(o)(x, 0, t). (12.36)

Ïðåäñòàâèì u
(i)
x â âèäå

u(i)
x (x, ξ, t) = u(o)

x (x, 0, t) + v(x, ξ, t). (12.37)

Çàìåòèì, ÷òî èç âíåøíåé çàäà÷è ñëåäóåò

ρ
∂u

(0)
x (x, 0, t)

∂t
= −∂p

(0)(x, 0, t)

∂x
.

Ïîýòîìó èç (12.31) èìååì

ρ
∂v

∂t
=
η

ε

∂2v

∂ξ2
. (12.38)

Ïåðåéäåì ê ñòàöèîíàðíîé çàäà÷å. Ïóñòü êðóãîâàÿ ÷àñòîòà ðàâíà ω, à çàâè-
ñèìîñòü âñåõ âåëè÷èí îò âðåìåíè èìååò âèä e−iωt. Óðàâíåíèå (12.38) ïåðåéäåò
â

−iωv =
η

ε

∂2v

∂ξ2
(12.39)

Ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ åñòü

v(x, ξ, t) = A(x)e−ξ
√
ε/δ−iωt +B(x)eξ

√
ε/δ−iωt, δ ≡

√
iη

ρω
. (12.40)

Çàìåòèì, ÷òî ïî ïîðÿäêó ìàëîñòè δ ∼ √η ∼
√
ε.

Âåëè÷èíà δ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ìíèìóþ ÷àñòü, ïîýòîìó âòîðîé ÷ëåí ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî ðàñòåò c ξ. Òàêîé ÷ëåí íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì ñðà-
ùèâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé. Ïîýòîìó B(x) = 0. Êîýôôèöèåíò A(x)

íàõîäèòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ u
(i)
x = 0:

A(x) = −u(o)
x (x, 0), (12.41)

ò. å. âíóòðåííåå ðåøåíèå (çàïèñàííîå äëÿ óäîáñòâà â îáû÷íîé ïåðåìåííîé y)
èìååò âèä

u(i)
x (x, y) = u(o)

x (x, 0)(1− e−y/δ)e−iωt. (12.42)

Âåëè÷èíà |δ| ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îöåíêó òîëùèíû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.
Ïðåäñòàâëåííîå ðàññóæäåíèå, íåñîìíåííî, îñòàâëÿåò ðÿä âîïðîñîâ. Íàïðè-

ìåð, ýòî âîïðîñû òàêèå. Ïî÷åìó â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íåâîçìóùåííîé
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çàäà÷è âûáèðàåòñÿ ïåðâîå óñëîâèå (12.26), à íå, íàïðèìåð, âòîðîå? Ïî÷åìó ïàðà-

ìåòð α ðàâåí 1/2? Ïî÷åìó çíà÷åíèÿ p(i), u
(i)
x , u

(i)
y âûáèðàþòñÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà

ìàëîñòè, à íå, íàïðèìåð, ìèíóñ ïåðâîãî?
Íà ýòè è ïîäîáíûå âîïðîñû îòâåò âñåãäà îäèí. Ìû ïîïðîáîâàëè âñå ýòè

âàðèàíòû è óáåäèëèñü, ÷òî îíè íå ïðèâîäÿò ê îñìûñëåííûì ðåøåíèÿì. Ñõåìà
èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ñðàùèâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïðåäïîëàãàåò
ëèáî àïðèîðíîå çíàíèå î ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ, ëèáî ïåðåáîð âñåõ âîçìîæíûõ
ìîäåëåé è îñòàâëåíèå ðàçóìíîé.

Êîëåáàòåëüíîå òå÷åíèå íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè â òðóáå

Â ñëó÷àå èçíà÷àëüíî íåñæèìàåìîé æèäêîñòè óðàâíåíèÿ óïðîùàþòñÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ñëîé 0 < y < H ñ æåñòêèìè ãðàíèöàìè (ñì. Ðèñ. 12.3). Ïóñòü äëèíà
òðóáû ðàâíà L. Íà êîíöàõ òðóáû çàäàíû îäíîðîäíûå ïî ñå÷åíèþ çíà÷åíèÿ äàâ-
ëåíèÿ p1e

−iωt è p2e
−iωt.

x

y

ux

H

0

L

ti
ep

w-

1

ti
ep

w-

2

Ðèñ. 12.3: Êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå â òðóáå

Áóäåì ñ÷èòàòü äâèæåíèå æèäêîñòè ÷èñòî ïðîäîëüíûì (uy = 0). Ïðè ýòîì
êîìïîíåíòà ux áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò y. Ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ïîñòîÿíåí âî âñåé
òðóáå è ðàâåí

∂p

∂x
=
p2 − p1

L
e−iωt,

∂p

∂y
= 0.

Óðàâíåíèå (12.25) çàïèøåòñÿ êàê

−iωux =
p1 − p2

ρL
+
η

ρ

d2ux
dy2

. (12.43)

(çàâèñèìîñòü e−iωt îïóùåíà). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ åñòü

ux(0) = ux(L) = 0. (12.44)

Âíåøíÿÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëåíî óðàâíåíèåì

−iωu(o)
x =

p1 − p2

ρL
. (12.45)
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áåç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Òî åñòü

u(o)
x = i

p1 − p2

ωρL
. (12.46)

Ïîñòðîèì âíóòðåííåå ðåøåíèå âáëèçè y = 0. Ââåäåì ðàñòÿíóòóþ ïåðåìåí-
íóþ (12.27). Âíóòðåííåå óðàâíåíèå èìååò âèä

−iωu(i)
x =

p1 − p2

ρL
+

η

ρε2α
d2u

(i)
x

dξ2
. (12.47)

Âûáîð α = 1/2 äåëàåòñÿ âïîëíå ïîíÿòíûì. Ïðè ýòîì âûáîðå óðàâíåíèå ñòàíî-
âèòñÿ íàèáîëåå �áîãàòûì� (â ñòàðøåì ïîðÿäêå áîëüøå âñåãî ÷ëåíîâ, à ðåøåíèå
èìååò âèä ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ).

Îáùåå ðåøåíèå (12.48) åñòü

u(i)
x = i

p1 − p2

ωρL
+ Ae−ξ

√
ε/δ +Beξ

√
ε/δ. (12.48)

Ïàðàìåòð δ îïðåäåëÿåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé, ÷òî è âûøå. Óñëîâèå ñðàùèâàíèÿ,
êàê è ðàíüøå, èìååò âèä

lim
y→0

u(o)
x (y) = lim

ξ→∞
u(i)(ξ). (12.49)

×ëåí ñ êîýôôèöèåíòîì B ðàñòåò ïðè ξ → ∞, ïîýòîìó îí íå ìîæåò óäîâëå-
òâîðÿòü óñëîâèþ ñðàùèâàíèÿ. Âûáèðàåì B = 0. Êîýôôèöèåíò A íàõîäèòñÿ èç
ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ u(i)(0) = 0:

u(i)
x = i

p1 − p2

ωρL

(
1− e−ξ

√
ε/δ
)

= i
p1 − p2

ωρL

(
1− e−y/δ

)
. (12.50)

Ïîãðàíè÷íûé ñëîé ïðè y = H ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Î÷åâèäíî, ïîñòðîåíèå âíóòðåííåãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå íåñæèìàåìîé æèäêî-

ñòè íå ïðèâîäèò ê óïðîùåíèþ óðàâíåíèÿ, à èìåííî, óðàâíåíèå (12.47) íå ïðîùå
è íå ñëîæíåå, ÷åì (12.43). Â ýòîì ñìûñëå äàííûé ïðèìåð íåñêîëüêî òðèâèà-
ëåí (â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùåãî). Åäèíñòâåííîå, â ÷åì ñðàùèâàíèå ðàçëîæåíèé
ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó, ýòî âîçìîæíîñòü íå ó÷èòûâàòü âçàèìíîå
âëèÿíèå ïîãðàíè÷íûõ ñëîåâ îäèí íà äðóãîé.
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�13. Çàäà÷è ê çà÷åòó

ÂÎÏÐÎÑÛ È ÇÀÄÀ×È

1. Îöåíèòü èíòåãðàë ïðè λ→∞

I(λ) =

1∫
−1

eλx√
1− x2

dx

2. Îöåíèòü èíòåãðàë ïðè λ→∞

I(λ) =

1∫
−1

e−λx
√

1− x2 dx

3. Ïîñòðîèòü àñèìïòîòèêó ôóíêöèè îøèáîê

Erfc(z) =
2√
π

∞∫
z

e−t
2

dt

ïðè áîëüøèõ äåéñòâèòåëüíûõ îòðèöàòåëüíûõ z.

4. Ôóíêöèÿ Ýéðè Ai(z) îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

Ai(z) =
1

π

∞∫
0

cos(t3/3 + zt)dt

Íàéòè åå àñèìïòîòèêè ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ è áîëüøèõ îòðèöà-
òåëüíûõ z.

5. Ôóíêöèÿ Ýéðè Bi(z) îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì

Bi(z) =
1

π

∞∫
0

[exp(−t3/3 + zt) + sin(t3/3 + zt)]dt

Íàéòè åå àñèìïòîòèêè ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ è áîëüøèõ îòðèöà-
òåëüíûõ z.
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6. Íàéòè ïîïðàâêó ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé äëÿ íåëèíåéíîãî îñöèë-
ëÿòîðà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì

ü+ u+ ε u5 = 0

ïðè ìàëîì ε.

7. Çàïèñàòü óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå è îïèñàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû, îïèñûâà-
åìîé óðàâíåíèåì

ü+ u+ ε sign(u) = 0,

sign(x) =

{
1, x > 0,
−1, x < 0

ïðè ìàëîì ε.

8. Çàïèñàòü óêîðî÷åííîå óðàâíåíèå è îïèñàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû, îïèñûâà-
åìîé óðàâíåíèåì

ü+ u+ ε sign(u̇) = 0,

sign(x) =

{
1, x > 0,
−1, x < 0

ïðè ìàëîì ε.

9. Âûâåñòè è ðåøèòü óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé
óðàâíåíèåì

ü+ u+ ε (u̇)3 = 0

ïðè ìàëîì ε.

10. Âûâåñòè è ðåøèòü óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé
óðàâíåíèåì

ü+ u+ ε u̇ u4 = 0

ïðè ìàëîì ε.

11. Âûâåñòè óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ è íàéòè ïîïðàâêó ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå
äëÿ ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì

ü+ u+ ε(u̇)2u = 0

ïðè ìàëîì ε.
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12. Èññëåäîâàòü îñîáûå òî÷êè óðàâíåíèÿ (îïðåäåëèòü òèï îñîáûõ òî÷åê è íàé-
òè ïîêàçàòåëè) äëÿ óðàâíåíèÿ

(1− z2)u′′ − 2zu′ +

(
ν(ν + 1)− µ2

1− z2

)
u = 0.

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u(z).

13. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

ε y′′ + y′ = 1

íà îòðåçêå x ∈ [0, 1] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

y(0) = α, y(1) = β.

Çäåñü ε � ìàëûé ïàðàìåòð.

14. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

εy′′ + y′ = x

íà îòðåçêå x ∈ [0, 1] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

y(0) = α, y(1) = β.

Çäåñü ε � ìàëûé ïàðàìåòð.

15. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à â ïëîñêîñòè (x, z). Ïëîñêàÿ âîëíà âèäà
eikz ïàäàåò ñíèçó íà ëèíçó øèðîêîé àïåðòóðû. Â ðåçóëüòàòå çà ëèíçîé íà
ëèíèè z = +0 ôîðìèðóåòñÿ ïîëå

uin = exp{−ikx2/F}.

Çäåñü F � ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå. k � áîëüøîé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.
Ïîëå ïðè z > 0 âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû

u(X,Z) = A

∞∫
−∞

eikr√
kr
uin(x,+0) dx,

ãäå r � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ (X,Z) äî âòîðè÷íîãî èñòî÷íèêà
(x,+0).

Ïîñòðîèòü àñèìïòîòèêè ïîëÿ íà îñè ëèíçû (ïðè X = 0) äî ôîêóñà (ïðè
Z < F ) è ïîñëå ôîêóñà (ïðè Z > F ). Íà ñêîëüêî èçìåíÿåòñÿ ôàçà âîëíû
ïðè ïðîõîæäåíèè ôîêóñà?
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16. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à â ïðîñòðàíñòâå (x, y, z). Ïëîñêàÿ âîë-
íà âèäà eikz ïàäàåò ñíèçó íà ëèíçó øèðîêîé àïåðòóðû. Â ðåçóëüòàòå çà
ëèíçîé íà ëèíèè z = +0 ôîðìèðóåòñÿ ïîëå

uin = exp{−ik(x2 + y2)/F}.

Çäåñü F � ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå. k � áîëüøîé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.
Ïîëå ïðè z > 0 âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèáëèæåííîé ôîðìóëû

u(X, Y, Z) = A

∞∫
−∞

eikr

kr
uin(x, y,+0) dx, dy

ãäå r � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè íàáëþäåíèÿ (X, Y, Z) äî âòîðè÷íîãî èñòî÷-
íèêà (x, y,+0).

x

z

uin

(X,Y,Z)

(x,y,0)

r

y

Ðèñ. 13.1: Ïðîõîæäåíèå âîëíû ÷åðåç ëèíçó

Ïîñòðîèòü àñèìïòîòèêè ïîëÿ íà îñè ëèíçû (ïðè X = 0, Y = 0) äî ôîêóñà
(ïðè Z < F ) è ïîñëå ôîêóñà (ïðè Z > F ). Íà ñêîëüêî èçìåíÿåòñÿ ôàçà
âîëíû ïðè ïðîõîæäåíèè ôîêóñà?

17. Ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ

εy′′ + iy = 1, y = y(x)

íà îòðåçêå x ∈ [−1, 1] ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

y(−1) = y(1) = 0.

Çäåñü ε � ìàëûé ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð.

18. Îöåíèòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà

I(λ) =

2∫
−1

cos(λ cosx)dx

ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ λ.
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19. Ôóíêöèÿ Áåññåëÿ çàäàåòñÿ èíòåãðàëîì

Jν(z) =

∫
Γ

exp{z cos t+ iν(t− π/2)}dt.

Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ïîêàçàí íà Ðèñ. 13.2. Âûïèñàòü àñèìïòîòèêó ôóíê-
öèè Áåññåëÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì ν è áîëüøîì ïîëîæèòåëüíîì z.

G

Re[ ]t

Im[ ]t

0 p

Ðèñ. 13.2: Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ôóíêöèè Áåññåëÿ

20. Âîëíîâîä çàíèìàåò îáëàñòü y > 0 íà ïëîñêîñòè (x, y). Íà ãðàíèöå y = 0
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Íåéìàíà ∂u/∂y = 0. Ïîëå â âîëíîâîäå îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ k2(1− αy)u = 0

Çäåñü k � áîëüøîé ïàðàìåòð, à α � ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷å-
íèå. Âîëíîâîäíûå ìîäû èìåþò âèä u(x, y) = eikγxw(y), ãäå γ � ïîñòîÿííàÿ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Íàéòè ïðèáëèæåííî çíà÷åíèå γn äëÿ ìîäû ñ áîëüøèì
íîìåðîì n. Óêàçàíèå: ñâåñòè çàäà÷ó ê èññëåäîâàíèþ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè
Ýéðè è âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòèêîé

Ai(−z) =
sin(2

3
z3/2 + π/4)
√
πz1/4

.
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