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Введение 
 
Под обратными задачами обычно понимают задачи, в результате решения которых 

удается определить те или иные характеристики причины на основании наблюдения ее 
следствий. Обратные задачи достаточно ясным образом отличаются от прямых задач – 
предсказания следствий известной причины. На интуитивном уровне подобные решения 
обратных задач находятся нами непрерывно: интерпретация зрительных или слуховых 
ощущений – типичные примеры таких решений. Вместе с тем, содержательная математи-
ческая формулировка подобного рода проблем и разработка строгих или приближенных 
методов их решения является одним из сложнейших разделов математики, а в приложе-
нии к физическим проблемам – разделом математической физики. 

Обратные волновые задачи относятся к этим сложным областям. В приложении к 
акустическим проблемам, перечень задач, относящихся к области обратных волновых за-
дач, очень велик и хорошо известен. Это задачи акустического мониторинга окружающей 
среды, атмосферы и океана; дефектоскопия; медицинская акустоскопия; идентификация 
естественных шумов и вибраций, сейсмоакустика, кардиофоноскопия и респираторная 
фоноскопия и т.д. В предлагаемой диссертационной работе рассматриваются, прежде все-
го, прикладные акустические задачи томографического типа. Диссертационная работа 
разделена на две части, в определенной мере взаимосвязанные между собой. В каждой из 
частей излагаются теоретические аспекты проблемы, а также обсуждаются перспективы 
прикладного применения. 

Часть I “Обратные задачи акустического рассеяния” (главы 1–4)  посвящена об-
ратным задачам акустического рассеяния, как в приближении однократного рассеяния, так 
и с учетом перерассеяний [A 3–A 20;  A 62;  A 65–A 80]. Помимо общей теории, затраги-
ваются вопросы единственности и устойчивости решения обратной задачи рассеяния. 
Большое внимание уделяется обсуждению прикладных возможностей акустических томо-
графических систем, разработанных в последние годы. Полученные результаты отражены 
в монографии [A 2]. 

Применению строгих методов функционального анализа для решения акустиче-
ских обратных задач рассеяния и впервые полученным при этом результатам модельных 
исследований посвящена часть II “Функционально-аналитические методы решения мно-
гомерной акустической обратной задачи рассеяния” (главы 5–9)  [A 21–A 40;  A 81–A 96;  
A 131]. Эти исследования опираются на результаты, полученные ранее в области решения 
обратных задач рассеяния квантованных полей на потенциалах, хорошо локализованных в 
пространстве. 

Материал, относящийся к обратным задачам излучения [A 41–A 47;  A 97–A 107;  
133], не вошел в представляемую диссертационную работу в виде самостоятельных глав. 
Однако этот материал подытожен в монографии “Обратные задачи излучения в акустике” 
[A 1], неоднократно цитируемой в диссертационной работе. В данной монографии [A 1] 
кратко рассматриваются обратные когерентные задачи излучения, которым присуща не-
корректность и сильнейшая степень неединственности. Излагаются различные подходы к 
решению обратных волновых задач излучения и некогерентных задач активно-пассивной 
акустической термотомографии. Показывается, что активно-пассивный режим позволяет 
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определять совокупность акустических и термических характеристик среды в рамках об-
щей томографической схемы. 

Кроме того, в представляемой диссертационной работе не рассматривается отдель-
но (но только в виде ссылок) материал, относящийся к томографии пространственного 
распределения акустических нелинейных параметров второго и третьего порядков. Этой 
тематике посвящены работы [A 48–A 58;  A 108–A 121;  A 132;  133;  134] и патенты 
[A 63;   A 64], в которых излагаются оригинальные методы и устройства, предназначен-
ные для другого типа томографии – активной томографии акустических нелинейных па-
раметров сред (прежде всего, биологических), и предлагаются достаточно перспективные 
подходы к их практической реализации. Возможность томографии данного типа обеспе-
чивается уже при малом количестве преобразователей благодаря использованию сложных 
рассеянных сигналов. Такие нелинейно рассеянные сигналы порождаются нелинейным 
взаимодействием в случае трех зондирующих волн, из которых две или три являются ко-
дированными. 

Отдельное место занимают работы по классификации изображений [A 59–A 61;  
A 122;  135].  

 

Актуальность темы исследования 
Математической стороне обратных задач, посвящены, например, крупные работы 

[123–130]. В книге [126] рассматриваются, в первую очередь, рентгеновские методы томо-
графирования, как с математической, так и с прикладной точек зрения. Прикладная сторо-
на обратных задач затрагивается также в [128–130]. Постановка многих обратных задач 
носит достаточно общий характер, и методы их решения могут быть полезными при ре-
шении акустических обратных задач.  

Использование акустического излучения в целях медицинской, геофизической и 
технической диагностики насчитывает многие десятилетия. При этом трудности, возни-
кающие при разработке различных акустических томографических систем (предназначен-
ных, например, для целей медицинской диагностики или для диагностических целей в 
промышленности, океанологии, геоакустике и т.п.) делают актуальным рассмотрение об-
ратных волновых задач в самых различных постановках. Необходимо принимать во вни-
мание, с одной стороны, физико-математическую сторону задачи, которая весьма нетри-
виальна из-за эффектов рефракции и многократного рассеяния волн внутри исследуемого 
объекта, а с другой стороны – специфику и конечные цели конкретных прикладных задач. 

В частности, одной из актуальнейших медицинских задач является диагностика 
доброкачественных и злокачественных новообразований биологических тканей. В ряде 
случаев (например, при раке молочной железы) патологию важно обнаружить и класси-
фицировать еще на ранней стадии ее развития. В настоящее время в медицинских целях 
наиболее широко используются такие системы интроскопии как рентгеновские томогра-
фы (так называемая КТ-томография), магниторезонансные томографы, действующие на 
основе эффекта ядерного магнитного резонанса (ЯМР), и ультразвуковые системы типа 
УЗИ-аппаратов. Однако упомянутым диагностическим системам присущи определенные 
недостатки. Так, рентгеновское излучение при КТ-томографировании может быть небезо-
пасным; кроме того, чувствительность рентгеновских томографов к ряду патологических 
новообразований определенных типов не всегда высока [171]. С другой стороны, качество 
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диагностирования с помощью ЯМР-томографов очень высоко; тем не менее, высокая 
стоимость этих устройств не позволяет использовать их для массового профилактического 
обследования населения. 

Если говорить об акустических системах интроскопии, то в настоящее время их 
развитие происходит в двух основных направлениях. Первое направление – это совершен-
ствование технических характеристик устройств. Однако чисто техническое совершенст-
вование на определенном этапе приводит к некоторому пределу, при достижении которо-
го дальнейший рост качества диагностики с помощью данного устройства останавливает-
ся. Такая ситуация заставляет обратиться ко второму направлению развития – анализу на 
новом научном уровне, с учетом последних современных достижений в области матема-
тических и физических наук, тех физических принципов и методов получения томограмм, 
на основе которых действует та или иная интроскопическая система. Оба упомянутых на-
правления учитываются и активно развиваются в разработках ультразвуковых медицин-
ских томографов, которые проводятся в настоящее время научными коллективами США, 
Германии и России. Достаточно подробно ситуация описывается в разделе 4.1 представ-
ляемой диссертационной работы, и там же приводятся ссылки на соответствующие пуб-
ликации. 

Фактически все системы активной ультразвуковой интроскопии основаны на на-
блюдении нарушений регулярного характера распространения зондирующего акустиче-
ского излучения. В медицинских задачах восстановление рассеивающего объекта – в виде 
априори неизвестных пространственных распределений искомых акустических парамет-
ров – сводится к полному или частичному решению той или иной обратной задачи. При-
емлемое качество восстановления внутренней структуры объекта, сильно рассеивающего 
(искажающего) падающую волну, возможно только при учете эффектов рефракции и по-
глощения волн, происходящих внутри рассеивателя. Более того, если необходимо не 
только обнаружить малое новообразование, рассеивающее акустические волны, но и по-
лучить его количественные характеристики, то необходимо привлекать достаточно точ-
ные математические методы решения обратных задач. Тем самым, совершенствование та-
ких методов (например, итерационных процедур, которые могут быть организованы в ко-
ординатном или пространственно-спектральном представлениях), а также развитие новых 
методов решения (в рамках диссертации рассматривается внедрение строгих функцио-
нальных методов в прикладные обратные акустические задачи – как двумерные, так и 
трехмерные) представляет собой сложную, но весьма актуальную задачу. Сложность усу-
губляется тем, что обратные задачи рассматриваемого томографического типа являются, 
во-первых, некорректными и, во-вторых, им присуща, в большинстве практических случа-
ев, нелинейная зависимость наблюдаемых данных (рассеянных полей на приемниках) от 
тех характеристик внутренней структуры исследуемого объекта, которые надо восстано-
вить в результате томографирования. 

 

Цель и задачи диссертационной работы 
Целью диссертационной работы является разработка и апробация итерационных и 

функциональных методов решения многомерных обратных волновых задач с последую-
щим внедрением этих методов в конкретные акустические томографические устройства. 
Разработка предназначается для получения количественных характеристик внутренней 
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структуры исследуемого объекта с высокой разрешающей способностью – в первую оче-
редь, для диагностики патологий мягких биологических тканей на ранней стадии возник-
новения патологий.  

В этой связи были поставлены и решались следующие задачи: 
1. Разработка двухшагового алгоритма томографирования, позволяющего воспроизводить 

тонкую структуру объекта на фоне его крупномасштабных деталей, предварительно 
определяемых на первом шаге процедуры восстановления.  

2. Решение обратной задачи рассеяния в статистической постановке. 
3. Выявление влияния объема и характера дискретизованных экспериментальных данных 

на единственность и устойчивость решения обратной задачи рассеяния 
томогpафического типа. 

4. Разработка способа улучшения разрешающей способности итоговых томограмм в на-
правлении, перпендикулярном плоскости двумерного томографирования. 

5. Разделение рассеивающих компонент исследуемого объекта (скорости звука, плотно-
сти, коэффициента поглощения) в многочастотном режиме в условиях неточно извест-
ной частотной зависимости коэффициента поглощения. 

6. Разработка корреляционных методов восстановления карты вектора скорости кровотока 
в процессе акустического томографирования. 

7. Внедрение строгих функциональных методов решения двумерных и трехмерных обрат-
ных задач в акустические задачи с прикладной направленностью. 

8. Определение границ работоспособности и степени помехоустойчивости функциональ-
ных алгоритмов. 

9. Разработка способа обобщения двумерного функционального алгоритма на многочас-
тотный режим зондирования исследуемого объекта. 

10. Апробация рассматриваемых методов на модельных и экспериментальных данных.  
 

Объект и предмет исследования 
Объектом исследования диссертационной работы являются методы и алгоритмы 

решения акустической обратной задачи рассеяния применительно к прикладным задачам 
томографического типа. Предметом исследования являются восстановленные пространст-
венные распределения различных акустических характеристик области томографирова-
ния. 

 

Методология исследования 
Исследования, выполненные в рамках диссертационной работы, являются продол-

жением научных работ отечественных и зарубежных авторов, посвященных развитию ме-
тодов решения обратных задач рассеяния как в общетеоретическом плане, так и с точки 
зрения практического применения. Для восстановления полных пространственных рас-
пределений скорости звука и коэффициента поглощения в исследуемом объекте в диссер-
тации применена, во-первых, методология двухшагового способа определения характери-
стик крупных и мелких деталей объекта. Во-вторых, методология, основанная на стати-
стических оценках (метод максимальной апостериорной вероятности), которая позволяет 
использовать априорную информацию о корреляционных свойствах как искомых характе-
ристик, так и помехи. Для разделения упругих и вязких характеристик рассеивателя в слу-
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чае неполных экспериментальных данных, а также при написании уравнений связи с це-
лью обобщения функционального метода решения обратной задачи на многочастотный 
режим, использован тот факт, что различные компоненты рассеивателя имеют индивиду-
альный характер зависимости от частоты. Для восстановления карты вектора скорости 
кровотока привлечена методология построения промежуточных изображений (содержа-
щих спекл-структуры, которые смещаются во времени из-за смещения движущихся кла-
стеров крови) и методология последующей пространственной корреляции фрагментов 
этих изображений. При рассмотрении функциональных алгоритмов использована методо-
логия добавления к волновым векторам мнимой добавки, произвольно или, в частности, 
ортогонально ориентированной к действительной части этих векторов; данный прием был 
предложен и развит учеными-математиками специально для разработки строгих функцио-
нальных методов решения обратных задач. При апробировании предлагаемых алгоритмов 
восстановления на численных моделях использовались методы математического модели-
рования и вычислительной математики; при этом в ряде случаев оказалось целесообраз-
ным выполнять процедуру восстановления в пространстве, фурье-сопряженном к про-
странству углов падения зондирующих волн и углов приема рассеянных сигналов. 

 

Научная новизна работы 
1. Впервые показано, что при томографировании акустического рассеивателя, создающего 

эффекты многократного рассеяния волн, восстановление тонкой структуры этого рас-
сеивателя в виде адекватных количественных оценок значений скорости звука и коэф-
фициента поглощения невозможно без сопутствующей оценки характеристик более 
крупномасштабных деталей.  

2. Разработан оригинальный алгоритм, позволяющий восстанавливать характеристики 
рассеивателя в пространственно-спектральном представлении при учете статистиче-
ских аспектов задачи. В этой связи впервые получено обобщение процедуры винеров-
ской фильтрации на случай, когда исследуемые рассеиватели сильно искажают зонди-
рующее поле, и, тем самым, измеряемые данные становятся нелинейно зависящими от 
искомых характеристик. 

3. Впервые сделаны количественные оценки, касающиеся взаимосвязи между конечным 
объемом томографических экспериментальных данных, с одной стороны, и процессами 
возникновения неустойчивости и неединственности при решении акустической обрат-
ной задачи рассеяния, с другой стороны, в двумерном и трехмерном пространствах.  

4. Разработан оригинальный способ повышения разрешающей способности ультразвуко-
вых систем послойного томографирования в направлении, перпендикулярном поверх-
ности слоя. Впервые показано, что предложенный эффект достигается благодаря прив-
несению наклонов излучающих и приемных преобразователей антенной решетки на 
разные углы.  

5. Впервые предложены алгоритмы раздельного восстановления различных акустических 
линейных характеристик (скорости звука, плотности среды, коэффициента поглощения 
и его неизвестной частотной зависимости) в случае неполных данных рассеяния, что 
приводит к возникновению мнимой части у аппаратной функции алгоритма восстанов-
ления и, как следствие, “перемешивает” информацию об искомых характеристиках на 
томограммах, изначально полученных в одночастотном режиме.  
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6. Разработаны оригинальные корреляционные алгоритмы, которые позволяют по некоге-
рентным данным, полученным при различных излучателях в процессе томографирова-
ния акустических линейных параметров, дополнительно воспроизводить карту вектора 
скорости кровотока на основе эффекта движения спекл-структур.  

7. Впервые выполнено численное моделирование нескольких вариантов двумерных функ-
циональных алгоритмов, позволяющих восстанавливать одновременно разномасштаб-
ные детали рассеивателя произвольной силы в монохроматическом режиме без привле-
чения итерационной процедуры.  

8. Впервые численным моделированием проиллюстрировано, что область работоспособ-
ности исследуемых двумерных функциональных алгоритмов в монохроматическом ре-
жиме гораздо шире, чем это предполагалось изначально в рамках теоретических иссле-
дований авторов алгоритмов.  

9. Впервые предложено обобщение монохроматического двумерного функционального 
алгоритма на случай многочастотного зондирования. Впервые численным моделирова-
нием проиллюстрирована эффективность выполненного обобщения как способа подав-
ления процессов неустойчивости решения, возникающих в монохроматическом случае. 

10. Впервые выполнено численное моделирование трехмерного функционального алго-
ритма Новикова, позволяющего посредством итераций восстанавливать рефракционно-
поглощающие рассеиватели произвольной силы.  

 

Практическая значимость работы 
Практическая значимость диссертационной работы для акустики, в целом, заклю-

чается в том, что предлагаемые методы и алгоритмы предназначаются для внедрения их в 
конкретные устройства томографического типа [A 62–A 64], служащие для решения при-
кладных задач в медицине, океанологии и неразрушающем контроле. Более конкретно 
можно отметить следующие моменты. 

Непосредственно на основе экспериментальных данных, полученных с опытного 
образца ультразвукового медицинского томографа [A 62] и обработанных двухшаговым 
алгоритмом, показана эффективность данного алгоритма при получении томограмм с вы-
соким разрешением (не хуже половины длины волны, т.е. около 0.5 мм при работе в мега-
герцовом диапазоне) в реальных условиях. В то же время, дальнейшая модернизация 
двухшагового алгоритма позволит улучшить точность получаемых количественных оце-
нок восстанавливаемых параметров – в первую очередь, коэффициента поглощения. С 
другой стороны, привлечение технологии параллельного программирования CUDA для 
обработки экспериментальных данных позволяет восстанавливать двумерную томограмму 
форматом 1024×1024 отсчетов всего за несколько минут. Таким образом, двухшаговый 
алгоритм, наряду с функциональными алгоритмами, может быть использован, например, 
для ранней диагностики доброкачественных и злокачественных новообразований молоч-
ной железы.  

Разработанный и апробированный на модельных данных алгоритм, который учи-
тывает статистические аспекты задачи восстановления характеристик акустического рас-
сеивателя и зашумленность экспериментальных данных, представляет собой хорошую 
теоретическую базу для последующего использования в прикладных томографических 
задачах.  
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Проведенные исследования, касающиеся необходимого объема независимых экс-
периментальных данных и, одновременно, устойчивости и единственности процесса вос-
становления, являются конкретными рекомендациями при организации томографического 
эксперимента, с точки зрения обеспечения минимально необходимого количества излуча-
телей и приемников, а также наиболее целесообразного их размещения вокруг исследуе-
мого объекта. 

Выполненный анализ ограничений, возникающих при практической реализации 
процесса томографирования в конкретном устройстве в силу технических причин или в 
силу анатомических особенностей исследуемого органа, позволил предложить методику 
учета этих ограничений на этапе обработки экспериментальных данных. В свою очередь, 
это позволило, по возможности, скомпенсировать влияние упомянутых ограничений на 
точность восстановления искомых количественных характеристик исследуемого объекта. 

Предложенный способ наклона излучающих и приемных преобразователей антен-
ной решетки при томографировании каждого фиксированного слоя трехмерного объекта 
очень удобен для практического применения: улучшить разрешающую способность по 
третьей координате можно простым техническим приемом и соответствующей процеду-
рой обработки данных, без увеличения количества преобразователей. 

Предложенные корреляционные алгоритмы, оперирующие с рассеянными сигна-
лами от движущихся кластеров крови, позволяют получать практически по тем же дан-
ным, которые регистрируются в ультразвуковом томографе для получения пространст-
венных распределений скорости звука и коэффициента поглощения, векторную карту 
кровотока. Более того, эта методика была модифицирована для внедрения ее в томогра-
фические системы, использующие эффекты нелинейного взаимодействия волн с образо-
ванием комбинационных частот [A 63;   A 64]. 

Высокоточные функциональные методы, берущие свое начало в квантовомехани-
ческих обратных задачах, специально были адаптированы и доведены до программной 
реализации с целью использования в акустических прикладных обратных задачах. Высо-
кая точность решения даже при весьма сильно выраженных эффектах перерассеяния волн, 
высокая разрешающая способность (около одной трети характерной длины волны), а так-
же обобщение алгоритмической схемы на многочастотный режим, выполненное с целью 
обеспечения хорошей помехоустойчивости, позволяют рассматривать функциональные 
алгоритмы как новый класс алгоритмов восстановления, который в настоящее время под-
готовлен к внедрению в практику акустической томографии, как в области медицины, так 
и океанологии. Трехмерные функциональные алгоритмы требуют особенно большого 
объема вычислительных затрат, однако и они могут быть внедрены в акустоскопические 
системы, снабженные многоэлементной приемоизлучающей антенной и высокопроизво-
дительными вычислительными мощностями.  

 

Положения, выносимые на защиту 
1. Пространственные распределения скорости звука и коэффициента поглощения восста-

навливаются двухшаговым методом томографирования в виде количественных значе-
ний крупномасштабного фона (с линейным размером более нескольких длин волн) и 
тонкой структуры (с размером от нескольких десятых длины волны до нескольких длин 
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волн) на таком фоне с разрешающей способностью около 30 , где 0  – характерная 

длина волны. 
2. Статистический подход к оценке характеристик акустического рассеивателя приводит к 

алгоритму восстановления, включающему в себя нелинейную фильтрацию винеровско-
го типа – эффективный фактор подавления влияния сильных помех при восстановлении 
рассеивателей, которые, в общем случае, существенно искажают падающее на них по-
ле, т.е. создают явно выраженные эффекты многократного рассеяния волн.  

3. Единственность и устойчивость решения акустической обратной задачи рассеяния на 
основе конечного объема независимых дискретизованных экспериментальных данных 
обеспечивается только при определенных условиях, зависящих от размерности про-
странства, от типа рассеивателя (совокупность точечных рассеивателей или простран-
ственно-распределенный рассеиватель), а также от линейных размеров рассеивателя и 
характерной ширины пространственного спектра его вторичных источников. Данная 
информация учитывается при постановке физического эксперимента. 

4. Наклоны преобразователей двумерной антенной решетки на разные углы улучшают в 
несколько раз разрешающую способность итогового изображения в направлении, пер-
пендикулярном плоскости томографирования. Так, при томографировании мягких био-

тканей разрешающая способность становится около 0)5.35.2(  , в то время как в от-

сутствие наклонов она близка к толщине озвучиваемого слоя 0)1510(  . 

5. Разработанные алгоритмы реконструкции изображений в условиях неполных экспери-
ментальных данных позволяют получать раздельные пространственные распределения 
не только скорости звука, плотности среды и коэффициента поглощения, но и степени 
частотной зависимости коэффициента поглощения на основе данных, соответствующих 
различным частотным спектрам зондирующих импульсов. 

6. Дополнительная возможность ультразвукового томографа – восстановление карты век-
тора скорости движущихся рассеивателей (карты кровотока в медицинских приложени-
ях) – обеспечивается посылкой не менее трех последовательных зондирующих импуль-
сов каждым излучателем, предварительной селекцией регистрируемых полей, построе-
нием промежуточных изображений со спекл-структурой и последующей пространст-
венной корреляцией отдельных фрагментов этих изображений. 

7. Функциональные двумерные и трехмерные алгоритмы решения монохроматической 
обратной задачи рассеяния, изначально предназначавшиеся для решения квантовоме-
ханических обратных задач, хорошо адаптируются для решения акустических задач 
томографического типа при всестороннем облучении исследуемого объекта и всесто-
роннем приеме данных. Такие алгоритмы восстанавливают сразу полную структуру 
рассеивателя и ее количественные характеристики при строгом учете процессов много-
кратного рассеяния акустических волн, делающие задачу особенно сложной. В отличие 
от двухшагового алгоритма, в процессе восстановления не происходит разделения 
структуры на крупномасшабные и мелкомасштабные составляющие при сохранении 

высокой разрешающей способности около 30 . 

8. Модифицированный функциональный двумерный алгоритм решения обратной задачи 
рассеяния, исследованный в диссертационной работе, имеет эффективное обобщение 
на многочастотный режим получения данных благодаря привлечению уравнений связи, 
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вытекающих из рассмотрения частотной зависимости отдельных характеристик аку-
стического рассеивателя. Многочастотный вариант алгоритма позволяет подавить эф-
фекты неустойчивости, которые могут возникать при восстановлении сильных акусти-

ческих рассеивателей (создающих дополнительный набег фазы более  ), и повысить 

информативность томограмм.  
 

Степень достоверности полученных результатов 
Достоверность результатов, представленных в диссертационной работе, обуслов-

лена следующими факторами: корректной постановкой задач; базированием процедуры 
решения на строгих физико-математических методах и вытекающих из них строгих мате-
матических соотношениях; согласием итоговых результатов с физическими характеристи-
ками объектов-моделей (как с однородной, так и с неоднородной внутренней структурой), 
которые задавались при численном моделировании и при проведении физических экспе-
риментов с фантомами. Результаты диссертационной работы многократно представлялись 
на всероссийских и международных конференциях и опубликованы в ряде рецензируемых 
журналов. 

 

Апробация результатов работы 
Результаты, представляемые в диссертационной работе, доложены и обсуждены на 

следующих всероссийских и международных конференциях:   
– Научная конференция “Ломоносовские чтения” (г. Москва, Россия, 1990);   
– X Всесоюзный симпозиум по дифракции и распространению волн (г. Винница, Украина, 

1990);   
– XI Всесоюзная Акустическая конференция (г. Москва, Россия, 1991);   
– Международная конференция “Некорректно поставленные задачи в естественных нау-

ках” (г. Москва, Россия, 1991);   
– Международный симпозиум “Acoustical Imaging-21” (California, USA, 1994);   
– Международный симпозиум “Acoustical Imaging-22” (Florence, Italy, 1995);   
– Международный симпозиум “Acoustical Imaging-23” (Boston, USA, 1997);   
– Международный симпозиум “Acoustical Imaging-24” (Santa Barbara, USA, 1998);   
– Международный симпозиум “Acoustical Imaging-25” (Bristol, UK, 2000);   
– XI сессия Российского Акустического Общества (г. Москва, Россия, 2001);   
– I Евразийский конгресс по медицинской физике и инженерии “Медицинская физика – 

2001” (г. Москва, Россия, 2001);   
– Международный симпозиум “Acoustical Imaging-26” (Windsor, Canada, 2001);   
– Международный симпозиум “Acoustical Imaging-27” (Saarbrucken, Germany, 2003);   
– XV сессия Российского Акустического Общества (г. Москва, Россия, 2004);   
– II Евразийский конгресс по медицинской физике и инженерии “Медицинская физика-

2005” (г. Москва, Россия, 21-24 июня 2005);   
– XVI сессия Российского Акустического Общества (г. Москва, Россия, 2005);   
– XI Всероссийская школа-семинар “Физика и применение микроволн. Волны-2007” 

(г. Звенигород Московской области, Россия, 2007);   
– XIX сессия Российского Акустического Общества (г. Москва, Россия, 2007);   
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– XI Всероссийская школа-семинар “Волновые явления в неоднородных средах. Волны-
2008” (г. Звенигород Московской области, Россия, 2008);   

– The 18th International Symposium on Nonlinear Acoustics (Stockholm, Sweden, 2008);   
– XX сессия Российского Акустического Общества (г. Москва, Россия, 2008);   
– XXII сессия Российского Акустического Общества (г. Москва, Россия, 2010);   
– III Евразийский конгресс по медицинской физике и инженерии “Медицинская Физика-

2010” (г. Москва, Россия, 2010);   
– 53-я научная конференция МФТИ “Современные проблемы фундаментальных и при-

кладных наук. Управление и прикладная математика” (г. Долгопрудный Московской 
области, Россия, 2010);   

– The 8th Pacific Symposium on Flow Visualization and Image Processing (г. Москва, Россия, 
2011);   

– Международный симпозиум “Acoustical Imaging-30” (Monterey, USA 2009);   
– 54-я научная конференция МФТИ “Проблемы фундаментальных и прикладных естест-

венных и технических наук в современном информационном обществе. Управление и 
прикладная математика” (г. Долгопрудный Московской области, Россия, 2011);   

– XIII Всероссийская школа-семинар “Волновые явления в неоднородных средах. Волны-
2012” (г. Звенигород Московской области, Россия, 2012);   

– V Троицкая конференция “Медицинская Физика и Инновации в Медицине” (г.Троицк 
Московской области, Россия, 2012);   

– Международный симпозиум “Acoustical Imaging-31” (Warsaw, Poland, 2011);   
– The 11th European Conference on Underwater Acoustics (Edinburgh, Scotland, 2012);   
– 5-я Международная конференция “Акустооптические и радиолокационные методы из-

мерений и обработки информации” (г. Суздаль, Россия, 2012);   
– XXV сессия Российского Акустического Общества (г. Москва, Россия, 2012);   
– 55-я научная конференции МФТИ “Проблемы фундаментальных и прикладных естест-

венных и технических наук в современном информационном обществе. Управление и 
прикладная математика” (г. Долгопрудный Московской области, Россия, 2012);   

– 6-я Международная конференция “Акустооптические и радиолокационные методы из-
мерений и обработки информации” (г. Суздаль, Россия, 2013);   

– 57-я научная конференции МФТИ с международным участием “Актуальные проблемы 
фундаментальных и прикладных наук в области физики. Управление и прикладная ма-
тематика” (г. Долгопрудный Московской области, Россия, 2014);   

– XV Всероссийская школа-семинар “Физика и применение микроволн. Волны-2015” 
(г. Москва, Россия, 2015);   

– Международный симпозиум “Acoustical Imaging-32” (Singapore, Singapore, 2013);   
– Международная конференция “Quasilinear equations, inverse problems and their applica-

tions” (г. Долгопрудный Московской области, Россия, 2015);   
– XV Всероссийская школа-семинар “Волновые явления в неоднородных средах. Волны-

2016” (г. Москва, Россия, 2016);   
– Международная конференция “Quasilinear equations, inverse problems and their applica-

tions” (г. Долгопрудный Московской области, Россия, 2016);   
–XVI Всероссийская школа-семинар “Физика и применение микроволн. Волны-2017” 

(г. Москва, Россия, 2017);   
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– II Всероссийская акустическая конференция, совмещенная с XXX сессией Российского 
акустического общества (г. Нижний Новгород, Россия, 2017);   

– Международная конференция “Quasilinear equations, inverse problems and their applica-
tions” (г. Долгопрудный Московской области, Россия, 2017);   

– XVI Всероссийская школа-семинар “Волновые явления в неоднородных средах. Волны-
2018” (г. Москва, Россия, 2018);   

– Международная конференция “Quasilinear equations, inverse problems and their applica-
tions” (г. Долгопрудный Московской области, Россия, 2018);   

– XVII Всероссийская школа-семинар “Физика и применение микроволн. Волны-2019” 
(г. Москва, Россия, 2019);   

– The 179th Meeting the Acoustical Society of America (Virtual meeting, USA, 2020);   
– Международная конференция “Days on Diffraction 2020” (г. С.-Петербург, Россия, 2020);   
– XXXII Всероссийская школа-семинар “Волновые явления: физика и применение. Вол-

ны-2021” (г. Москва, Россия, 2021);   
– Международная конференция “Inverse and Ill-Posed Problems: Theory and Numerics. XIII 

international scientific conference and young scientist school” (г. Новосибирск, Россия, 
2021);   

– The 180th Meeting of the Acoustical Society of America (Virtual meeting, USA, 2021).   
Кроме того, полученные результаты обсуждались на научных семинарах кафедры 

акустики физического факультета МГУ и на научных семинарах кафедры математики фи-
зического факультета МГУ под руководством профессора А. Н. Боголюбова, на семинаре 
Лаборатории геометрических методов математической физики им. Н. Н. Боголюбова ме-
ханико-математического факультета МГУ, на семинаре “Динамические обратные задачи” 
в Санкт-Петербургском отделении Математического института РАН им. В.А. Стеклова, на 
семинаре под руководством д.ф.-м.н. Г. М. Хенкина “Квазилинейное уравнение и обрат-
ные задачи” (г. Москва), а также на семинарах Научного Совета по акустике РАН, Ниже-
городского государственного университета им. Н. И. Лобачевского, Института проблем 
управления им. В. А. Трапезникова РАН, Научного центра волновых исследований Ин-
ститута общей физики им. А. М. Прохорова РАН. 

 

Публикации автора 
Основные результаты диссертации изложены в 122 печатных работах, в том числе в 

2 монографиях [A 1;  A 2],  59 статьях в рецензируемых научных журналах, удовлетворяю-

щих Положению о присуждении учёных степеней в МГУ имени М.В. Ломоносова [A 3–A 61], 
3 патентах [A 62–A 64] и 58 публикациях в сборниках трудов [A 65–A 122]  (тезисы конфе-

ренций в списке не приводятся). Список основных публикаций автора [A 1–A 122] представ-

лен в конце диссертационной работы перед списком литературы других авторов. 
 

Личный вклад автора 
Оригинальные результаты, изложенные в диссертационной работе, получены авто-

ром лично либо при его определяющей роли, а также при непосредственном участии ав-
тора в теоретических и прикладных исследованиях, которые проводились совместно с со-
авторами публикаций, изданных по теме диссертации. В работах, опубликованных в соав-
торстве, основополагающий вклад принадлежит соискателю. 
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Структура и объем диссертационной работы 
Диссертационная работа состоит из введения, девяти глав текста, заключения, спи-

ска публикаций автора по теме диссертации и списка литературы. Объем работы состав-
ляет 347 страниц, включая 133 рисунка; список цитируемой литературы содержит 417 ра-
бот. 

 

Содержание диссертации 
Во введении обозначены актуальность темы исследований, цели и задачи диссер-

тационной работы, объект и предмет исследования, методология исследования, научная 
новизна и практическая значимость работы; приведены выносимые на защиту положения 
и краткое содержание работы, а также сведения об апробации результатов работы. 

Первая глава носит обзорный характер. В ней приводятся основные понятия и со-
отношения, которые в последующих главах используются для рассмотрения проблемы 
акустической волновой томографии как обратной задачи рассеяния. По ходу изложения 
даются ссылки на научные публикации, соответствующие теме исследований. 

Материал последующих глав связан с рассмотрением возможностей и особенно-
стей различных методов решения обратной задачи рассеяния. При этом учитываются про-
цессы многократного рассеяния волн внутри томографируемого объекта. Такие процессы 
характерны для подавляющего большинства прикладных акустических обратных задач; 
они существенно усложняют решение соответствующей обратной задачи, однако только 
при учете этих процессов возможно высококачественное восстановление томографиче-
ских изображений. Рассматриваемые в диссертационной работе итоговые томограммы 
отображают пространственные распределения скорости звука, плотности среды, коэффи-
циента поглощения и степени его частотной зависимости. 

Вторая глава посвящена двухшаговому алгоритму, который описывается в разде-
ле 2.1 и предназначается для восстановления пространственных распределений скорости 
звука и коэффициента поглощения. Своим возникновением двухшаговый подход обязан 
специфике задач медицинской томографии, при которой неоднородности в фазовой ско-
рости звука и большие размеры областей с такими неоднородностями вызывают сильное 
искажение волновых фронтов в биоткани. Необходимо восстановить объект-рассеиватель, 
состоящий из мелких характерных деталей (т.е. из тонкой структуры, имеющей линейные 
размеры от нескольких десятых долей длины волны до нескольких длин волн), которые 
присутствуют на фоне крупномасштабных неизвестных неоднородностей (с размером в 
несколько длин волн и более) фазовой скорости, плотности биоткани и коэффициента по-
глощения. Тогда на первом шаге алгоритма восстанавливаются именно крупномасштаб-
ные неоднородности скорости звука и коэффициента поглощения. Необходимость выпол-
нения первого шага обусловлена большим диапазоном возможных вариаций скорости 
звука и коэффициента поглощения в биотканях. Разрешающая способность первого шага 
определяется диаметром лучевой трубки, поскольку при восстановлении делается при-
ближение – полагается, что сигналы распространяются вдоль лучей. Еще одним прибли-
жением, допускаемым на первом шаге, является предположение о прямолинейности лу-
чей, означающем пренебрежение процессами рефракции на акустических неоднородно-
стях. Возникающая за счет обоих приближений ошибка восстановления частично устра-
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няется на втором шаге, предполагающем восстановление тонкой (мелкомасштабной) 
структуры рассеивателя, которая располагается на неоднородном фоне – вышеупомяну-
тых крупномасштабных неоднородностях, которые уже восстановлены. На втором шаге 
достаточно использовать один из алгоритмов, основанных на приближении однократного 
рассеяния, но с учетом неоднородности фона. 

Работоспособность двухшагового алгоритма иллюстрируется с помощью томогра-
фических данных рассеяния – полей, регистрируемых на приемниках при каждом фикси-
рованном падающем (т.е. зондирующем исследуемый объект) поле. При этом использу-
ются данные, смоделированные на компьютере решением прямой задачи (раздел 2.2), а 
также экспериментальные данные, снятые с помощью опытного образца ультразвукового 
томографа (раздел 2.3). Делается вывод о принципиальной необходимости восстановления 
крупномасштабных деталей объекта для последующего восстановления тонкой структу-
ры, являющейся наиболее информативной для целей ранней диагностики новообразова-
ний. 

Третья глава посвящена статистическим оценкам в обратных задачах рассеяния. 
Обратные задачи рассеяния являются, как и большинство обратных задач, некорректны-
ми, т.е. их решения могут быть весьма критичными к ошибкам в измерениях. Нелиней-
ность обратных задач рассеяния относительно неизвестных характеристик рассеивателя 
усугубляет положение. Раздел 3.1 посвящен восстановлению характеристик рассеивателя 
методом максимальной апостериорной вероятности. Дело в том, что используемые дан-
ные рассеяния с неизбежностью содержат ошибки измерения, статистические свойства 
которых в той или иной степени известны. Относительно вида рассеивателя обычно также 
имеется та или иная априорная информация, которая может быть эффективно использова-
на при рассмотрении обратной задачи рассеяния как статистической задачи оценивания. 
Алгоритм решения строится путем минимизации функционала. При построении функ-
ционала используется невязка между экспериментальными данными рассеяния и их оцен-
ками, следующими из уравнений типа Липпмана–Швингера, а также априорная информа-
ция о корреляционных свойствах помех и искомых характеристик рассеивателя. Кроме 
того, привлекаются уравнения связи, которые включаются непосредственно в функционал 
или, в упрощенном варианте, используются как отдельные дополнительные уравнения. 
Тем самым, процессы перерассеяния учитываются в максимально строгой математиче-
ской постановке. Нелинейность решения относительно входных данных рассеяния и, воз-
можно, одновременная нелинейность самих данных относительно искомых неизвестных 
функций делают задачу весьма трудной и предполагают итерационный поиск решения по 
предложенному алгоритму, который включает в себя полученное нелинейное обобщение 
процедуры винеровской фильтрации. В итоге получаются регуляризованные оценки, вос-
производящие пространственное распределение по области томографирования комплекс-
ной функции рассеивателя. Из действительной части этой функции непосредственно из-
влекается информация о неоднородностях скорости звука (и, при необходимости, о плот-
ности среды в случае использования данных рассеяния на разных частотах); из мнимой 
части – информация о коэффициенте поглощения. Платой за оптимальность подхода яв-
ляется усложнение результирующей системы нелинейных уравнений и сравнительно 
большой (однако, как показало численное моделирование, приемлемый для современных 
вычислительных мощностей) объем вычислительных затрат. 
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В разделе 3.2 обсуждается проблема взаимосвязи неустойчивости и неединствен-
ности решения обратной акустической задачи рассеяния для рассеивателей произвольной 
силы, а также обсуждается роль избыточности конечного объема дискретизованных экс-
периментальных данных. Нетривиальность вопроса и важность учета этих факторов при 
решении прикладных задач обусловлены нелинейностью задачи относительно характери-
стик рассеивателя.  

Четвертая глава включает в себя несколько разделов, касающихся особенностей 
и, одновременно, дополнительных возможностей, которые возникают при решении об-
ратной задачи рассеяния в условиях реального томографического эксперимента. Подоб-
ные вопросы относятся к перспективам развития методов томографирования в практиче-
ских условиях. Раздел 4.1 носит обзорный характер; в нем достаточно подробно описыва-
ется современное состояние дел в области разработки конкретных томографических уст-
ройств – ультразвуковых медицинских томографов, нацеленных на диагностику патоло-
гий молочной железы с высокой разрешающей способностью. Создание таких устройств, 
способных предоставить диагностическую информацию принципиально более высокого 
уровня, чем широко используемые в настоящее время УЗИ-системы, сталкивается с рядом 
проблем как при технической реализации устройства, так и при разработке точных и, в то 
же время, достаточно быстродействующих алгоритмов обработки томографических дан-
ных. В разделе 4.2 предлагается оригинальный и простой для практического внедрения 
метод улучшения разрешающей способности томограмм в направлении, перпендикуляр-
ном плоскости томографирования при послоевом озвучивании исследуемого объекта. Та-
кое улучшение разрешения в несколько раз достигается наклонами излучающих и прием-
ных преобразователей на различные углы в заданном диапазоне. Возможный диапазон уг-
лов наклона определяется как возможностями используемой антенны, так и особенностя-
ми томографируемого объекта (например, диагностируемого органа).  

С другой стороны, практическая реализация томографических схем сталкивается с 
проблемой неполноты доступных данных рассеяния. Дело в том, что данные рассеяния в 
полном объеме не всегда доступны по техническим либо другим причинам (рассматри-
ваемые в разделе 4.2 схемы с наклонными преобразователями являются примером таких 
систем). Эта проблема требует разработки алгоритмов, в которых “геометрическая” не-
полнота данных восполняется привлечением многочастотного режима зондирования (раз-
дел 4.3). Ситуация усугубляется еще тем, что для восстановления томограмм в виде раз-
дельных пространственных распределений акустических характеристик объекта нужно 
дополнительно знать показатель степени частотной зависимости коэффициента поглоще-
ния, значение которого, как правило, не только неизвестно априори, но еще и варьируется 
в разных участках неоднородного по структуре объекта (органа). Эти вопросы и соответ-
ствующие алгоритмические схемы, апробируемые численным моделированием, рассмат-
риваются в разделе 4.3.  

Наконец, в разделе 4.4 обсуждается дополнительная возможность ультразвукового 
медицинского томографа – получение карты вектора скорости кровотока исследуемого 
органа за счет корреляционной обработки принимаемых полей, без привлечения доппле-
ровского эффекта. Удобство предлагаемого метода заключается в том, что использование 
круговой (или близкой к ней) схемы получения первичной информации позволяет постро-
ить векторную картину кровотока в тесной связи с процессом построения (на основе тех 
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же измерений) томографического изображения всего органа в целом – в виде пространст-
венных распределений фазовой скорости звука и коэффициента поглощения. 

Пятая глава носит обзорный характер. Написанная по материалам библиографи-
ческих источников, она открывает вторую крупную часть диссертационной работы, по-
священную функциональным методам решения обратной задачи рассеяния. Эти строгие 
методы обеспечивают высокую точность решения, позволяя полностью учитывать про-
цессы многократного рассеяния, и очень удобны для обработки томографических данных, 
полученных в реальных условиях. Однако упомянутые функциональные методы отлича-
ются изначально их квантово-механической направленностью и сугубо математическим 
характером ряда работ. Это затрудняет восприятие важных и перспективных результатов 
акустиками-прикладниками и, тем самым, предполагает соответствующую адаптацию из-
ложения математического материала, выполненную в диссертационной работе. Кроме то-
го, численное моделирование функциональных алгоритмов, рассматриваемых в диссерта-
ционной работе, впервые было выполнено именно в связи с прикладными акустическими 
задачами. 

Шестая глава посвящена точному функциональному решению двумерной обрат-
ной задачи рассеяния в монохроматическом случае. Раздел 6.1 содержит описание мате-
матического аппарата, который является необходимым для последующего восприятия ал-
горитмической стороны функциональных методов. Аппарат, рассматриваемый в рамках 
диссертационной работы, основан на идее академика РАН Л. Д. Фаддеева – вводить мни-
мые добавки к исходным действительным волновым векторам. Тем самым, волновые век-
торы становятся формально комплексными. Важно, что при этом добавленная мнимая 
часть волнового вектора не обязательно сонаправлена его действительной части (как это 
имеет место при описании поглощения в среде): в общем случае, имеет место произволь-
ная взаимная ориентация действительной и мнимой частей. В дальнейшем, при решении 
обратной задачи, используется ортогональная взаимная ориентация. Данное обстоятель-
ство позволяет сохранить условие монохроматичности данных рассеяния, полученных в 
реальных условиях томографирования, когда волновые векторы в фоновой непоглощаю-
щей среде являются чисто действительными. 

Раздел 6.2 содержит описание физического смысла уравнений, на которых основа-
ны функциональные алгоритмы решения двумерной монохроматической обратной задачи. 
При этом процесс решения строится на нахождении из томографических данных (зада-
ваемых в виде амплитуд рассеяния) не классических волновых полей, а так называемых 
обобщенных волновых полей, которые соответствуют, с математической точки зрения, 
присутствию бесконечно малых добавок к волновым векторам. Такие бесконечно малые 
добавки, тем не менее, остаются ортогонально ориентированными. В упомянутом разде-
ле 6.2 обсуждается роль уравнений Сохоцкого для обеспечения единственности решения. 
Кроме того, для удобства последующего численного моделирования предлагается переход 
из пространства углов, характеризующих направления падения зондирующих волн на ис-
следуемый объект и направления приема рассеянных полей (несущих информацию об 
объекте), в фурье-сопряженное пространство. Описание функциональной методики в дву-
мерном случае завершается в разделе 6.3, где излагается алгоритм Новикова–Гриневича–
Манакова (НГМ), предназначенный для восстановления рассеивателей по монохромати-
ческим данным. Отличительной чертой этого алгоритма является то, что он требует реше-
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ния последовательности систем уравнений, но каждая из этих систем является линейной 
относительно искомых неизвестных. В итоге, искомая функция рассеивателя также ока-
зывается линейно связанной с обобщенным внутренним полем. Таким образом, решение 
задачи не требует привлечения итераций, хотя при этом процессы многократного рассея-
ния волн учитываются в полной мере благодаря тому, что томографические данные рас-
сеяния входят в используемые соотношения нелинейным образом. 

Результаты впервые выполненного численного моделирования данного алгоритма, 
применительно к обратной задаче восстановления акустических рассеивателей, обсужда-
ются в разделе 6.4. При этом показано, что НГМ-алгоритм способен восстанавливать не 
только чисто рефракционные рассеиватели, которые описываются действительной функ-
цией рассеивателя и соответствуют присутствию только неоднородностей скорости звука, 
но и рефракционно-поглощающие рассеиватели, которые описываются комплексной 
функцией и соответствуют одновременному присутствию внутри рассеивателя неодно-
родностей скорости звука и коэффициента поглощения. Это обстоятельство имеет боль-
шое практическое значение, поскольку существенно расширяет класс прикладных задач, в 
которых может использоваться обсуждаемый метод решения. Кроме того, показано, что 
решение обладает хорошей помехоустойчивостью как к случайным ошибкам в данных 
рассеяния (§ 6.4.1), так и к дополнительному виду помех – в виде рассеяния назад обоб-
щенных полей (§ 6.4.2). Еще один важный практический результат проиллюстрирован в 
§ 6.4.3: алгоритм способен восстанавливать тонкую структуру рассеивателя, расположен-
ную на изначально неизвестном неоднородном фоне, с разрешающей способностью около 
одной трети характерной длины волны. При этом, в отличие от двухшагового алгоритма 
(глава 2), НГМ-алгоритм (и все другие рассматриваемые ниже функциональные алгорит-
мы) восстанавливает внутреннюю структуру рассеивателя целиком, без разделения при-
сутствующих пространственных деталей по их характерным размерам, что не только по-
вышает точность восстановления, но и является весьма удобным для практического ис-
пользования. 

Седьмая глава посвящена восстановлению НГМ-алгоритмом граничных (т.е. 
имеющих абсолютно мягкую и абсолютно жесткую границу) акустических двумерных 
рассеивателей. Так, в разделе 7.1 рассмотрены граничные рассеиватели с достаточно боль-
шими волновыми размерами. При этом привлечение НГМ-алгоритма имело целью не ис-
следование нового метода восстановления рассеивателей такого типа, а определение пре-
дела области работоспособности алгоритма в принципе. Установить такой предел с по-
мощью обычных рефракционно-поглощающих рассеивателей не получилось из-за про-
блемы моделирования данных рассеяния в случае сильных рассеивателей. В то же время, 
для граничных рассеивателей с круговой формой их сечения существует аналитическое 
решение прямой задачи, так что данные рассеяния можно было рассчитать. Постепенное 
увеличение силы рассеивателей достигалось увеличением радиуса их кругового сечения. 
При этом наблюдался эффект снижения устойчивости процедуры восстановления НГМ-
алгоритмом вплоть до уровня, неприемлемого с практической точки зрения, для очень 
сильных рассеивателей. Таким образом, численное моделирование показало, что область 
работоспособности НГМ-алгоритма оказывается гораздо более широкой, чем это предпо-
лагалось изначально, исходя из достаточного (но не необходимого) условия на норму дан-
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ных рассеяния, полученного авторами алгоритма. Тем не менее, эта область не безгранич-
на при монохроматическом режиме томографирования. 

Самостоятельный интерес представляют результаты восстановления НГМ-
алгоритмом граничных рассеивателей с малыми волновыми размерами. В связи с этим, в 
разделе 7.2 сопоставляются особенности рассеяния на мягком и жестком рассеивателях, а 
также сравнивается их рассеивающая способность и степень выраженности эффектов 
многократного рассеяния. 

Восьмая глава посвящена проблеме обобщения функционального решения обрат-
ной задачи рассеяния на многочастотный или импульсный режим. Такой режим, наиболее 
часто применяющийся в практических задачах диагностики, в то же время, позволяет уве-
личить объем независимых дискретизованных данных, получаемых в томографическом 
эксперименте. В свою очередь, это позволяет повысить устойчивость решения даже в слу-
чае очень сильных рассеивателей, процесс восстановления которых является наиболее 
чувствительным к погрешностям в данных. Однако простое аддитивное объединение 
множества решений монохроматических задач не является эффективным методом и не 
эквивалентно решению единой задачи, в котором используется факт общности рассеива-
теля для каждой монохроматической задачи. Поэтому необходим более полный метод 
объединения решений, который нуждается в дополнительном исследовании. Цель вось-
мой главы – найти (раздел 8.1) и апробировать на численных моделях (раздел 8.2) способ 
органичного объединения многочастотных данных и методов решения множества моно-
хроматических задач двумерного рассеяния в виде единого функционального алгоритма. 
Такой способ был разработан на основе модифицированного двумерного алгоритма Нови-
кова в сочетании с условиями связи на внутренние поля. Эти условия связи вытекают из 
заданных частотных зависимостей для отдельных рассеивающих компонент искомого 
объекта-рассеивателя и из соотношений, позволяющих выразить эти компоненты через 
внутренние поля. В итоге было показано, что многочастотный вариант двумерного моди-
фицированного алгоритма, сохраняя все достоинства монохроматического варианта, ока-
зывается устойчивым и позволяет реконструировать сильные рассеиватели, не поддаю-
щиеся адекватному воспроизведению в монохроматическом режиме. При этом, если воз-
никает неустойчивость монохроматического решения, то многочастотный режим не толь-
ко стабилизирует решение, но и делает его более точным, чем результат простого усред-
нения соответствующих наборов монохроматических решений. Необходимое количество 
частот нуждается в оценке для конкретной решаемой задачи; оно зависит от класса томо-
графируемых рассеивателей – их силы в используемом частотном диапазоне и сложности 
пространственной структуры. Достижимая помехоустойчивость алгоритма к случайным 
помехам растет с увеличением количества используемых частот, давая возможность реа-
лизовать импульсный режим томографирования в сочетании с мощными функциональ-
ными методами восстановления. 

Девятая глава посвящена функциональному методу решения уже трехмерной мо-
нохроматической обратной задачи рассеяния. Трудность заключается в том, что выше-
упомянутые двумерные функциональные алгоритмы не имеют непосредственного обоб-
щения на трехмерное пространство в силу специфики используемых математических 
приемов. Тем не менее, исходная предпосылка – введение в алгоритмической схеме эф-
фективной мнимой добавки к волновым векторам – остается. Ввиду усложнения матема-
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тического аппарата, в разделе 9.1 приводятся базовые соотношения для волновых векто-
ров и данных рассеяния в трехмерном пространстве, а в разделе 9.2 – непосредственно 
уравнения трехмерного алгоритма Новикова. В отличие от двумерных функциональных 
алгоритмов, здесь характеристики рассеивателя ищутся на основе соотношения взаимо-
связи пространственного спектра функции рассеивателя и обобщенной амплитуды рас-
сеяния. При учете процессов многократного рассеяния решаемые уравнения становятся 
нелинейными относительно неизвестных, что делает процесс решения итерационным и 
существенно увеличивает количество вычислительных операций. Тем не менее, впервые 
выполненные результаты численного моделирования (раздел 9.3) свидетельствуют о пер-
спективности алгоритма, несмотря на то, что он достаточно сложен в вычислительном 
плане как в силу трехмерности задачи, так и за счет его итерационной структуры. В на-
стоящее время не выявлено пределов работоспособности алгоритма в случае рассеивате-
лей большой силы. Таким образом, приведенные результаты представляют собой первый 
шаг на пути использования строгих функциональных методов решения трехмерной об-
ратной задачи рассеяния в задачах практической интроскопии.  

Завершают диссертационную работу основные результаты и выводы, подводя-
щие итог представленного материала, а также список публикаций автора и список других 
цитируемых публикаций.  
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ЧАСТЬ I. ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ АКУСТИЧЕСКОГО 
РАССЕЯНИЯ 

 
 
 

В акустике под обратными задачами рассеяния понимается восстановление харак-
теристик рассеивателей, т.е. пространственных неоднородностей среды (плотности, ско-
рости звука, упругих констант в случае твердого тела, вязкости в акустических задачах), 
рассеивающих первичное поле. Исходными данными для процесса восстановления явля-
ется измеренное рассеянное акустическое поле в некотором множестве экспериментов, − 
так называемые “данные рассеяния”. Использование звуковых волн для зондирования 
сред и объектов с целью выяснения их внутренней структуры имеет долгую историю. В 
настоящей части диссертационной работе внимание сконцентрировано на рассмотрении 
общих теоретических вопросов акустоскопии и на прикладных аспектах их применения, 
прежде всего, в медицинской томографии. 

Быстрый прогресс в этой области связан с использованием идей общей теории об-
ратных задач рассеяния, разрабатывавшихся в математической физике, в первую очередь 
в приложении к квантовому рассеянию элементарных частиц [124;  125;  136–138], а также 
к физике нелинейных волн типа солитонов. Такого рода подход к акустическим задачам 
лег в основу приведенного ниже рассмотрения. При этом акустическая направленность 
данного рассмотрения позволила, во-первых, выявить важную черту подобных обратных 
задач − их весьма нетривиальную некорректность, которая связана с нелинейным характе-
ром обратной задачи и выражена в большой чувствительности результатов решения к 
ошибкам, шумам, неточностям знания характеристик эксперимента; во-вторых, исследо-
вать причину возрастания этой некорректности по мере роста силы рассеивателя. Слож-
ность проблемы объясняется необходимостью учитывать нелинейность обратных задач, 
т.е. нелинейную связь между исходными данными и искомыми параметрами, характери-
зующими рассеиватель, что обусловлено процессами многократного рассеяния. К серьез-
ным трудностям следует также отнести неоднозначность оценки характеристик рассеива-
теля, возникающую как при очевидно ограниченном объеме имеющихся данных, так и 
при их кажущейся полноте. Такая неоднозначность требует введения в схему решения ап-
риорной информации. Кроме того, ситуация осложняется большой размерностью задачи 
описания рассеивателей сложной внутренней структуры. Это особенно ярко проявляется 
при рассмотрении трехмерных обратных задач рассеяния. 

Вместе с тем, сопоставление пространственной размерности восстанавливаемой 
неоднородности в двумерных и трехмерных волновых обратных задачах с размерностью 
многообразия измеряемых данных показывает, что ситуация коренным образом отличает-
ся от ситуации, возникающей в обратных задачах излучения [A 1]. В отличие от обратной 
задачи излучения, в обратной задачи рассеяния возможно получение объема эксперимен-
тальных данных, необходимого для обеспечения единственности решения этой задачи 
даже в когерентном случае, за счет различных ракурсов падения волны на рассеиватель 
[139]. Так, размерность области определения функции, описывающей однопараметриче-
ский рассеиватель (например, пространственное распределение фазовой скорости звука) в 
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пространстве размерности D  также равна D , т.е. равна двум или трем для двумерного 
или трехмерного пространств, соответственно. В то же время, размерность контура или 
поверхности, на которых могут быть размещены излучающие и приемные преобразовате-

ли вне рассеивателя, равна 1D , т.е. одному или двум, соответственно. При рассмотре-
нии, основанном на использовании данных в виде амплитуды рассеяния (см. далее 
главу 1), целесообразно говорить о размерности многообразий, характеризующих направ-
ление падения или рассеяния плоских волн. В этом случае речь идет об окружности или 
сфере, на которых лежат как углы падения, так и углы рассеяния. Таким образом, в моно-
хроматическом случае данные рассеяния характеризуются двумерным индексом − двумя 
углами на окружностях направлений падающих и рассеянных волн в двумерной задаче и, 
соответственно, четверкой углов, характеризующей точку на сфере направлений падаю-
щей волны и точку на сфере направлений рассеянной волны, в трехмерном случае. Дру-
гими словами, размерность возможного многообразия независимых монохроматических 

данных составляет )1(2 D . Включение в многообразие данных рассеяния частотной или 

временнόй переменной, т.е. переход к полихроматическому или импульсному режиму, 
увеличивает на единицу размерность данных рассеяния. В итоге, для двумерной моно-
хроматической обратной задачи рассеяния имеет место размерностная адекватность дан-
ных рассеяния и искомого рассеивателя. В трехмерной задаче имеется размерностная из-
быточность данных рассеяния даже в монохроматической постановке. 

Приведенные факты говорят о вероятной единственности решения двумерной мо-
нохроматической обратной задачи рассеяния. Однако могут существовать определенные 
ограничивающие требования, гарантирующие устойчивость и единственность в этом слу-
чае. Дальнейшее рассмотрение данного вопроса в разделе 3.2 подтверждает непростую 
ситуацию, возникающую при попытке проанализировать единственность и устойчивость 
решения обратных задач рассеяния в монохроматическом двумерном случае. Переход к 
многочастотным данным рассеяния существенно упрощает проблему единственности и 
устойчивости решения, по крайней мере, в двумерных прикладных задачах томографиро-
вания. В трехмерных задачах даже монохроматические данные рассеяния обладают раз-
мерностной избыточностью, которая возрастает в случае использования многочастотных 
данных или данных, соответствующих тому или иному варианту импульсного первичного 
излучения. 
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Глава 1. Акустическая томография как обратная задача 
когерентного рассеяния 

 
 
В основе решения многих прямых и обратных волновых задач, в том числе, аку-

стических, лежит волновое уравнение: 
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Здесь звуковое поле, распространяющееся в среде, неоднородной только по фазовой ско-

рости звука )(zc , описывается скалярной характеристикой ),( tu z ; z  – произвольная 

точка пространства. В качестве ),( tu z  может выступать, например, звуковое (акустиче-

ское) давление )(),(),( 0 zzz PtPtp  , представляющее собой отклонение полного дав-

ления ),( tP z  от его невозмущенного значения 0P , или может выступать потенциал ско-

рости (предполагается безвихревое движение среды). В рассматриваемых ниже обратных 

задачах рассеяния функция ),(0 tF z  описывает источники падающего (называемого также 

первичным) поля ),(0 tu z , зондирующего исследуемую область   извне. Далее, следуя 

[140–142], используются следующие обозначения: 

X  – область сосредоточения источников 0F  падающего поля; 

  – область рассеяния, т.е. область локализации рассеивающих неоднородностей, 

подлежащих определению; 

Y  – область измерения полного поля u  или рассеянного поля 0sc uuu  , т.е. об-

ласть расположения приемников. 
Предполагается, что 
 

 XY  ;  .   (1.2) 

 

Важно условие отделимости (1.2) области рассеяния   от областей излучения и приема 

(X  и Y ), так как только в этом случае рассматриваемая задача является обратной волно-

вой задачей дистанционного зондирования, к которым относятся и томографические зада-

чи. В то же время, область излучения X  и область приема Y  могут как угодно пересе-

каться, вплоть до полного их совпадения, и в предельном случае со всех сторон окружать 
область рассеяния. 

В монохроматическом случае источники, описываемые в (1.1) функцией ),(0 tF z , 

имеют при комплексном представлении вид )exp()(),( 00 tiFtF  zz , что приводит 

уравнение (1.1), после сокращения общего для всех членов множителя )exp( ti , к 

уравнению Гельмгольца 
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)()()()( 0
22 zzzz Fuku   .    (1.3) 

Здесь )()( zz ck   − волновое число, зависящее от координат точки среды z ; параметр 

  в аргументах функций )(0 zF  и )(zu  для краткости опущены. Уравнение (1.3) можно 

преобразовать, придав ему более удобный для дальнейшего рассмотрения вид. Для этого 

следует прибавить и отнять в левой части уравнения (1.3) функцию )(2
0 zuk , где 

00 ck   − волновое число, относящееся к некоторой “фоновой” среде, характеризую-

щей рассматриваемую область пространства в отсутствие исследуемых неоднородностей, 
вызывающих рассеяние падающих волн. Однородная изотропная непоглощающая фоно-

вая среда характеризуется постоянной скоростью звука 0c . Тогда уравнение (1.3) приоб-

ретает вид: 
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или в эквивалентной записи: 
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называется функцией рассеивателя; она характеризует неоднородность среды в области 

рассеяния  , причем 0)( zv  при z . Тем самым, в данном случае неоднородность 

описывается локальным отклонением обратного квадрата фазовой скорости звука )(zc  от 

постоянного фонового значения 0c . В аргументе функции )(zv  зависимость от   сейчас 

опять же для краткости опускается. 

В более общей ситуации функция рассеивателя )(zv  характеризует неоднород-

ность, возникающую за счет отличия как скорости звука )(zc , так и частотно-зависимого 

амплитудного коэффициента поглощения или усиления ),(  z  внутри области   от их 

значений в фоновой среде; для временнόй зависимости полей )exp(~ ti , 

рассматриваемой в настоящей работе, поглощение будет при 0),(  z , усиление – при 

0),(  z . В этом случае имеют место уравнения [A 1 (§ 2.2.2) ]: 
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где  
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),( zb  – коэффициент вязкости, 0  – постоянное значение плотности фоновой среды. 

Поскольку сейчас рассматривается однородная непоглощающая фоновая среда, то правая 

часть уравнения (1.7) равна просто )(0 zF , поскольку источники падающего поля )(0 zF  

находятся, по постановке задачи, вне области рассеяния  . Таким образом, сравнение 

уравнений (1.3) и (1.7) показывает, что в (1.3) волновое число )(zk  заменяется на 

локальное комплексное волновое число )(C zk ; верхний индекс в обозначении Ck  озна-

чает комплексность. Тогда для однородной изотропной непоглощающей фоновой среды 

со скоростью звука 0c  и волновым числом 0k  вид уравнения (1.5) остается неизменным, 

но присутствующая в нем функция рефракционно-поглощающего рассеивателя составляет 
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В акустических задачах часто имеет место ситуация, когда 1
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, что по 

физическому смыслу означает малое поглощение на расстоянии около одной длины вол-

ны. Тогда выражение (1.9), с точностью до членов, линейных по параметру 
2

0 c
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, при-

нимает вид [143]: 
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В еще более общем случае фоновая среда является неоднородной и характеризует-

ся скоростью звука )(0 zc , известным образом изменяющейся с координатой. В приклад-
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ных задачах иногда бывает удобно полагать, что фоновая среда обладает также своим за-

ранее известным поглощением с амплитудным коэффициентом ),(0  z . Разумно пред-

положить, что коэффициент ),(0  z  отличен от нуля только в конечной области про-

странства, так как при этом не возникает необходимость в пересмотре условия излучения 
для фоновой среды. Комплексное волновое число и его квадрат в неоднородной фоновой 
среде составляют 
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и уравнение Гельмгольца 
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преобразуется к виду 
 

  )()()()()()( 0

2C
0

2 zzzzzz uvFuku   .   (1.12) 

 
Здесь рассеиватель относительно данного неоднородного фона описывается функцией 
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  (1.13) 

 

Тот факт, что плотность среды )(z  также неоднородна, желательно учитывать, 

например, в задачах медицинской диагностики [A 3]. Волновое уравнение, обобщающее 
уравнение (1.1) в присутствии неоднородности плотности, записывается именно для зву-

кового давления ),( tp z . В силу условия (1.2) отделимости области излучения от области 

рассеяния (  X ) это волновое уравнение имеет вид [141;  142 (§ 2.1);  

144 (Т. 1, гл. 13, § 11) ] 
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Уравнение (1.14) можно преобразовать, вводя новую комбинированную переменную 
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 tptu , где 0  – постоянное значение плотности фоновой среды [141;  

142 (§ 2.2);  145;  146]. Поскольку 0)(  z  вне области рассеяния  , и, следовательно, 

),(),( tptu zz   при z , то в области наблюдений Y  измеряется звуковое давление 
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),(),( tptu yy  , Yy . В терминах введенной переменной ),( tu z  уравнение (1.14) 

принимает следующий вид [145]: 
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В монохроматическом варианте данное соотношение (1.15) можно записать по аналогии с 
уравнением Гельмгольца (1.5) в случае однородной изотропной непоглощающей фоновой 

среды со скоростью звука 0c  и плотностью 0 : 
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при этом в выражение (1.6) для )(zv  добавляется плотностной член: 
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в отсутствие поглощения в области рассеяния  . Аналогичный плотностной член добав-

ляется в комбинированную функцию неоднородности (1.10) в присутствии поглощения в 
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В случае фоновой среды, однородной по плотности const0  , но неоднородной 

по скорости звука )(0 zc  и по коэффициенту поглощения ),(0  z   ( 0  не равно нулю 

лишь в конечной области пространства), имеет место уравнение Гельмгольца вида (1.12), 
т.е. 
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где, по аналогии с (1.13), 
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Левая часть уравнений Гельмгольца (1.5) и (1.12) описывает волновые процессы в 
фоновой среде. В правую же часть внесены источники двух типов − первичные источники 

)(0 zF  падающего поля (эти источники находятся только в области X ) и так называемые 

вторичные источники )()()( zzz uvI  , индуцируемые в области   падением полного 

поля )(zu  на неоднородности относительно фоновых значений, т.е. на возмущения харак-

теристик среды )(zv . В отсутствие этих неоднородностей первичные источники вызвали 

бы невозмущенное рассеивающими неоднородностями падающее поле )(0 zu , являющее-

ся решением соответствующего уравнения Гельмгольца при 0)( zv . Например, в случае 

однородной изотропной непоглощающей фоновой среды, 
 

)()()( 00
2
00

2 zzz Fuku   .    (1.19) 

 
Из разности (1.5) и (1.19) следует, что поле, вызываемое вторичными источниками, т.е. 

рассеянное поле 

)()()( 0sc zzz uuu         

 
(нижний индекс “sc” – от “scattered”, т.е. “рассеянный”), подчиняется уравнению 
 

)()()()( sc
2
0sc

2 zzzz uvuku   .    (1.20) 

 
В случае неоднородной фоновой среды, согласно (1.12), в левой части соотношений (1.19) 

и (1.20) следует заменить 2
0k  на  2C

0 )(zk  или  
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zzk , при 

этом в качестве )(zv  используя соответствующую функцию рассеивателя. Важно обра-

тить внимание на то, что рассеянное поле описывается как поле в фоновой среде (одно-
родной или неоднородной), а его источниками являются вторичные источники 
 

)()()( zzz uvI   ,       

 

вызванные полным полем )(zu . Тот факт, что полное поле )()()( sc0 zzz uuu   и его 

части – первичное поле )(0 zu  и рассеянное поле )(sc zu  – описываются как поля в фоно-

вой среде, позволяет выразить )(zu  в виде формального запаздывающего решения 

 uu  (удовлетворяет условию излучения Зоммерфельда на бесконечности) или опере-

жающего решения  uu  (удовлетворяет комплексно сопряженному условию излуче-

ния). Эти решения используют известный вид запаздывающей ( 
0G ) или опережающей 

( 
0G ) функции Грина для фоновой среды: 
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;)()(),( )(),()()()( 000sc0 


  rrrrzxxxzzzz duvGdFGuuu
X

   (1.21) 

 

z  – произвольная точка пространства,  Xx ,  r  (рассеиватель, и, следовательно, 

возникающие вторичные источники находятся только в области рассеяния  ). Уравнение 

(1.21), называемое уравнением Липпмана–Швингера, было приведено в [147] в связи с ис-
следованиями по квантовой теории поля. Функции Грина для однородного изотропного 

непоглощающего фонового пространства )'()',( 00 zzzz   GG  удовлетворяют уравне-

нию (1.5), но с  -образной правой частью: 

 

)'()',()',( 0
2
00

2 zzzzzzz   GkG  .      

 
Конкретный вид этих функций зависит от размерности задачи. Для принятого характера 

временнόй зависимости полей )exp(~ ti  этот вид задается соотношениями: 
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где )1(
0H , )2(

0H  – функции Ханкеля 0-го порядка 1-го и 2-го рода, соответственно; 
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  (1.23) 

Однако используемая в уравнении (1.21) функция Грина 
0G  для запаздывающих или 

опережающих решений не обязательно должна соответствовать однородному фоновому 

пространству, в котором находится область локализации неоднородности  . Фоновое 

пространство само может являться неоднородным по фазовой скорости или плотности, 
что отражается на виде функций Грина. В этом случае уравнение (1.21) сохраняет свою 

справедливость, но вместо 
0G  будет фигурировать запаздывающая или опережающая 

функция Грина неоднородного пространства G . Далее будут использоваться, если не 

оговорено особо, именно функции Грина однородного изотропного пространства 
0G , хо-

тя обобщение на случай неоднородного фона очевидно.  
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Важным для дальнейшего является то, что уравнение Липпмана–Швингера (1.21) 

справедливо для полного поля в любой точке z . По постановке задачи  Yz , и то-

гда в области наблюдений Y , т.е. при Y yz , это уравнение записывается как 
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  (1.24) 

 

Кроме того, в самой области рассеяния  , т.е. при  rz , 
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  (1.25) 

 
Известно, что в классических волновых процессах, не имеющих связанных состояний, 
уравнение Липпмана–Швингера (1.25) имеет единственное решение (относительно поля 

внутри области  ) в пассивных средах для всех физически содержательных случаев 

[136 (§ 1.3,  § 5.1);  149 (§ 38) ]. Фактически оно является неявным решением уравнения 
Гельмгольца вида (1.5) или (1.12) (в зависимости от задаваемой фоновой среды, для кото-
рой вычисляются функции Грина) и эквивалентно ему. Уравнение Липпмана–Швингера 
чрезвычайно интенсивно изучалось со всех точек зрения в контексте прямых и обратных 
задач квантовой механики. Работа [136] содержит прекрасный обзор результатов, полу-
ченных в области обратных задач квантового рассеяния, вплоть до конца 1980-х годов, а 
также некоторые результаты, направленные на расширение функциональных подходов к 
задачам более широкого физического содержания – акустическим, электродинамическим. 
Необходимо также упомянуть обзорную статью Л. Д. Фаддеева [124], книгу Р. Ньютона 
[127], книгу К. Шадана и П. Сабатье [125]. Краткое изложение этих вопросов дано в 
[A 131 (гл. 14) ]. 

 
Далее в части I представляемой работы верхние индексы “ ” у функций Грина и 

соответствующих им полей будут для краткости опускаться, если не оговаривается особо, 
какие поля – запаздывающие или опережающие – рассматриваются в текущем контексте.  

 
Уравнение Гельмгольца (1.5) для однородной изотропной непоглощающей фоно-

вой среды вне первичных источников, т.е. 

)()()()( 2
0

2 zzzz uvuku   ,    (1.26) 

и уравнение Шредингера в моноэнергетическом (т.е. монохроматическом – в контексте 
акустических задач) случае 
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 UE0
2       (1.27) 

имеют, с точностью до буквенных обозначений, тождественный вид. В (1.27)   – волно-

вая функция; U  – рассеивающий потенциал; 0E  – энергия первичного поля, аналогом ко-

торой в акустическом случае является величина 2
0k . Подробное изложение результатов 

исследования трехмерной обратной задачи квантово-механического рассеяния содержится 
в книге Р. Ньютона [127]. Здесь же необходимо подчеркнуть следующие два обстоятель-
ства: 

1. Кардинальное отличие в поведении функции рассеивателя в уравнениях (1.26) и 

(1.27). Так, в квантовой механике рассеивающий потенциал U  не зависит от энергии рас-

сеиваемых частиц, и, в результате этого, эффекты рассеяния ослабевают с ростом энергии. 
Частицы с большой энергией “не замечают” потенциальных “ямок” и “горок”, и их волно-
вая функция стремится к волновой функции свободного пространства. 

В случае же акустических волн функция рассеивателя v , даже при отсутствии соб-

ственной частотной дисперсии в рассеивателе, растет пропорционально квадрату частоты 
(за счет неоднородностей фазовой скорости звука), и влияние рассеивателя не только не 
ослабевает, но быстро возрастает. Кроме того, присутствие поглощения в рассеивателе 

приводит к заметному росту мнимой части функции v  при увеличении частоты, согласно 

(1.10). Этот факт частотной зависимости акустического рассеивателя не позволяет исполь-

зовать для акустического поля асимптотические свойства волновой функции 0  

при 0E , сильно упрощающие в ряде случаев процесс решения обратной квантово-

механической задачи рассеяния. 
2. При анализе квантово-механической задачи большую трудность представляет 

собой учет так называемых “исключительных точек”, которые описывают связанные со-

стояния, свойственные потенциальной яме 0)( rU  и возникающие в квантовой теории. 

Они соответствуют отрицательной энергии частицы, находящейся в яме и не способной 
преодолеть потенциальную стенку. В то же время, в акустике связанные состояния отсут-
ствуют для пассивных рассеивателей, что существенно облегчает ситуацию при решении 
прямых и обратных задач. Этот вопрос проанализирован, например, в [A 2 (раздел 5.1) ] с 
учетом результатов монографии [148 (гл. 6, § 3) ]. Тем не менее, при анализе и решении 
обратных задач акустического рассеяния принципиальные проблемы другого рода оста-
ются достаточно сложными. В наиболее общей форме существо проблемы сводится к рос-
ту сложности картины пространственного распределения вторичных источников 

)()( rr uv , порождающих рассеянное поле, по мере увеличения частоты, и к соответст-

вующему росту силы рассеивателя. Этот процесс приводит к росту неустойчивости реше-
ния обратной задачи, а затем к потере единственности решения (прежде всего, в двумер-
ном случае). Более общий подход, рассмотренный в разделе 3.2 и основанный на анализе 
функциональных аспектов проблемы, позволяет продвинуться в понимании существа дела 
и очертить границы возможного в решении обратных задач рассеяния, а также уяснить 
методы и требования к объему и характеру данных рассеяния, приводящие к расширению 
области существования решения. 
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Дальнейшее рассмотрение обратной задачи рассеяния будет основано на исходных 
соотношениях в виде набора (параметризованного множества) уравнений Липпмана–
Швингера (1.21) 




 rrrrzzz duvGuu ),()(),(),(),( 00 ,  (1.28) 

 
которые являются неявным решением соответствующего набора (множества) уравнений 
Гельмгольца для среды, содержащей неоднородность, при ее облучении набором падаю-
щих волн: 

),()(),() ,(),( 0
2
0

2  zzzzz uvFuku .  (1.29) 

 

Здесь ),(0 zF  – источники первичного (падающего) поля ),(0  zu ;    – конфигураци-

онный параметр, характеризующий конфигурацию падающего поля, положение его ис-
точников или направление падения первичного излучения, частоту излучения и т.д. и 

принимающий дискретное или континуальное множество значений из области A , т.е. 

A ;  ),(  zu  – полное поле как в области наблюдения (т.е. при Y )( yz  ), так и 

в области локализации искомой неоднородности (т.е. при  )( rz  );  00 ck   – 

волновое число однородной фоновой среды.  
Уравнение Липпмана–Швингера может быть также записано в терминах простран-

ственных спектров входящих в него функций и операторов. Этот переход дает результат, 
имеющий наиболее наглядную форму для однородной изотропной непоглощающей фоно-
вой среды в предположении, что падающее излучение в произвольной точке z  представ-

ляет собой плоскую волну с волновым вектором  kk :  

)exp(),(),( 00 kzkzz iuu 
 при временнόй зависимости полей )exp( ti . Па-

раметр   в данном случае характеризует направление падения поля и его частоту. Здесь и 

далее для определенности будут рассматриваться запаздывающие поля  00 uu ,   uu  

и запаздывающая функция Грина  00 GG . В этом случае полное поле описывается 

уравнением, следующим из (1.28): 
 

;RI,),()(),()exp(),( 0
DduvGiu  



zrkrrrzkzkz  (1.30) 

 

D  – размерность пространства. Умножение левой и правой части (1.30) при  rz  на 

)(rv  приводит к уравнению Липпмана–Швингера в терминах вторичных источников 

),()(),( krrkr uvI  , индуцированных падающей плоской волной: 

 




 rkrrrrkrrkr dIGvivI ),(),()()exp()(),( 0 .    
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Последующее умножение левой и правой части этого уравнения на )exp( ξri  и интегри-

рование по r  в области DRI  дает в левой части пространственный фурье-образ (т.е. про-

странственный спектр) вторичных источников 


 rξrkrkξ diII )exp(),(),(
~

  (интег-

рирование по всему пространству DRI  сводится к интегрированию по области рассеяния 

 , где отличны от нуля функции рассеивателя и вторичных источников): 

 

;),()()()exp()(~),(
~

0 rrkrrrrξrkξkξ ddIGvivI   
 

 (1.31) 

 

)(),( 00 rrrr  GG  в силу однородности фоновой среды; 




 rξrrξ divv )exp()()(~  – пространственный спектр рассеивателя. Понятие про-

странственного спектра обсуждалось во Введении к книге [A 1];  ξ  – действительный век-

тор пространственной частоты, принадлежащий D -мерному пространству, которое явля-
ется фурье-сопряженным к пространству координат. В контексте настоящей диссертации 

оно обозначается как пространство K  и называется по традиции K -пространством или 

K -представлением, пространственно-спектральным представлением (используется также 

терминология “импульсное представление”). Название “K -пространство” связано с тем, 
что в работах разных авторов вектор пространственной частоты обозначается по-разному, 

и помимо его обозначения ξ  часто используется обозначение K . 

Соотношения для прямого и обратного пространственного фурье-преобразования 

  



K

D
diGGdiGG ')('exp)'(

~

)2(

1
)(,)exp()()(

~
0000 ξrrξξrrrξrrξ  

позволяют привести соотношение (1.31) к виду 
 

KdIGvvI
K

D 


  ξξkξξξξkξkξ ,'),'(
~

)'(
~

)'(~
)2(

1
)(~),(

~
0 . (1.32) 

 
 
Вариант записи уравнения (1.32) является, фактически, уравнением Липпмана–Швингера 

в K -пространстве. Это уравнение связывает пространственный фурье-образ (пространст-

венный спектр) вторичных источников с фурье-образом неоднородности )(~ kξ v  на 

“разностной” пространственной частоте kξ   и интегральной формой, содержащей те же 

пространственные фурье-образы вторичных источников и рассеивателя, а также про-

странственный фурье-образ функции Грина 0
~
G . Выражения для )(

~
)(

~
00 ξξ GG  приве-

дены во Введении к книге [A 1]. 
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Область интегрирования в уравнении (1.32) по векторам пространственной частоты 

K'ξ  неопределенно велика и содержит все векторы пространственной частоты, имею-

щие смысл с точки зрения физического содержания рассматриваемой задачи. При реше-
нии прямой задачи рассеяния это уравнение позволяет найти вторичные источники, а за-
тем полностью описать процесс рассеяния, что будет обсуждаться далее. При решении 
обратной задачи данные рассеяния, описываемые этим уравнением и называемые ампли-
тудой рассеяния, являются значениями фурье-образа вторичных источников на сфере 

Эвальда (при 3D ) или на окружности Эвальда (при 2D ), которая характеризуется 

множеством векторов ξ , имеющих длину 0k  (волновое число в однородной фоновой сре-

де):  0k kξ . Далее векторы ξ , принадлежащие сфере (окружности) Эвальда, будут 

обозначаться также с помощью вектора l , чтобы подчеркнуть, что пространственные 

компоненты ),(
~

kξI  при lξ , 0kl , доступны для измерения в эксперименте. Иногда 

такие компоненты, полученные в эксперименте, будут приводиться с дополнительным 

нижним символом “ex” (от “experiment”), т.е. ),(
~

),(
~

ex kξk ll  II , чтобы подчерк-

нуть возможность их измерения в эксперименте (в дальнем поле, – см. далее (1.38) в на-
стоящем разделе) или пересчета из экспериментальных данных (если речь идет о ближнем 
поле, – см. [A 131 (глава 20);  136;  150]. По определению, амплитудой рассеяния называ-
ется комплексная функция 
 

.)exp(),()(
)2(

1
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 rrkrrkξk diuvIf
DD

lll  (1.33) 

 

Коэффициент пропорциональности между амплитудой рассеяния ),( lkf  и пространст-

венным спектром вторичных источников ),(
~

kξ lI  в литературе определяется по-

разному. Это непринципиально с точки зрения анализа физических процессов и методов 
решения обратной задачи, но требует внимательности при численной реализации кон-
кретного алгоритма в силу нелинейности обратной задачи рассеяния относительно данных 
рассеяния. В настоящей работе будет принята именно связь (1.33), часто использующаяся 
в работах по функциональным методам решения обратной задачи рассеяния, которым по-
священа часть II  настоящей работы и монография [A 131]. 

При lξ  уравнение (1.32) приобретает вид: 
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  lll     (1.34) 

 

Отличие этого уравнения от (1.32) в том, что не только 0Kk , но и 0Kl , где 0K  – 

подобласть пространства K , для которой векторы пространственной частоты ξ  имеют 

фиксированную длину 0kξ . 
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Амплитуда рассеяния ),( lkf  описывает амплитуду и фазу плоских волн, рассеян-

ных в направлении l  в ответ на падающую плоскую волну единичной амплитуды с на-

правлением падения k . Действительно, из явных выражений для запаздывающей функ-
ции Грина однородного изотропного пространства (1.22) и (1.23) следует асимптотика 

этой функции Грина после перехода в дальнюю зону z  (точка r  фиксирова-

на): 
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множитель DC  зависит от размерности пространства D : 
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Более точно, условие дальней зоны имеет следующий вид, – см., например, соотношение 
(1.22) в [A 1]: 
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где 0  – длина волны. Тогда уравнение Липпмана–Швингера (1.30) для поля в произ-

вольной точке пространства DRIz  после перехода в дальнюю зону z ,  с учетом 

(1.35), дает связь между наблюдаемым в дальней зоне рассеянным полем 

)exp(),(),(sc zkkzkz iuu   и амплитудой рассеяния ),( lkf   [129 (гл. 1.2.1, § 3;  

гл. 1.2.3, § 5) ]: 
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Следовательно, ),( lkf  описывает асимптотику рассеянной волны в направлении вектора 

l  при неограниченном удалении от области рассеяния. При этом сферическое (при 

3D ) или цилиндрическое (при 2D ) спадание рассеянной волны 
1

1
~

D
z

, а 

также фазовый сомножитель )exp()exp( 0 zz iki l , возникающий при 

распространении, вынесены в (1.38) в отдельный множитель. Из (1.38) и (1.33) видно, что 
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рассеянное поле в дальней зоне при переборе направлений приема 
z

z
 пропорционально 

компонентам пространственного спектра вторичных источников рассеивателя, лежащим 

на сфере (окружности) Эвальда, т.е. пропорционально ),( lkf . Таким образом, в случае 

падающей плоской волны, значения ),( lkf  легко получить при непосредственном 

измерении рассеянного поля в дальней зоне. Однако наряду с использованием плоских 

падающих волн, значения ),( lkf  могут быть пересчитаны из данных рассеяния, изме-

ренных при размещении излучателей и приемников, эквивалентных точечным, вокруг ис-
следуемой области рассеяния [A 2 (раздел 5.1);  A 33;  A 34;  A 86;  136;  150]. Один из та-
ких алгоритмов для квазиточечных излучателей и приемников подробно рассмотрен в 
[A 131 (глава 20) ].  

 
Укороченный вариант уравнения (1.32) или (1.34), содержащий в правой части 

лишь пространственный фурье-образ рассеивателя )(~ kξ v , т.е. 

)(~),(
~

),(
~

born kξkξkξ  vII  ,    (1.39) 

лежит в основе целой серии томографических схем, использующих первое приближение 
Борна, которое также называется просто приближением Борна или приближением одно-
кратного рассеяния. Ему соответствует соотношение (1.39), в котором пространственный 

спектр вторичных источников I
~

 приближенно заменяется на его борновское значение 

born
~
I . Несмотря на серьезнейшие ограничения, накладываемые приближением однократ-

ного рассеяния (что будет пояснено ниже), оно рассматривалось и использовалось в ог-
ромном количестве исследований, в которых обсуждались всевозможные схемы его реа-
лизации [130;  151–174]. Эти работы рассматривают большое число схем практической 
реализации томографов. Их можно разделить по самым разным признакам на несколько 
классов. Важна, прежде всего, конфигурация антенной системы. Здесь можно выделить 
линейные приемные и излучающие антенны с механическим или электронным сканирова-
нием, способным последовательно или одновременно формировать множество (до не-
скольких сотен) зон чувствительности, например, в виде пучков почти плоских волн и 
аналогичных зон излучения [139;  157–166]. Одним из сложных моментов является фор-
мирование дискретного набора данных, наиболее приспособленных к осуществлению на 

их основе восстановления рассеивателя )(rv  обратным фурье-преобразованием, что сле-

дует из уравнения (1.39)  [154;  167]. Второй обширный класс схем основан на использо-
вании кольцевых многоэлементных антенных решеток [168–173]. 

Из соотношения (1.39) следует, что для каждого фиксированного волнового векто-

ра k  зондирующей плоской волны пространственный спектр вторичных источников в 

приближении однократного рассеяния ),(
~

born kξI  представляет собой пространственный 

спектр рассеивателя при смещении области его локализации на k . Эксперименты по то-
мографированию слабого, т.е. борновского, рассеивателя (это рассеиватель, для которого 

справедливо первое приближение Борна) при различных направлениях k  дает информа-
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цию, которая позволяет восстановить компоненты пространственного спектра рассеивате-

ля )(~ klv , согласно (1.39) или укороченному варианту уравнения (1.34) [141;  

142 (§ 4.1) ]: 

),()2(),(
~

)(~
born lll kkkξ fIv D ,  где 0, Kkl .  (1.40) 

 
Перебор всех направлений падающей и рассеянной волн при фиксированной частоте зон-
дирующего поля предоставляет информацию о пространственном спектре рассеивателя 

)(~ ξv  при 02kξ , т.е. внутри сферы (окружности) радиуса 02k   [130 (§ 6.7);  141;  142]. 

Попытка использования операции аналитического продолжения функции )(~ ξv  для вос-

становления компонент )(~ ξv  при 02kξ  сталкивается с проблемой неустойчивости. В 

итоге оценка )(ˆ rv  искомого пространственного распределения функции рассеивателя 

)(rv  получается обратным фурье-преобразованием: 
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где интегрирование осуществляется по тем значениям ξ , о которых имеется информация 

из эксперимента. 
 
Соотношение (1.40) позволяет проследить связь пространственного спектра вто-

ричных источников и восстанавливаемого фрагмента пространственного спектра рассеи-
вателя в зависимости от режима томографирования – просветного режима, при котором 

углы рассеяния (углы между вектором l  рассеянной волны и вектором k  падающей вол-

ны) не превышают по модулю 2 , и режима томографии “на отражение”, т.е. обратного 

рассеяния. Действительно, из (1.41) вытекает, что фиксированный вектор пространствен-

ной частоты ξ  в пространственном спектре рассеивателя )(~ ξv  несет информацию о де-

талях рассеивателя с характерными размерами 
||2

2

ξ


   (символ   означает, что оценка 

дается по порядку величины). В просветном режиме наблюдение рассеянного вперед поля 

(1.38) (вектор l  близок к k ) предоставляет информацию о низких пространственных час-

тотах в спектре рассеивателя – вблизи значения 0ξ , согласно (1.40) – и, следовательно, 

о крупномасштабных деталях рассеивателя 0 . В режиме отражения (l  близок к 

k , т.е. встречное направление векторов k  и l ) рассеянное назад поле дает информа-

цию о ξ  вблизи значения kξ 2 , т.е. о высоких пространственных частотах 02|| kξ  

и мелкомасштабных деталях рассеивателя 40 , определяющих разрешение оценки 

)(ˆ rv . Итак, низкие пространственные частоты, т.е. малые значения модуля разностного 

вектора kl , соответствуют крупномасштабным деталям рассеивателя, а встречное на-
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правление векторов l  и k  дает данные рассеяния, несущие информацию о малоразмер-

ных деталях. Однако такое четкое деление возникает лишь в случае однократного рассея-
ния, т.е. в первом приближении Борна. В практических условиях в большинстве случаев 
это приближение не работает, так как искажения волнового фронта, возникающие при 
распространении в неоднородной среде (медицинская томография, томография океана), 
приводят к отклонению формы фронта от стандартной (имеющей место в однородной 
среде) на большое количество длин волн. Такие искажения практически полностью раз-
рушают результат процесса восстановления, основанного на приближении однократного 
рассеяния. Исключение составляют томографы, использующие только данные на отраже-
ние назад в узком диапазоне углов рассеяния, близком к обратному рассеянию. В таком 
случае сильные искажения крупными (а потому сильными) неоднородностями скорости 
звука приводят к эффектам, сходным к рассматриванию сцены сквозь кривое стекло. Изо-
бражение при этом искажено, но все детали различимы и узнаваемы. Однако этот режим 
является, фактически, режимом УЗИ, для которого наличие крупных неоднородностей не 
является разрушительным. В полных томографических системах необходимо использо-
вать все углы рассеяния, начиная от почти нулевых, вплоть до отражения под большими 

углами. Необязательно использовать углы рассеяния, близкие к  , но диапазон углов рас-

сеяния не может состоять из разорванных фрагментов, так как при этом утрачивается ин-
формация об участках пространственного спектра рассеивателя. Как следствие, количест-
венное восстановление рассеивателя становится невозможным даже при ограничениях в 
разрешающей способности, которые неизбежны в силу конечности области в пространст-

ве K , покрываемой множеством векторов kξ  l  при 0, Kkl . 

 
Проблемы, возникающие в УЗИ-системах, могут быть количественно пояснены с 

точки зрения условия справедливости приближения однократного рассеяния, которое пра-
вомерно только при условии очень слабого искажения падающей волны при прохождении 
томографируемого объекта. Такие пояснения даны, например, в [A 2 (раздел 5.1) ]. Дело в 
том, что УЗИ-системы работают только с сигналами, отраженными в обратном направле-
нии. В то же время, сильные крупные неоднородности не дают заметного отражения на-
зад, разрушая, однако, фазировку системы. Частично эти трудности можно обойти, ис-
пользуя адаптивную фокусировку на естественные или искусственные квазиточечные не-
однородности, играющие роль опорных точек. Но более полное и последовательное реше-
ние проблемы лежит в регистрации сигналов, рассеянных не только на большие углы, т.е. 
назад, но и на малые, просветные, углы – рассеяние вперед. В этом варианте облучение 
объекта плоскими волнами или с помощью сосредоточенных источников происходит со 
всех сторон (хотя бы в одной плоскости), так же как и наблюдение рассеянного поля. Не 
во всех схемах медицинского ультразвукового обследования возможно получение такой 
полной информации, однако в ряде важных направлений, например, маммографии, полная 
схема, называемая томографической, вполне реальна. Так, во многих современных ульт-
развуковых диагностических системах алгоритмы восстановления основаны на прибли-
жении однократного рассеяния или на приближении плавного изменения характеристик 
рассеяния, т.е. приближении Рытова [130 (§ 6.10, § 8.7);  141;  142;  151;  152;  154;  157;  
162;  165;  168–170]. Теоретические представления, лежащие в основе построения подоб-
ных систем, на сегодняшний день изучены достаточно полно. 
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Дифракционно-волновой подход к решению обратных задач рассеяния в прибли-
жении однократного рассеяния во многом связан с циклом работ А. Деванея 
(A.J. Devaney). В них отправной точкой является, так же как и во времялучевом подходе 
[175], аналогия с рентгеновской томографией. При этом предполагается корректирующая 
пространственная фильтрация, выравнивающая неравномерность пространственно-
частотного спектра аппаратной функции данного метода [130 (§ 8.1, § 8.7–8.11);  157;  
176]. Исходным соотношением для процесса восстановления является (1.40). На основе 
этого соотношения в [A 2 (раздел 5.2);  A 6;  A 177] проблема томографии в приближении 
однократного рассеяния была рассмотрена с точки зрения обобщения случая монохрома-
тических плоских волн, зондирующих исследуемый двумерный или трехмерный объект 
[159;  178], на случай зондирования плоскими импульсными сигналами. При этом обсуж-
далась возможность учета в алгоритме реконструции информации о корреляционных ха-
рактеристиках рассеивателя и помех [179], а также дискретного характера данных рассея-
ния. В качестве тестовых объектов для оценивания влияния пространственных характери-
стик томографической схемы и точности измерения данных рассеяния в работах [A 7;  
A 65;  180] были использованы различные слабые (борновские) рассеиватели. 

В рамках представляемой диссертационной работы вышеупомянутый алгоритм ре-
конструкции, работающий в приближении однократного рассеяния, был модифицирован 
на случай импульсного режима зондирования борновского рассеивателя при точечных из-
лучателях и точечных приемниках, – это сделано в [A 6] с учетом результатов работы 
[181] и подытожено в [A 2 (раздел 5.2) ]. С другой стороны, применение чисто борновско-
го варианта томографии для медицинских целей в существенной мере ограничено, так как 
скорость ультразвука в биологических тканях может меняться более чем на 50 м/с, что 
вызывает существенное искажение падающего поля внутри органа. Разработчикам алго-
ритмов, предназначенных для реальных акустических диагностических устройств, хорошо 
известно то обстоятельство, что приемлемое качество восстановления параметров рассеи-
вателя, достаточно сильно искажающего падающую волну, возможно только при учете, 
тем или иным способом, процессов искажения волн внутри рассеивателя [A 4;  A 5]. По-
этому необходимо учитывать (с той или иной степенью строгости) эффекты многократ-
ного рассеяния, т.е. решать обратную задачу восстановления неоднородности, основыва-
ясь на том или ином более строгом решении волновых уравнений относительно неодно-
родностей среды. Например, в ряде систем интровидения используется лучевое описание 
для построения изображения. Однако разрешающая способность времялучевого подхода 
достаточно низкая, поскольку она определяется диаметром лучевой трубки [175]. Недос-
татки низкого разрешения времялучевого подхода не мешают, однако, использовать дан-
ный метод в реальных практических системах [182;  183], а также в качестве первого шага 
в двухшаговой схеме томографии, рассмотренной ниже в главе 2. В то же время, в ряде 
случаев можно ограничиться внесением определенных поправок в полученные алгоритмы 
реконструкции борновского рассеивателя [A 6]. Например, в [171;  184] в основе процесса 
реконструкции используется приближение однократного рассеяния, однако при этом рас-
сматривается возможность компенсации искажений изображения, вызванных рефракцией 
ультразвуковых волн в неоднородной среде.  
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Для дальнейшего обсуждения будет полезным разделение рассеивателей на 
следующие три класса [141;  142 (§ 2.3, § 6.3) ]: 

а) Слабые (борновские) рассеиватели. Для них рассеянное поле в области рассея-

ния   пренебрежимо мало по сравнению с падающим полем: 
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В этом случае приближение однократного рассеяния, т.е. первое приближение Борна, мо-
жет быть с успехом применено при решении как прямых, так и обратных задач рассеяния. 

б) Рассеиватели средней силы. Для них рассеянное поле по абсолютному значению 
сравнимо, но уступает падающему полю во всех точках области рассеяния: 
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В этом случае первое приближение Борна уже непригодно, но ряд Борна–Неймана 

для рассеивателей средней силы сходится.  
в) Сильные рассеиватели. Для них условие (1.43) не выполняется хотя бы в сколь 

угодно малой окрестности одной точки r  для одного из значений  , т.е. 
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Еще одно предварительное замечание касается решения прямой задачи, т.е. расчета 

полного или рассеянного полей на основе заданного падающего поля и заданной функции 
рассеивателя. Решение прямых задач в различных постановках имеет значение как от-
дельная самостоятельная задача и, кроме того, как важный предварительный этап при ре-
шении модельных обратных задач. Так, для модельной проверки работоспособности, по-
мехоустойчивости и границ применимости того или иного алгоритма решения обратной 
задачи необходимо иметь данные достаточно точно решенной прямой задачи, заменяю-
щие собой экспериментальные данные. В противном случае может остаться неясным, яв-
ляются ли искажения и ошибки, полученные в результате решения обратной задачи, след-
ствием несостоятельности используемого метода ее решения, или же они обусловлены 
погрешностью решения прямой задачи. Таким образом, высокая точность решения пря-
мой задачи весьма важна, поскольку качество восстановления рассеивателей при решении 
обратной задачи рассеяния существенно зависит от уровня интерполяционных погрешно-
стей на этапе решения прямой задачи [185]. 

Аналитически решенных прямых волновых задач рассеяния на данный момент су-
ществует не так уж много. Наиболее просто решаются задачи для относительно слабых 
рассеивателей различной формы, где достаточно рассмотреть лишь первое приближение 
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Борна [186] или небольшое число актов перерассеяния [187]. В случае же рассеивателей 
произвольной силы, точные аналитические решения получены только для некоторых 
“классических” прямых задач, рассматривающих рассеиватели с однородной структурой  
и  простой формой, например, цилиндрической [188 (гл. IX, § 7, п. 1) ]  (включая эллипти-
ческие сечения), эллипсоидальной, сферической [189 (т. II, § 11.3, с. 452–455 в русском 
переводе) ]  и т.п. [190]. Для рассеивателей сложных конфигураций обычно используется 
метод конечных элементов [191–195]. Это наиболее универсальный метод решения пря-
мых волновых задач, не имеющий видимых ограничений своей применимости. Однако он 
очень сложный и многодельный для поисковых модельных исследований. Поэтому при 
численных расчетах часто используется то или иное упрощающее обстоятельство [196–
198], например, рассмотрение области низких частот [199]. Отдельное место занимает ре-
шение прямой граничной задачи рассеяния для объектов с импедансной границей [200]. 

В [A 2 (раздел 5.3);  A 9;  185] рассматривается возможность достаточно точного 
численного решения прямой задачи рассеяния на основе строгих уравнений типа уравне-
ния Липпмана–Швингера в координатном пространстве и в фурье-сопряженном к нему 
пространстве векторов пространственной частоты. Предлагаемый подход применим для 
широкого (по силе рассеивателя и сложности его пространственной структуры) класса 
рефракционно-поглощающих рассеивателей, а его практическая реализация относительно 
несложна. 
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Глава 2. Модельная и практическая реализация 
двухшагового томографирования мягких биотканей 

 
 
Как упоминалось в конце предшествующей главы, предположения, используемые в 

лучевом, первом борновском или рытовском приближениях, существенно снижают об-
ласть применимости как теоретических результатов, так и собственно прикладных систем. 
В связи с этим, следующим этапом является расширение исследований в области акусти-
ческих обратных задач рассеяния и использование этих результатов в конкретных при-
кладных работах. Такие исследования связаны с учетом в строгой математической поста-
новке процессов многократного рассеяния. 

Нелинейность зависимости рассеянного поля от характеристик рассеивателя, т.е. 
нелинейность соотношений, описывающих процессы многократного рассеяния, означает 
необходимость использования соответствующих процедур решения. Такие процедуры 
должны учитывать эту нелинейность и быть пригодными для практического применения 
при решении многомерных задач с очень большой размерностью представлений, описы-
вающих как исходную информацию, так и искомое решение. Данные трудности усугуб-
ляются тем, что даже в предельном случае слабых рассеивателей и, тем самым, линеари-
зованной обратной задачи, эта обратная задача продолжает оставаться некорректной (пло-
хо обусловленной – “ill-posed” в западной терминологии), нуждающейся в тех или иных 
методах регуляризации, стабилизирующей решение. Нелинейность строгой обратной за-
дачи чрезвычайно усложняет ситуацию, делая ее одной из центральных, до конца не ис-
следованных проблем математической физики и функционального анализа, не говоря уже 
о чисто прикладных аспектах рассматриваемой проблемы. В этой связи важно подчерк-
нуть, что рассмотрение более мощных функциональных методов в приложении к обрат-
ным задачам акустического рассеяния находится в самом начале своего развития, несмот-
ря на то, что базовые идеи таких подходов и многообещающие исследования развивались 
(в связи с отнюдь не акустическим их приложением) не одно десятилетие. Функциональ-
но-аналитическим методам решения многомерных обратных задач рассеяния посвящена 
часть II настоящей диссертации, а также монография [A 131]. 

Исторически более традиционным подходом к решению обратных задач акустиче-
ского рассеяния с учетом эффектов многократного рассеяния на протяжении многих лет 
были итерационные и градиентно-итерационные методы, подробно рассмотренные в 
[A 2 (§ 5.4.2) ]. Очевидно, что применение итерационных методов в обратных задачах рас-
сеяния выглядит вполне естественно, и к этим методам внимание было обращено прежде 
всего (хотя постепенно становился очевидным круг проблем, связанных с применением 
итерационного подхода, и прояснился комплекс причин, порождающих эти многочислен-
ные проблемы). Исторически первые итерационные алгоритмы связаны с именами 
Р. Йоста, В. Коэна, Х. Мозеса и Р. Проссера [201–205]. В частности, в [205] получена ите-
рационная схема реконструкции рассеивателя, являющегося локальным. Здесь под терми-
ном “локальный” имеется в виду, что в интегральных выражениях типа уравнения Липп-
мана–Швингера рассеиватель описывается функцией одной пространственной перемен-
ной (возможно, многомерной), а не в виде ядра интегрального преобразования – типа мас-
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сового оператора ),( rr Q , как это имеет место, например, в уравнении Дайсона 

[206 (§ 48) ]. В этом случае рассмотрено итерационное восстановление рассеивателя по 
данным рассеяния назад для всех направлений падения первичных волн на всех частотах. 
Использование широкого спектра частот ставит свои проблемы. Так, удается построить 
итерационную процедуру для рассеивателя, сила которого не зависит от частоты и при 
этом не слишком велика, т.е. норма некоторого оператора, характеризующего процесс 
рассеяния и определяемого этим рассеивателем, меньше единицы. При переходе к рассеи-
вателям с квадратично растущей от частоты силой (как это имеет место в акустике), тре-
бование на малость такого оператора неприменимо, и в [205] используется своего рода 
перенормировка амплитуды рассеяния на квадрат частоты. В этом случае итерационная 
процедура выглядит близкой к первому случаю (одновременно восстанавливаются функ-
ция рассеивателя и амплитуда рассеяния, обе перенормированные на квадрат частоты), 

однако возникает вопрос о низких частотах  .  Дело в том, что в этом случае при 0  

неограниченно растет нормирующий множитель для амплитуды рассеяния, и вопрос о 
корректном ограничении частоты с этой стороны требует определенного рассмотрения, 
отсутствующего в [205]. Очевидно, что предельно низкие частоты должны соответство-
вать длине волны, сравнимой и в определенной мере превосходящей размеры рассеивате-
ля. Тем не менее, важно возникающее уже в этих работах ограничение на некоторую нор-
му рассеивателя: рассеиватель должен быть “достаточно слабым” или, иначе, “не слиш-
ком сильным” (такие формулировки нередко можно найти в работах по обратным задачам 
рассеяния). Смысл этих ограничений заключается в обеспечении сходимости использо-
ванных итерационных процедур. 

В полученном в [205] алгоритме можно отметить важную особенность, присущую 
многим более поздним алгоритмам итерационного типа. Для нахождения функции рас-
сеивателя по фрагментарным данным рассеяния (а данные в виде амплитуды рассеяния 
назад для определенного интервала частот, не обязательно безграничного, являются фраг-
ментарными) необходимо восстановить полную картину данных рассеяния. В практиче-
ском плане подобный алгоритм, по-видимому, не является достаточно эффективным и 
легко реализуемым. Тем не менее, являясь исторически одним из первых, он, несомненно, 
сыграл важную инициирующую роль и породил в дальнейшем целый ряд различных алго-
ритмов, обладающих разнообразными достоинствами и определенными недостатками как 
в принципиальном, так и в прикладном плане. 

Наибольшей относительной простотой обладают двухшаговые алгоритмы, позво-
ляющие в ряде случаев получить приемлемые результаты после двух существенно раз-
личных по своему характеру процедур. Один из таких алгоритмов обсуждается ниже. 

 
 
 

Раздел 2.1. Описание двухшагового алгоритма 
 
Рассматриваемый далее двухшаговый алгоритм не является, строго говоря, итера-

ционным, так как он с самого начала предполагает выполнение всего одного цикла, в то 
время как итерационные процедуры предполагают неопределенное количество циклов по-
степенного приближения к решению. Естественно, что при этом встают вопросы анализа 
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условий сходимости процедуры и условий ее прекращения по достижении требуемой точ-
ности. Своим возникновением двухшаговый подход обязан специфике задач медицинской 
томографии, при которой неоднородности в фазовой скорости звука и большие размеры 
областей с такими неоднородностями вызывают сильное искажение волновых фронтов в 
биоткани. Это, в свою очередь, приводит к невозможности прямого применения линеари-
зованного борновского приближения (т.е. приближения однократного рассеяния). Тем не 
менее, двухшаговый подход, используя пространственные особенности проблемы и за 
счет этого как бы предельно упрощая многократное повторение итерационного цикла, с 
одной стороны, содержит много общего с “классическими” итерационными методами, а с 
другой стороны, использует на своем втором шаге линеаризованное приближение, однако 
на неоднородном фоне. 

Предположим, что рассматривается типичная для медицинской практики ситуация, 
когда необходимо восстановить рассеиватель, состоящий из мелких характерных деталей 
объекта (тонкой структуры), которые присутствуют на фоне крупномасштабных неиз-
вестных неоднородностей фазовой скорости, плотности биоткани и коэффициента погло-
щения. Мелкие детали, значимые для дальнейшего рассмотрения, имеют линейный размер 
от нескольких десятых долей длины волны (лежащей в миллиметровом диапазоне, если 
томографируются мягкие биоткани) до нескольких длин волн; размер крупномасштабных 
неоднородностей составляет несколько длин волн и более. Предполагается, что такие 
мелкие детали в отсутствие крупных неоднородностей создают рассеяние, описываемое 
приближением однократного рассеяния. Полная оценка всего рассеивателя, содержащего 
как крупные фрагменты, так и мелкие детали с “борновским” контрастом, может быть 
осуществлена на основе идеи использования борновского алгоритма, но с учетом неодно-
родности фона, предварительно оцениваемого на основе экспериментальных данных. По-
добная идея не является новой [130 (§ 9.8, § 9.10);  159;  171;  184]. В настоящем разделе 
описывается один из алгоритмов такого типа [A 2 (§ 5.4.1);  A 12;  A 13;  A 72–A 75;  
A 79], работоспособность которого иллюстрируется численным моделированием (см. раз-
дел 2.2), а также обсуждается при обработке экспериментальных томографических дан-
ных (см. раздел 2.3). Подход состоит в следующем. 

На первом шаге предполагается восстановление пространственного распределения 
по объекту крупномасштабных неоднородностей – областей со значительными отклоне-

ниями по скорости звука )(rc  или амплитудному коэффициенту поглощения ),(  r  от 

постоянных значений 0c  и 0 , предварительно зарегистрированных в фоновой среде без 

объекта. Необходимость выполнения этого этапа обусловлена большим диапазоном воз-
можных вариаций скорости звука и коэффициента поглощения в биотканях. Это снижает 
в несколько раз предельно достижимые значения разрешающей способности “одношаго-
вых” (т.е. работающих в приближении однократного рассеяния или в приближении Рыто-
ва) ультразвуковых томографов, так как нарушает фазировку антенной решетки [142]. В 
качестве экспериментальных данных на первом шаге используются измеренные времена 
распространения импульсных сигналов, пересекающих область томографирования, и ко-
эффициенты ослабления амплитуды этих сигналов. При восстановлении делается при-
ближение, что сигналы распространяются вдоль лучей. Диаметр такой лучевой трубки со-

ставляет около 10 L см (при 10  мм и линейном размере рассеивателя 
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2010 L см), что и определяет разрешающую способность первого шага, достаточную 

на данном этапе. Еще одним приближением, допускаемым на первом шаге, является 
предположение о прямолинейности лучей, означающем пренебрежение процессами реф-
ракции на неоднородностях скорости звука. Возникающая за счет обоих приближений 
ошибка восстановления частично устраняется на втором шаге, предполагающем восста-
новление тонкой (мелкомасштабной) структуры рассеивателя, т.е. мелких деталей, на фо-
не крупномасштабного пространственного распределения, уже известного из первого ша-
га, о чем подробнее говорится далее. В работе [171] для определения времен распростра-
нения сигналов использовался многочастотный режим зондирования с последующим син-

тезом квазиимпульсных сигналов с помощью 10  частот. Полученная времяпролетная 

карта далее использовалась для частичной компенсации искажений изображения, восста-
навливаемого на основе логики борновской схемы томографирования [184]. 

На втором шаге достаточно использовать один из алгоритмов, основанных на при-
ближении однократного рассеяния, но с учетом неоднородности фона. Эксперименталь-
ными данными для второго шага являются дискретизованные во времени волновые поля 
на приемниках. Разность измеренных полных полей и падающих полей, – однако падаю-
щие поля оцениваются на фоне крупномасштабных неоднородностей (уже известных из 
первого шага), – формирует рассеянные поля на крупномасштабном фоне. Восстановле-
ние тонкой структуры рассеивателя на крупномасштабном фоне осуществляется посред-
ством процесса фазировки этих рассеянных сигналов, скорректированной с помощью ве-
совых компенсирующих амплитудно-фазовых поправок, учитывающих крупномасштаб-
ное пространственное распределение скорости звука и поглощения. Важно, что такие по-
правки оцениваются тоже в предположении прямолинейного распространения волн. Как 
показали модельные исследования, взаимное погашение погрешностей первого и второго 
шагов действительно имеет место, благодаря чему потери в разрешающей способности 
(характерные для тех методов фазирования, которые не учитывают реально существую-
щую неоднородность фона) удается в существенной мере уменьшить. В итоге, после вы-
полнения двух шагов алгоритма, воспроизводится полная картина распределения скоро-
сти, поглощения и плотности ткани в томографируемом объекте. 

Следует подчеркнуть, что, несмотря на двухшаговый характер алгоритма, в нем на 
первом шаге учитывается многократное рассеяние вперед на крупномасштабных неодно-
родностях, что выражается в различии времен распространения сигнала в присутствии 
объекта и без него. Благодаря этому учету, на втором шаге обеспечивается высокая точ-
ность восстановления тонкой структуры рассеивателя на уже оцененном неоднородном 
крупномасштабном фоне, контраст которого может быть высок. 

В [207;  208] для восстановления пространственного распределения акустических 
рассеивателей тоже используется, по сути, двухшаговый алгоритм. На первом шаге пред-
варительно оцениваются значения скорости звука и коэффициента поглощения в области 
томографирования. С этой целью предлагается использовать лучевое приближение, т.е. 
искомые оценки опять же получаются в виде крупномасштабных пространственных рас-
пределений. На втором шаге привлекается уравнение Кирхгофа для поля внутри области 

рассеяния  , и, одновременно, используется волновое уравнение для фоновой среды, не-

однородной по скорости звука и поглощению; тем самым полагается, что источники звука 

расположены только вне  . Тогда на основе волновых данных, измеренных на границе 
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области томографирования, находится поле внутри   за счет процедуры типа продления 

поля с границы измерений внутрь области томографирования. При этом обрабатываются 
данные, рассеянные преимущественно назад (в определенном секторе углов), а не вперед. 
Крупномасштабные значения скорости звука и коэффициента поглощения используются 
для оценки времен распространения сигнала и уменьшения его амплитуды за счет погло-
щения вдоль трасс от излучателя до текущей точки изображения и далее до приемника. 

Амплитуда поля, рассчитанного в итоге в каждой точке r , принимается за “reflection 

imaging” – изображение, полученное в режиме отражения и характеризующее мелкие де-
тали объекта. Таким образом, описанный метод дает карту мелкомасштабной структуры 
объекта, без количественной характеризации этой структуры и без разделения вкладов от 
неоднородностей скорости звука и поглощения. 

Другой алгоритм типа двухшагового предлагается и апробируется на модельных и 
экспериментальных данных в [209;  210]. Суть алгоритма [209] заключается в построении 
на первом этапе, на основе времяпролетных данных, карты пространственного распреде-
ления скорости звука, причем, желательно, с учетом искривления лучей за счет рефракци-
онных эффектов [210]. Однако задача получения оценки неизвестной скорости звука при 
отклонении траекторий лучей от прямолинейных становится нелинейной и нуждается в 
итерационном решении [211]. На втором этапе привлекается обработка волнового типа с 
применением техники синтезированной апертуры и последующей пространственной 
фильтрации. Эта обработка делается в приближении однократного рассеяния на неодно-
родном фоне, полученном на первом этапе, и предполагает предварительное решение 
прямой задачи рассеяния для расчета поля, распространяющегося на таком фоне.  

Идея двухшагового алгоритма может использоваться как в двумерных, так и трех-
мерных томографических схемах. Описанная двухшаговая обработка приближает разре-
шающую способность ультразвукового томографа к максимально достижимой – близкой к 
четверти длины волны на данной рабочей частоте [212]. В двумерной схеме это относится 
к разрешающей способности в плоскости томографирования при восстановлении томо-
грамм для нужного количества слоев исследуемого объекта. Визуальное представление 
результатов двумерного томографирования может быть сделано либо в послойном виде, 
либо в виде синтезированного трехмерного изображения, полученного по известным про-
граммам подобного синтеза [213–215]. 

 
В [A 2 (§ 5.4.1);  A 12;  A 13;  216] используется следующая двумерная томографи-

ческая схема. Квазиточечные приемоизлучающие преобразователи расположены на ан-

тенном кольце радиуса 0R . Эти преобразователи могут размещаться равномерно по всему 

антенному кольцу [171;  184] или же иметь специальным образом подобранное нерегу-
лярное расположение. В последнем случае, небольшое число приемоизлучающих преоб-
разователей, в сочетании с дискретным вращением антенной решетки, обеспечивают объ-
ем данных рассеяния, равнозначный объему данных от равномерно расположенных не-
подвижных приемоизлучающих преобразователей с малым угловым шагом между ними, – 
см. [A 2 (раздел 8.1);  A 62]. 

Процедура первого шага близка к процедуре рентгеновского томографирования в 
расходящихся пучках [217;  218], с естественным для перехода к акустическим задачам 
переопределением измеряемых величин и оцениваемых параметров. Эта процедура далее 
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условно будет называться “квазирентгеновским” алгоритмом, поскольку восстановление 
осуществляется в приближении прямолинейного распространения сигналов через объект, 

т.е. эффекты рефракции не учитываются. Экспериментальные данные RSD  измеряются 

для различных пар “излучатель (индекс S ) – приемник (индекс R )”; геометрические по-

ложения излучателя и приемника в полярной системе координат с началом в центре ан-

тенного кольца задаются радиус-векторами  0
0 , SS R r  и  0

0 , RR R r , соответст-

венно. Восстановление крупномасштабных пространственных распределений медленно-

сти )(1 0 rc  и амплитудного коэффициента поглощения ),(0  r  происходит по одному 

и тому же алгоритму времяпролетного типа на основе экспериментальных данных RSD . 

Для оценки пространственного распределения медленности полагается 0
RSRSRS tt D , 

где RSt  и 0
RSt  – времена распространения сигналов от излучателя S  до приемника R  в 

присутствии объекта и без него, соответственно. При этом в каждой фиксированной точке 

r  восстанавливается функция 
00

1

)(

1
)(

cc


r
r . Для оценки пространственного рас-

пределения поглощения полагается )(ln 0
RSRSRS AAD , где RSA , 0

RSA  – эффектив-

ные амплитуды сигналов, приходящих на приемник R  от излучателя S , в присутствии 

объекта и без него. Здесь значения RSD  характеризуют степень дополнительного затуха-

ния волны относительно ослабления за счет расходимости волнового фронта; в этом слу-

чае )(),()( 00  rr . Если сигнал при обработке не раскладывается на моно-

хроматические составляющие, то вместо частотно-зависимых коэффициентов поглощения 

),(0  r  и )(0   будут фигурировать их значения, усредненные по   в рабочем час-

тотном диапазоне с шириной  , т.е. 


 )(0 r  и 


0 ; тогда 


 00 )()( rr . Таким образом, по физическому смыслу, значения RSD  

представляют собой суммарное дополнительное (по отношению к среде без исследуемого 
объекта) время распространения или дополнительное поглощение на пути от излучателя 

S  до приемника R .  

Восстановление пространственного распределения )(r  по известным значениям 

),( 00
RSRS DD  осуществляется из соотношения: 
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Смысл величин, входящих в (2.1), (2.2), пояснен на рис. 2.1. Для каждой фиксиро-

ванной точки восстановления  yx ,r  рассматриваются текущие положения излучателя 

S  и приемника R . Тогда H  – расстояние между излучателем S  и точкой r ;    – угол 

между направлениями из точки S  на начало координат O  и на точку r . Особый угол 
excl
R  соответствует такому положению приемника exclR , при котором хорда, соединяю-

щая точки S  и exclR , проходит через точку r . Величины H ,  , excl
R  зависят только от 

положения излучателя S  и точки r . 

При расчете функции ),( 0
Sg r , согласно (2.2), выделяется малая окрестность (не 

обязательно симметричная)  2
excl

1
excl 2;2  RR  особого угла, поскольку подын-

тегральное выражение в точке excl0
RR   имеет особенность: 0

2
cos

0excl











 SR . 

При численном расчете результат вычислений функции ),( 0
Sg r  не зависит от выбирае-

мых малых значений 01   и 02   благодаря присутствию дополнительного неинте-

грального слагаемого в выражении (2.2). 
Другой вариант процедуры первого шага, позволяющей оценить крупномасштаб-

ные распределения фазовой скорости и поглощения в виде МНК-решения, будет упомя-
нут ниже в разделе 2.3. 
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Рис. 2.1.  Геометрия квазирентгеновского алгоритма в расходящихся пучках:  )( OO   –

 полярная ось; S  – текущее положение излучателя; R  – текущее положение приемника; 
exclR  – особое положение приемника; r  – точка восстановления. 

 
 
 
Процедура второго шага основана на традиционном алгоритме восстановления 

слабых рассеивателей, но на известном неоднородном фоне, который задается найденны-

ми из первого шага крупномасштабными распределениями )(0 rc  и 


 )(0 r , где 


 )(0 r  – уже упоминавшееся пространственное распределение коэффициента погло-

щения ),(0  r , усредненного по    в рабочей полосе частот с шириной  . Эта про-

цедура достаточно подробно описана в [A 2 (раздел 5.2);  A 6], и здесь будут отмечены 
только основные ее моменты.  

В двумерном случае падающее на рассеиватель поле ),,(0 tu Srr  представляет со-

бой цилиндрическую волну с амплитудным спектром )(A : 

,,exp)(
2
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),,(

0
0 
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при max5.1  rrS    ( max  – максимальная рабочая длина волны). Тонкая структура 

рассеивателя, присутствующая на неоднородном фоне, описывается функцией )(rV : 
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где в двумерном случае 

)exp(
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)sgn1()(
),( 00 ti
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  .    (2.4) 

 

Способ выбора постоянного значения 0t  оговаривается ниже, после выражений (2.8), 

(2.9). Выражение (2.3) можно переписать как 
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Здесь cM , M , M   – размерностные числовые комплексные коэффициенты, зависящие 

только от частотного спектра зондирующих сигналов: 
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причем данное выражение для M  приведено в следующем приближении: 
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Более точно коэффициент M  можно вычислить, если знать показатель   степени час-

тотной зависимости коэффициента поглощения. Однако на практике этот показатель сте-

пени, как правило, неизвестен, и, кроме того, его значение   зависит от точки r  внутри 

томографируемого объекта. Поэтому определение пространственного распределения 
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)(r  представляет собой отдельную задачу, имеющую диагностический смысл и отчасти 

обсуждаемую в разделе 4.3, а также в [A 14;  A 77]. 

В выражениях (2.3)–(2.6) рассматриваются частоты   только одного знака в силу 

использования комплексного аналитического представления обрабатываемых сигналов. 

Оценка )(ˆ rV  функции )(rV  строится на основе рассеянных полей ), ,(bg
sc tu SR rr , кото-

рые надо сформировать с учетом неоднородного фона: 
 

),,(),,(), ,( bg
0

bg
sc tututu SRSRSR rrrrrr   .    

 

Здесь ),,( tu SR rr  – полное поле, экспериментально измеряемое в присутствии объекта 

приемником R  с радиус-вектором Rr  при излучателе S  с радиус-вектором Sr ;  

),,(bg
0 tu SR rr  – падающее поле на неоднородном фоне. Поле ),,(bg

0 tu SR rr  предвари-

тельно оценивается с помощью специально разработанной методики, что подробно обсу-
ждается в [A 2 (раздел 8.3);  216]  в связи с обработкой экспериментальных данных. Тогда: 
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здесь использованы следующие обозначения: 
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Углы )(rS  и )(rR  задают положение точечных излучателей и приемников (соответст-

венно) в полярной системе координат с центром в текущей точке изображения r ;   c  – 

среднее по r  значение фона )(0 rc  в области томографирования. Интегрирование 





ba

r ')( dl   в (2.8), (2.9) осуществляется вдоль оси лучевой трубки ba  , соединяющей 

точки a  и b   в неоднородной фоновой среде;  'rdl  – длина элемента траектории в окрест-
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ности точки r . Тем самым, значение  )()( rr RS    в (2.7) равно угловому расстоя-

нию между направлениями из точки r  на излучатель и на приемник. 

Фигурирующий в (2.7) момент времени )(rRSt  зависит, согласно (2.8), от времени 

распространения сигнала от излучателя S  до точки r  и от точки r  до приемника R . По-

стоянное значение 0t  не является строго определенной величиной; оно выбирается таким 

образом, чтобы при фиксированных Rr , Sr  и текущем фиксированном r  обеспечить сфа-

зированные значения  )(,,bg
sc rrr RSSR tu , близкие по абсолютной величине к максималь-

ным. Значение 0t  приближенно можно выбрать из условия 










 dtBdtB
t

),(max),( 0 , близкого к моменту времени, в который достигает-

ся максимум исходного сигнала в точке z , совпадающей с точкой излучения:  

),,(max),,( 000 tuttu SS
t

SS rrzrrz  .  Выбор (2.8) нужного момента )(rRSt  

означает фазировку рассеянного сигнала bg
scu  в точку r  с учетом неоднородности фоно-

вых значений )(0 rc . Функциональный весовой множитель ),,( rrr SRZ , присутствующий 

в (2.7) и приведенный в (2.9), компенсирует ослабление амплитуды сигнала за счет по-
глощения в неоднородной фоновой среде. Как уже упоминалось, при численных расчетах 
интегралов (2.8) и (2.9) траектории вдоль осей лучевых трубок заменялись прямолиней-
ными траекториями для согласования второго шага алгоритма с теми приближениями, ко-
торые делались на первом шаге.  

Значение  )(,,bg
sc rrr RSSR tu  при фиксированных Rr  и Sr  получается интерполя-

цией значений ),,(bg
sc jSR tu rr , известных для дискретных моментов времени }{ jt , с по-

мощью интерполяционных выражений [A 2 (раздел 5.1);  A 6]. 
Геометрическое положение квазиточечных излучателей и приемников в полярной 

системе координат с центром в начале координат O  характеризуется радиус-векторами 

},{ 0
SSS  rr ,  },{ 0

RRR  rr , соответственно. Присутствующие в (2.7) дифференциа-

лы )(rSd   и  )(rRd , а также геометрические коэффициенты, зависящие от углов 

)(rS  и )(rR , выражаются через 0
S , 0

R   соответствующими соотношениями 

[A 2 (§ 5.4.1);  A 13;  216]. Для дальнейших вычислений (выполняемых на этапе численно-
го моделирования в разделе 2.2  и при практической реализации двухшагового алгоритма 
в акустическом томографе в разделе 2.3) целесообразно привести вид, который приобре-

тает выражение (2.7) в случае равномерного расположения 0N  приемоизлучающих пре-

образователей на окружности радиуса 0RRS  rr  с угловым шагом 

0
00  RS , где 00 2 N ;  
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)(rS ,  )(rR  – угловое расстояние между соседними положениями излучателей и 

приемников (соответственно) в системе координат с центром в точке r . Значения 

)(rS ,  )(rR   выражаются через 0 , и интеграл (2.11) для ),,( rrr SRM  вычисля-

ется аналитически [A 2 (§ 5.4.1);  A 13;  216].  

Итак, функция )(rV , описывающая тонкую структуру рассеивателя, которая при-

сутствует на неоднородном крупномасштабном фоне, восстанавливается посредством со-
отношения (2.7). Данное соотношение, будучи адаптировано для вычислительных целей, 
принимает вид (2.10). Восстановление основано на фазировании (являющегося, по сути, 
своего рода фокусировкой) рассеянного сигнала в текущую точку изображения r  путем 

использования фазирующего момента времени )(rRSt , определенного в (2.8), а также ам-

плитудно-геометрических коэффициентов ),,( rrr SRZ  и ),,( rrr SRM . Далее из получен-

ной оценки )(ˆ rV  можно выделить искомые диагностические характеристики – фазовую 

скорость )(rc , средний в рабочей полосе частот коэффициент поглощения 


 )(r  и, в 

общем случае, плотность среды )(r . Такое выделение основано на связи (2.5), (2.6) 

функции рассеивателя с искомыми характеристиками. Тогда, при наличии полных данных 
рассеяния (облучение и прием сигналов осуществляются со всех сторон), для выделения 

)(rc  и 


 )(r  из )(ˆ rV  без учета неоднородного распределения плотности )(r  доста-

точно данных рассеяния для одного частотного спектра, а с учетом )(r  – для двух час-

тотных спектров [A 8;  A 78;  142 (§ 8.1);  164]. Так, при работе только с одним частотным 

спектром, оценка )(ˆ rV  приближенно трактуется, как обусловленная только неоднородно-

стями скорости звука и поглощения: 
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Из (2.12) для каждой фиксированной точки r  получается линейная система из двух урав-
нений: 
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Раздел 2.2. Модельная иллюстрация работоспособности 
алгоритма 

 
Проверка двумерного двухшагового алгоритма выполнена с помощью численного 

моделирования данных рассеяния на приемниках при последовательном облучении томо-
графируемого объекта каждым излучателем. Количество неподвижных приемоизлучаю-
щих преобразователей, расположенных на окружности равномерно, составляло 

2560 N . 

Сначала рассматривался чисто рефракционный рассеиватель, т.е. поглощение от-
сутствовало. Крупная контрастная неоднородность задавалась “ступенчатым” изменением 

фазовой скорости звука на 3%    ( 45м/с) в половине восстанавливаемой области, пред-

ставляющей собой круг радиуса 0.1350 R м. Две половины круга разделялись хордой, 

проходящей через центр круга и наклоненной к оси OX  на угол 256 . В верхней поло-

вине значение скорости совпадало со значением 0c  в среде без рассеивателя и составляло 

150001  cc м/с  (медленность 4
1 1067.61 c с/м);  в нижней половине 

15452 c м/с  ( 4
2 1047.61 c с/м). Центральное сечение этой неоднородности вдоль 

оси OY  изображено на рис. 2.2б (пунктирная линия). Восстановление по квазирентгенов-

скому алгоритму (2.1), (2.2) проводилось в узлах грубой сетки ( 1717  пространственных 

отсчетов), образуемой разбиением квадрата со стороной 02R  на 1616  ячеек, каждая со 

стороной 00I 18.6162  Rq ; длина волны 3
0 1091.0  м определяется фоновой 

скоростью 0c  и частотой 1.650 f МГц. Выбранные значения 0R , 0c , 0f  близки к ис-
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пользуемым в конкретной томографической установке [A 2 (глава 8);  A 62;  216], описы-
ваемой в разделе 2.3. Поскольку разрешение первого шага определяется шириной лучевой 

трубки 016.02 00  R м, то выбранный размер Iq  приемлем при восстановлении 

крупномасштабной структуры. Результат восстановления, представляющий собой “сгла-
женное” пространственное распределение крупномасштабных неоднородностей медлен-

ности )(1 0 rc , приведен на рис. 2.2а, б. 
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Рис. 2.2.  Результат восстановления крупномасштабной контрастной неоднородности мед-
ленности на первом шаге двухшагового алгоритма: 

(а) – общий вид восстановленной неоднородности; 
(б) – центральное сечение вдоль оси OY  для восстановленной (сплошная линия) и истин-

ной (пунктирная линия) неоднородности.  
 
 
 
Восстановленные в узлах грубой сетки значения далее интерполируются на узлы 

более мелкой сетки. Размер IIq  стороны ячейки мелкой сетки согласован с ожидаемой 

разрешающей способностью второго шага, т.е. составляет доли миллиметра. С этой целью 
при численном моделировании каждая ячейка грубой сетки разбивалась дополнительно на 

1616  ячеек; следовательно, 0III 16.116  qq . В итоге, в мелкой сетке получаются 

крупномасштабные пространственные распределения )(0 rc  и 


 )(0 r , служащие 

оценкой неоднородного фона для второго шага реконструкции. 
На втором шаге наиболее трудоемкой операцией является трассировка – расчет 

времени распространения (2.8) и суммарного поглощения (2.9) вдоль всех трасс, соеди-
няющих все восстанавливаемые точки объекта r  с положением текущего преобразователя 

(излучателя Sr  или приемника Rr ). Эта процедура подробно обсуждается в [A 2 (§ 5.4.1);  

A 12]. 
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Моделирование второго шага, – реконструкции тонкой структуры рассеивателя на 
крупномасштабном неоднородном фоне, – начиналось с определения степени разрушения 

аппаратной функции томографа )(ˆ
0r|rV  за счет присутствия крупной контрастной не-

однородности, приближенно восстановленной на первом шаге. Аппаратная функция явля-

ется реакцией )(ˆ)(ˆ
0r|rr VV  алгоритма обработки (2.7)–(2.9) на рассеянный сигнал от 

“точечной” неоднородности с единичной нормировкой )()( 0rrr V , – см. (2.5); не-

однородность находится в точке };{ 000 yxr  в плоскости томографирования. Эту тес-

товую неоднородность (по скорости звука, плотности или поглощению) с очень малыми 
размерами и большим контрастом следует рассматривать как идеализацию, служащую для 

целей построения аппаратной функции )(ˆ
0r|rV . Функция )(ˆ

0 rr|r V  является 

ядром интегрального уравнения типа свертки, описывающего процесс воспроизведения 

внутренней структуры произвольного рассеивателя )(rV  томографом: 




  rrr|rr dVVV )()(ˆ)(ˆ  ,    (2.14) 

где   – область рассеяния. Незначительность искажений аппаратной функции, вызван-

ных присутствием крупномасштабных сильных неоднородностей, гарантирует малую 
ошибку восстановления объектов со сложной структурой, поскольку в этом случае ни 
разрешающая способность, ни способность алгоритма к количественной оценке рассеива-
теля не претерпевают существенных изменений (по сравнению со случаем борновского 
рассеивателя на неоднородном фоне). Фактически это означает, что присутствие слабой 
мелкомасштабной неоднородности на фоне другой контрастной крупной неоднородности 
оставляет слабую неоднородность столь же заметной при восстановлении, как и в случае 
однородного фона. 

При численном моделировании тестовая - образная неоднородность помещалась 

в различные точки 0r , и с помощью соотношения (2.7)  в форме (2.10) строилось изобра-

жение )(ˆ
0r|rV  этой неоднородности. Полагалось, что спектр зондирующих сигналов 

имеет гауссовскую форму с полушириной 2f  по уровню e1 : 
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exp~

f

ff
;     (2.15) 

несущая частота 1.650 f МГц;  150f кГц;  значения частоты f  учитывались в по-

лосе 300кГц, т.е. 1500  ff кГц. Выбранное значение f  таково, что ширина дан-

ного гауссовского спектра по уровню 0.7  от максимума совпадает с шириной спектра для 

сигнала длительности 10 мкс, имеющего прямоугольную огибающую. 

На рис. 2.3 представлены центральные сечения вдоль оси OX   (при заданном 

0yy  )  аппаратных функций для различных положений  }0;{ 000 yx r   точечной 
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неоднородности на оси OY . В целях детального анализа формы и ширины аппаратных 

функций, их значения восстановлены в “сверхмелкой” сетке, соответствующей шагу дис-

кретизации вдоль сечений  0IIII 077.015  qq . 

Эталонная аппаратная функция, которая может быть обеспечена на втором шаге, 
реализуется в случае отсутствия неоднородностей крупномасштабного фона (рис. 2.3а, 
пунктирная линия). Эталонная аппаратная функция практически действительна; погреш-
ность восстановления характеризуется отношением максимальных значений присутст-
вующей ложной мнимой части и информативной действительной части данной аппарат-

ной функции:  21009.0
ˆRemax

ˆImmax







V

V
. Ширина эталонной аппаратной функции по 

уровню 0.7  составляет 2.040  мм. При качественном техническом изготовлении 

всех элементов томографа его разрешающая способность может достичь этой величины. 

Эталонная аппаратная функция практически одинакова для всех положений 0r  точечной 

неоднородности в области томографирования (в том числе, и для находящихся в непо-
средственной близости от приемоизлучающих преобразователей). Это обеспечивается 
благодаря высокой угловой плотности (в плоскости томографирования) данных рассея-
ния. 

Аппаратная функция в случае неоднородной фоновой среды, оцененной на первом 
шаге (рис. 2.2а), слабо отличается от аппаратной функции для однородной фоновой сре-
ды, если точечная неоднородность расположена не слишком близко к резкой границе раз-

дела фоновых областей со скоростями 1c  и 2c .  На рис. 2.3а (сплошная линия)  представ-

лено центральное  сечение  200 Ryy    аппаратной функции для точки локализации 

неоднородности  м0.06752 0; 0000  Ryxr .  Малые искажения аппаратной 

функции в случае неоднородной фоновой среды, по сравнению с однородной фоновой 
средой, подтверждают хорошую степень погашения ошибок восстановления, которые свя-
заны с приближением прямолинейного распространения, используемым при оценке неод-
нородного фона на первом шаге и при трассировке на втором шаге. Это важный практиче-
ский результат, поскольку заданное при моделировании “ступенчатое” изменение скоро-
сти фона сразу в половине области томографирования сильнее возможных реальных из-
менений в мягких биотканях. Если же присутствие крупномасштабных неоднородностей 
на втором шаге не учитывается, то такое же “ступенчатое” изменение скорости приводит 
к сильному искажению аппаратной функции, вплоть до обращения ее знака. Так, на 

рис. 2.3в приведено прежнее сечение 200 Ryy   аппаратной функции, но при трас-

сировке неоднородный крупномасштабный фон, восстановленный на первом шаге, заме-
нялся однородным фоном со скоростью звука, равной средней скорости в неоднородном 

фоне 2)( 21 cc  . Как следствие, аппаратная функция разрушилась полностью, причем 

ее максимальное абсолютное значение (рис. 2.3в) на порядок отличается от масштаба ап-
паратной функции, полученной при учете неоднородного фона (рис. 2.3а). Неприемлемая 
степень разрушения наблюдается также в случае замены при трассировке неоднородного 

фона на однородный фон со скоростью 1c  или 2c . 
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Рис. 2.3.  Центральные сечения аппарат-

ных функций V̂  двухшагового алгоритма, 

нормированные на максимальное значение 
аппаратной функции для однородной фо-
новой среды (а, пунктирная линия): 
– точечная неоднородность находится вда-

ли от резкой границы раздела неодно-
родной крупномасштабной фоновой 
среды. Аппаратная функция получена с 
учетом (а, сплошная линия) и без уче-
та (в) фоновых неоднородностей; 

– точечная неоднородность находится 
вблизи границы раздела, и аппаратная 
функция получена с учетом фоновых 
неоднородностей (б).  
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Важно, что при учете неоднородностей фоновой среды аппаратная функция прак-

тически не изменяется (как это было и для аппаратной функции в случае изначально од-

нородной фоновой среды) при перемещении радиус-вектора точечной неоднородности 0r  

в пределах области томографирования. Лишь при расположении точечной неоднородно-
сти непосредственно вблизи резкой границы изменения скорости (на расстоянии 

010м01.0   от границы) наблюдается ощутимое (в 1.4  раза) снижение максималь-

ного значения действительной части аппаратной функции; при этом ее уширения практи-
чески не происходит. Кроме того, у аппаратной функции появляется заметная мнимая 

часть, достигающая уровня 6.0  от действительной части, – см. рис. 2.3б:  

 м0.010512810 ;0 0000  Ryxr ;  57.0
ˆRemax

ˆImmax






V

V
. Таким образом, отри-

цательное влияние резкой границы раздела оказывается значительно более сильным для 
точек изображения вблизи нее. Причина этого может быть объяснена тем, что при прохо-
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ждении волной границы раздела, эффекты рефракции будут больше для углов падения, 
которые близки к скользящим, чем для углов, которые близки к случаю падения по нор-
мали. Следовательно, суммарная ошибка во временах распространения от фиксированной 
точки изображения до преобразователей будет больше в случае нахождения точки изо-
бражения вблизи рассматриваемой резкой границы раздела неоднородной среды, чем вда-
ли от нее. 

 
Обсуждаемый ниже другой пример по восстановлению крупномасштабных неод-

нородностей и тонкой структуры объекта служит дальнейшей иллюстрацией возможно-
стей двухшагового алгоритма. Поскольку, в итоге, описываемые исследования предназна-
чаются для работы с экспериментальным образцом ультразвукового томографа (раз-
дел 2.3), то характерные параметры при численном моделировании (размеры области то-
мографирования, радиус окружности расположения преобразователей, рабочие частоты, 
формат изображений, шаги дискретизации изображений и т.п.) задавались близкими к ре-
альным, хотя и несколько отличающимися от параметров предыдущей модели. Так, ради-
ус окружности с центром в начале координат, на которой размещаются приемоизлучаю-

щие преобразователи, составлял 0.15150 R м. Томографируемое двумерное сечение 

объекта полностью находилось внутри круга меньшего радиуса 0.128grid R м  с тем же 

центром. Количество приемоизлучающих преобразователей по-прежнему составляло 

5620 N . Зондирующие сигналы со спектром гауссовской формы (2.15) имели преж-

нюю несущую частоту 1.650 f МГц, но бόльшую ширину 300f кГц по уровню 

e1 ; значения частоты f  учитывались в полосе 1200кГц. Крупномасштабный фон зада-

вался в виде “ступенчатого” изменения сразу двух акустических параметров – скорости 
звука и поглощения. Так, в верхней половине томографируемой области значение скоро-

сти звука составляло 15001 c м/с,  а значение поглощения 0.5 дБ/см соответствовало 

амплитудному коэффициенту поглощения 76.51  Нп/м;  в нижней половине 

15452 c м/с  и 1.5 дБ/см, т.е. 27.172  Нп/м (рис. 2.4). Границей соответствующих 

половин круговой области томографирования являлась хорда, проходящая через начало 

координат и наклоненная к оси OX  на угол 256 . Тонкая структура имитировалась в 

виде букв текста, располагающихся на таком крупномасштабном фоне (рис. 2.5). 
Восстановление акустических параметров рассеивателя и на первом, и на втором 

шагах осуществлялось внутри круга радиуса 0.128grid R м. 

Крупномасштабный фон восстанавливался на первом шаге квазирентгеновским ал-
горитмом (2.1), (2.2)  в узлах грубой сетки, образуемой разбиением квадрата со стороной 

grid2R  на 3232  ячейки. Тем самым, оценка крупномасштабных неоднородностей по-

лучалась в формате 3333  пространственных отсчетов при крупном интервале дискре-

тизации вдоль каждой оси 83232322 gridI  yxRq мм  (т.е. 107   характер-

ных длин волн в мегагерцовом диапазоне частот), где 25.0 yx мм. Восстановлен-

ные значения медленности и поглощения (рис. 2.4) хорошо согласуются с исходной моде-
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лью. Область “ступенчатого” изменения параметров в результате восстановления оказы-
вается “сглаженной”, в соответствии с разрешающей способностью первого шага. 

Далее крупномасштабные пространственные распределения интерполировались на 

сетку формата 256256  пространственных отсчетов при интервале дискретизации 

1442562 gridII  yxRq мм  (т.е. около одной длины волны), и такие проинтер-

полированные распределения играли роль неоднородного фона на втором шаге процедуры 

восстановления. Тем самым, сетка из 256256  отсчетов предназначалась для выполне-

ния трассировки по неоднородному фону на втором шаге процедуры восстановления. 

Сетка формата 10241024  пространственных отсчетов соответствовала самому мелко-

му шагу дискретизации 25.0 yx мм  (т.е. около 3.025.0   длины волны). В этой 

самой сетке происходит восстановление тонкой структуры рассеивателя, т.е. получается 

оценка функции )(ˆ rV  на втором шаге процедуры восстановления. Тогда итоговые значе-

ния пространственных распределений фазовой скорости и коэффициента поглощения в 

формате 10241024  отсчетов с шагом 25.0 yx мм  являются  результатом  объ-

единения  крупномасштабных (фоновых) значений, полученных на первом шаге и проин-

терполированных уже на сетку 10241024   отсчетов, и поправок к ним, полученных на 

втором шаге. Выбранный конечный шаг пространственной дискретизации 

25.0 yx мм, с одной стороны, не превышает разрешающую способность получае-

мого изображения и, с другой стороны, удобен для врача-диагноста при определении кон-
кретных координат подозрительного участка. 
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Рис. 2.4.  Пространственные распределения крупномасштабных контрастных неоднород-
ностей медленности (а) и амплитудного коэффициента поглощения (б), восстановленные 
на первом шаге двухшагового алгоритма. Истинная крупномасштабная неоднородность 

“ступенчатой” формы имеет скорость звука 1500 м/с (медленность 41067.6  с/м) и по-
глощение 0.5 дБ/см  ( 76.5  Нп/м) в верхней части области томографирования; соответст-

вующие значения в нижней части 1545 м/с (медленность 41047.6   с/м)  и 1.5 дБ/см  
( 27.17 Нп/м);  25.0 yx мм.  
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Мелкомасштабная (тонкая) структура, которую надо восстановить на втором шаге 
используемого двухшагового алгоритма, моделировалась, для наглядности, с помощью 

различных букв, образующих фрагмент текста (рис. 2.5). Функция )(rV , описывающая 

эту мелкомасштабную структуру, которая присутствует на неоднородном крупномас-

штабном фоне, задавалась в виде совокупности точечных рассеивателей с фазой k , из-

меняющейся случайным образом в интервале )2,0[  :  )()exp()( k
k

kiV rrr   . 

Элементарные рассеиватели, формирующие фиксированную букву, имели одну и ту же 
фазу. За счет этого каждая буква в модельном изображении действительной части 

)(Re rV   (рис. 2.5а) и мнимой части )(Im rV   (рис. 2.5б) имела свое индивидуальное 

значение яркости, хотя абсолютное значение V  было одинаковым для всех букв 

(рис. 2.5в). Комплексная функция )(rV  описывает мелкомасштабные неоднородности как 

скорости звука, так и поглощения. Элементарные рассеиватели располагались равномерно 

на расстоянии друг от друга в один отсчет, равный 25.0x мм, что при длине волны 

9.00  мм на несущей частоте 1.65 МГц составляло 6.30 . Каждая строчная буква 

занимала по высоте и по ширине, в среднем, около 18 дискретных отсчетов ( 05 ); при 

этом ширина линий, формирующих букву, составляла от 1 до 3 отсчетов, т.е. 

0)8.028.0(  . Высота единственной заглавной буквы “О” – 24 отсчета ( 07.6  ). 

При численном моделировании проверялось, насколько хорошо используемая мо-
дель рассеивателя в виде совокупности точечных рассеивателей имитирует тонкую струк-
туру рассеивателей, являющихся, в действительности, пространственно-
распределенными. Для этого плотность расположения точечных рассеивателей была уве-
личена в девять раз, т.е. расстояние между соседними точечными рассеивателями было 

сокращено в три раза и стало составлять 110  при неизменных высоте и ширине букв 

(в абсолютных единицах длины). Результат восстановления такого рассеивателя оказался 
близким к описываемым ниже результатам до увеличения плотности точечных рассеива-
телей модели. 

Тонкая структура располагалась на описанном выше “ступенчатом” крупномас-
штабном фоне, имеющем сильный контраст. Граница, на которой происходит резкое из-
менение параметров истинного крупномасштабного фона, условно изображена на 
рис. 2.5г  пунктирной линией. На этом фоне размещались два фрагмента текста. Один из 
фрагментов находился в средней части области томографирования (однако выше границы 
изменения параметров крупномасштабного фона); другой фрагмент, точно такой же, как и 
первый, для сравнения качества восстановления помещался на периферии этой области, 
над первым фрагментом. Представление о местах расположения обоих фрагментов дает 
рис. 2.5г. 

При численном моделировании второго шага абсолютное значение внутри букв ус-

ловно полагалось равным 1, т.е. 1V . Абсолютное значение V  не играет роли в мо-

дельной задаче, поскольку моделирование волновых данных рассеяния для второго шага 

(рассеянных полей bg
scu , рассчитанных по отношению к крупномасштабному фону), так 

же как и решение обратной задачи на втором шаге, в соответствии с (2.7) или (2.10), про-
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водились в приближении однократного рассеяния, которое линейно по V . При этом ре-

зультаты восстановления второго шага далее приводятся отдельно от первого шага. При 
моделировании в качестве входных данных для второго шага использовались идеальные 

данные – рассеянные поля bg
0

bg
sc uuu  , которые были аналитически вычислены относи-

тельно падающего поля bg
0u , имеющего место на крупномасштабном фоне в виде идеаль-

ной ступеньки. 
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Рис. 2.5. Модель тонкой структуры – мелкомасштабных деталей исследуемого объекта в 
виде текста, присутствующих на крупномасштабном сильно неоднородном фоне; один 
пространственный отсчет составляет 25.0 yx мм: 

– изображение фрагмента действительной (а) и мнимой (б) частей модельной функции V , 
описывающей тонкую структуру пространственных распределений скорости звука и 
коэффициента поглощения, а также модуль этой функции (в); 

– общий вид всей области томографирования с тонкой структурой в виде двух одинако-
вых фрагментов текста (г); граница изменения параметров крупномасштабного фона 
изображена пунктирной линией.  
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Тонкая структура восстанавливается в отсутствие помех с достаточно хорошим ка-
чеством и высоким разрешением (рис. 2.6а–в) при учете влияния фона – крупномасштаб-
ных неоднородностей скорости звука и поглощения, восстановленных на первом шаге 
(рис. 2.4). Незначительное ухудшение качества восстанавливаемого изображения наблю-
дается только на самом краю области томографирования. Для сопоставления в 
[A 2 (§ 5.4.1);  A 13;  216] рассматривалась та же тонкая структура, но уже на однородном 

непоглощающем фоне со скоростью звука 15000 c м/с. Результат ее восстановления 

вторым шагом алгоритма свидетельствует, что качество воспроизведения тонкой структу-
ры в случае сильно контрастного неоднородного фона ухудшается незначительно, по 
сравнению с качеством воспроизведения той же структуры в случае однородного фона. 
Таким образом, при использовании 256-ти приемоизлучающих преобразователей и обо-
значенной полосе частот, диаметр рабочей зоны, где качество восстановления достаточно 

высоко, составляет около 2524  см. Это удовлетворяет потребностям многих практиче-

ских задач, в том числе, – задаче диагностики молочной железы. Высокое разрешение в 
рассматриваемом линейном томографе [A 2 (глава 8);  A 62;  216], составляющее около 
одной трети длины волны, обеспечивается за счет большого эффективного количества 
преобразователей (256 штук) антенной решетки, а также за счет волнового алгоритма об-
работки второго шага, учитывающего неоднородный фон, где происходят эффекты мно-
гократного рассеяния полей внутри томографируемого объекта. 

Принципиальная необходимость восстановления крупномасштабной структуры 
фона и последующего учета этого неоднородного фона при восстановлении тонкой струк-
туры была проиллюстрирована следующим образом. Восстановление тонкой структуры 
осуществлялось так, как будто бы фон однородный, с постоянной скоростью звука и по-
стоянным коэффициентом поглощения, равными соответствующим средним значениям 

истинного неоднородного фона 15232)( 21  cc м/с  и  5.112)( 21  Нп/м. По-

скольку на самом деле контраст истинного неоднородного фона сильный, то текст в вос-
становленном изображении не виден вовсе (рис. 2.6г), и лишь угадываются очертания 
строк, в которых был написан текст.  

В отличие от исходной модели, имеющей одинаковое значение модуля всех букв 

1V   (рис. 2.5в), модуль оценки изображения букв V̂ , полученной уже при учете не-

однородностей фона, неодинаков и флуктуирует в заметном диапазоне значений 

(рис. 2.6в). Причина этого связана с тем, что аппаратная функция )(ˆ
0r|rV  используемого 

двухшагового алгоритма имеет sinc-образный характер (см. рис. 2.3а), и, тем самым, ам-
плитуда периферии аппаратной функции убывает достаточно медленно. Как следствие, в 

оценку )(ˆ rV  восстанавливаемого изображения )(rV  в текущей фиксированной точке r  

вносит вклад не только аппаратная функция )(ˆ
0 rr|r V , соответствующая положению 

“точечной” неоднородности в той же точке rr 0 , но и аппаратные функции 

)(ˆ
0 rr|r V  для других точек rr 0  области рассеяния  , причем даже для точек, 

далеко отстоящих от r , в силу медленного спада периферии:  




  rrr|rr dVVV )()(ˆ)(ˆ ,  согласно (2.14). В итоге, оценка )(ˆ rV  будет искажена за 

счет нескомпенсированного остатка, получающегося при объединении влияния в точке r  
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аппаратных функций )(ˆ r|r V  от разных точек r  области рассеяния. Такой эффект 

влияния периферии аппаратной функции наблюдается в виде флуктуаций значений V̂  

даже в случае однородного фона. 
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Рис. 2.6.  Модельная иллюстрация возможности вос-
становления двухшаговым алгоритмом тонкой струк-
туры, изображенной на рис. 2.5;  25.0 yx мм: 

– оценка фрагмента тонкой структуры V̂ , полученная 
с учетом восстановленного на первом шаге и изо-
браженного на рис. 2.4 крупномасштабного фона: 
а – действительная часть,  б – мнимая часть, в –
 модуль; 

– оценка фрагмента тонкой структуры, когда при вос-
становлении на втором шаге вместо оценки круп-
номасштабного фона используется однородный 
фон со скоростью и поглощением, равными сред-
ним значениям истинного фона (г); 

– результат filtV̂  (д) фрагментарной пространственной 

фильтрации оценки тонкой структуры V̂ , изобра-
женной на рис. 2.6а–в.  
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Для устранения описанного эффекта влияния периферии аппаратной функции про-
водилась пространственная фильтрация отдельных фрагментов полученного изображения 
с помощью той аппаратной функции, которая построена как оценка алгоритмом точечной 
неоднородности, находящейся в центральной точке выбранного фрагмента. Тем самым, 
фильтрующая аппаратная функция строилась индивидуально для каждого фильтруемого 
фрагмента. Более детально, суть фрагментарной пространственной фильтрации описана в 
[A 2 (§ 5.4.1);  A 13;  216]. В результате фрагментарной пространственной фильтрации ка-

чество изображения улучшается. В частности, флуктуации модуля оценки V̂  в местах 

расположения букв существенно уменьшаются (рис. 2.6д  в сравнении с рис. 2.6в).  
Хорошая помехоустойчивость двухшагового алгоритма подтверждается результа-

тами восстановления на основе реальных экспериментальных данных, полученных в 
опытном образце ультразвукового томографа (см. ниже раздел 2.3). 

Использование прямолинейного лучевого приближения не является обязательным. 
Уравнение эйконала [175] позволяет перейти к более адекватному описанию лучевых тра-
екторий, но требует применения внутренних итераций для их нахождения. Трассировка и 
оценка времени распространения, необходимые для второго шага, также резко усложня-
ются. 

 
 
 

Раздел 2.3. Реализация в ультразвуковой томографической 
установке 

 

В настоящем разделе внимание сконцентрировано на прикладных аспектах, свя-

занных с медицинской акустической томографией мягких биологических тканей для ран-

ней диагностики новообразований [A 15;  A 16;  A 38]. Используемые при томографиро-

вании интенсивности импульсных первичных волн невелики, – до 0.1 Вт/см2. Поэтому не-

линейные эффекты взаимодействия волн достаточно слабы, и на приемниках регистриру-

ются сигналы, многократно рассеянные без изменения частоты (т.е. линейно, в этом 

смысле) на акустических неоднородностях, присутствующих внутри исследуемого объек-

та. Итогом томографии такого типа являются количественные пространственные распре-

деления скорости звука и коэффициента поглощения, восстановленные на основе всей со-

вокупности измеренных полей при разных ракурсах облучения и приема. Эти пространст-

венные распределения обладают высоким разрешением, что позволяет врачу-диагносту 

сделать заключение о наличии и характере патологии. Так, значения скорости звука и ко-

эффициента поглощения заметно увеличены в онкологически пораженных тканях, по 

сравнению со здоровыми тканями  [239;  240;  246;  293], и эта информация отчасти под-

тверждается и в более ранних работах [219;  220]. Дополнительной возможностью процес-

са томографирования является получение пространственного распределения вектора ско-

рости кровотока [A 38;  A 52], что будет обсуждаться в разделе 4.4.  

Все этапы, а также конкретные алгоритмы и приемы, которые используются при 

практической реализации двухшагового метода в целях томографирования мягких биоло-
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гических тканей, собраны воедино и подробно описаны в [A 2 (глава 8) ]. Ниже результа-

ты излагаются в сжатом виде (по сути, в виде аннотации), в силу ограничений на допус-

тимый объем представляемой диссертационной работы. 

Предлагаемые в [A 2 (глава 8) ] алгоритмы предназначены для обработки данных, 
которые поступают с разработанного опытного образца ультразвукового томографа [A 38;  
A 62;  A 79;  216;  221]. Используется двумерная круговая томографическая схема, в кото-
рой приемоизлучающие преобразователи располагаются на окружности; внутри окружно-
сти находится томографируемый объект. Рабочие частоты применяемого импульсного 
режима зондирования объекта лежат в мегагерцовом диапазоне. Преобразователи работа-
ют как в режиме излучения, так и в режиме приема. Каждый преобразователь представля-
ет собой сектор пьезокерамического тонкостенного цилиндра с центральной рабочей час-
тотой около 1.25 МГц при ширине рабочей полосы около 300 кГц. Выпуклая рабочая по-
верхность преобразователя согласована по импедансу с водой (используемой в качестве 
иммерсионной жидкости) через четвертьволновой слой. Поскольку исследуемый объект 

имеет линейные размеры 2010  см, для восстановления значений скорости звука и ко-

эффициента поглощения в нем нужно иметь экспериментальные данные рассеяния от не-
скольких сотен приемоизлучающих преобразователей. В томографе реально установлены 
только 26 преобразователей, однако антенная решетка разрежена специальным образом, 
т.е. преобразователи расположены на окружности неравномерно, в предварительно рас-
считанных геометрических положениях. Разреженная решетка позволяет работать с пре-
образователями, имеющими значительные волновые размеры и большую рабочую по-
верхность, за счет чего обеспечивается их низкий электрический импеданс. Такие преоб-
разователи в режиме излучения возбуждаются электрическими импульсами малого на-
пряжения, а их малый импеданс снижает уровень наводок в режиме приема. Кроме того, 
антенная решетка может вращаться, и за один полный оборот она занимает последова-
тельно 256 дискретных угловых позиций с равномерным угловым шагом дискретизации 

2562 . В каждой фиксированной угловой позиции антенной решетки осуществляется 

сбор экспериментальных данных, когда один из преобразователей излучает, после чего 
все 26 преобразователей принимают. Подобным образом используются все 26 излучате-
лей, после чего антенная решетка поворачивается на один угловой шаг, и процесс измере-
ния повторяется. 

Благодаря сочетанию разреженной кольцевой решетки и вращения, получаемый 
полный объем экспериментальных данных оказывается эквивалентным объему данных, 
который был бы получен с неподвижной кольцевой антенной решетки, содержащей 256 
приемоизлучающих преобразователей. Поскольку при вращении одно и то же геометри-
ческое положение пары преобразователей “излучатель–приемник” реализуется неодно-
кратно, то возникает дублирование данных. Среднее количество экземпляров данных, со-
ответствующих фиксированному положению “излучатель–приемник”, оценивается сле-
дующим образом. Для неподвижной решетки, состоящей из 256-ти эффективных приемо-

излучающих преобразователей, полное количество принятых импульсов равно 2256 . В то 

же время, для разреженной решетки с вращением, состоящей из 26-ти преобразователей, 

полное количество принятых импульсов при 256-ти углах поворота составляет 226256 , 
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т.е. примерно в 2.5 раза больше, по сравнению с неподвижной решеткой. Таким образом, 

средний коэффициент дублирования данных составляет 5.2 . 

Процедура обработки экспериментальных данных и получение, в итоге, простран-
ственных распределений скорости звука и коэффициента поглощения в томографируемом 
объекте (органе пациента) состоит из нескольких этапов, которые далее условно будут на-
зываться нулевым, первым и вторым шагом. Ввиду аппаратных погрешностей и возмож-
ной зависимости характеристик иммерсионной жидкости от температуры окружающей 
среды, процессу собственно реконструкции изображения должны предшествовать некото-
рые процессы вспомогательных измерений, позволяющие компенсировать влияние упо-
мянутых факторов на качество реконструкции. 

 

На нулевом шаге определяются параметры томографической установки, которые 
не связаны с присутствием исследуемого органа. Поэтому в медицинском учреждении они 
могут определяться предварительно, до начала работы с пациентами. К таким параметрам 
относятся, во-первых, скорость звука и коэффициент поглощения в иммерсионной жидко-
сти при данной температуре в отсутствие пациента. Во-вторых, оцениваются геометриче-
ские поправки (характеризующие радиальные и угловые отклонения положений преобра-
зователей от их идеальных положений на окружности) и фазовые поправки (которые 
привносятся в сигналы, прежде всего, самими преобразователями в режиме излучения и 
приема). В-третьих, на основе разработанного алгоритма корреляционного типа предвари-
тельно определяется смещение положения геометрического центра антенной решетки от 
положения центра вращения антенны в целом. Перечисленные поправки могут давать 
вклад в момент прихода сигнала на приемник, сравнимый со временем прохождения зву-
ком расстояния от нескольких десятых долей длины волны до одной-двух длин волн. По-
скольку это значение близко к величине желаемого итогового разрешения, то поправки 
должны быть учтены в процессе восстановления. 

Скорость звука, геометрические и фазовые поправки оцениваются по времени рас-
пространения импульсных сигналов в иммерсионной жидкости в отсутствие исследуемого 
объекта. Для этого разработан алгоритм определения времени распространения им-
пульсного сигнала в иммерсионной жидкости, обладающий высокой точностью и осно-
ванный на оценке момента прихода на приемник линейно нарастающей части огибающей 
сигнала [A 16;  216]. Экспериментально установлено, что линейное нарастание свойствен-
но первым двум-трем периодам сигнала при используемых в томографе приемоизлучаю-
щих преобразователях (дальнейшее нарастание огибающей, вплоть до насыщения, носит 
уже существенно нелинейный характер). Алгоритм использует также тот факт, что шаг 

дискретизации по времени t  равен четверти периода на круговой несущей частоте 0 .  

Разработан алгоритм определения скорости звука и коэффициента поглощения (в 
случае его присутствия) иммерсионной жидкости, а также геометрических и фазовых 

поправок для преобразователей. Значения скорости звука 0c  и амплитудного коэффици-

ента поглощения 0  в однородной иммерсионной среде без исследуемого объекта нахо-

дятся по данным от 26-ти приемоизлучающих преобразователей при единственной угло-
вой позиции антенной решетки – исходном положении [A 39]. Рабочая поверхность каж-
дого пьезокерамического приемоизлучающего преобразователя представляет собой вы-
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пуклый сектор цилиндрической формы с углом раскрыва около 100  и радиусом 

0095.0trans R м. Поле, излученное или принятое таким преобразователем, эквивалентно 

полю от квазиточечного преобразователя, который находится в центре окружности радиу-

са transR , соответствующей круговому сечению цилиндрической поверхности. Пусть S
~

 – 

номер излучателя, R
~

 – номер приемника; 26,1
~

,
~ RS . Для каждого фиксированного из-

лучателя S
~

, создающего сигнал в иммерсионной жидкости )(0 tu , предварительно опре-

деляются времена распространения 0
~~
SRt  от излучателя S

~
 до приемника R

~
, согласно вы-

шеупомянутой методике. Кроме того, регистрируется максимальная амплитуда сигнала на 

приемнике 0
~~
SRA . При каждом фиксированном излучателе 26,1

~ S  измерения осуществ-

ляются только теми приемниками R
~

, которые лежат на “рабочей дуге” SY ~ , противоле-

жащей данному излучателю S
~

, в пределах центральной части главного лепестка диа-

граммы направленности этого излучателя. Такая центральная часть, используемая на ну-

левом шаге, имеет угловую ширину около 70 . Тогда медленность 01 c  определяется как 
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где S
~r  и R

~r  – радиус-векторы квазиточечного излучателя и квазиточечного приемника. 

Значения S
~r  и R

~r  соответствуют идеальным положениям квазиточечных преобразовате-

лей на окружности радиуса 0R , имеющей центр в точке O . Центр O  такой идеальной 

окружности, характеризующей геометрию собственно кольцевой антенной решетки, далее 
будет называться геометрическим центром.  

Подобным образом определяется амплитудный коэффициент поглощения 0  в 

иммерсионной жидкости, если эта жидкость является поглощающей: 
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Здесь max
~
SR  – расстояние от фиксированного -

~
S го квазиточечного излучателя до макси-

мально удаленного от него квазиточечного приемника. Такой приемник лежит в центре 
диаграммы направленности данного излучателя, и поэтому данные от него наиболее дос-

товерны; min
~
SA  – амплитуда сигнала, приходящего на этот удаленный приемник (ампли-
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туда min
~
SA  будет наименьшей среди значений 0

~~
SRA  при фиксированном S

~
). Множители 

RS
~~ rr   и max

~
SR  введены для компенсации геометрической расходимости волны, – в 

данном случае, цилиндрической расходимости (расстояния RS
~~ rr   значительно превос-

ходят длину волны). Использование в (2.17) значений амплитуд импульсного сигнала 

приводит к оценке 


0  – среднего значения коэффициента поглощения в рабочей по-

лосе частот с шириной  . На практике в значениях 0
~~
SRA  и min

~
SA  должны учитываться 

возможные различия чувствительности преобразователей по излучению и приему. 
 

В условиях реального эксперимента положения квазиточечных преобразователей 

могут отклоняться от их идеальных положений на окружности радиуса 0R  (с центром в 

точке O ) на расстояние до 1 мм. Поскольку возможная величина отклонений соизме-

рима с характерной длиной волны, то эти отклонения (геометрические поправки), так же 
как и фазовые поправки преобразователей по излучению и по приему (т.е. фазовые сдви-
ги, возникающие в излучающем и приемном трактах), необходимо предварительно опре-
делять и далее учитывать при восстановлении тонкой структуры объекта на втором шаге. 

Пусть идеальное положение каждого из 26-ти квазиточечных приемоизлучающих 

преобразователей на антенном кольце задается радиус-вектором },{ 0
~0~
dd R r  в поляр-

ной системе координат с центром O . Этот центр совпадает с геометрическим центром 

O , понятие которого было введено выше. Номер преобразователя принимает значения 

26,1
~
d . Если преобразователь работает в режиме излучения, то Sd

~~
 ; если в режиме 

приема, то Rd
~~

 . Истинные положения преобразователей при проведении эксперимента 

имеют полярные координаты },{ ~
0
~~0

ex
~

dddd
rR r . Тем самым, геометрические 

поправки к идеальным положениям преобразователей подразделяются на радиальные 
d

r~  

и угловые 
d
~ . Фазовые поправки для каждого преобразователя будут обозначаться как 

tr
~
d

  в режиме излучения и rec
~
d

  в режиме приема. 

Неизвестные 
d

r~ ,  
d
~ ,  tr

~
d

 ,  rec
~
d

   могут быть оценены из тех соображений, 

что они формируют временнόй сдвиг 0
~~
SRt  между реальным 0

~~
SRt  (определяемым из экс-

перимента) и идеальным  trans~~

0

2
1

R
c RS  rr  временем распространения сигнала от 

излучателя S
~

 до приемника R
~

 [A 39;  A 76]: 
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Здесь влияние фазовых поправок tr
~
d

  и rec
~
d

  на несущей частоте 0  отражено в виде 

эффективных сдвигов момента излучения и момента приема сигнала. Близкий по логике 
подход, имеющий целью калибровку антенной решетки, используется в работе [222]. Од-
нако вместо поправок к идеальным положениям преобразователей в этой работе исполь-
зуются взаимные расстояния между преобразователями. Эти расстояния, наряду с анало-
гами фазовых поправок по излучению и приему, а также с неизвестной скоростью звука в 
иммерсионной жидкости, находятся на основе времен распространения сигналов, изме-
ряемых томографическим прибором. 

В правой части соотношения (2.18) разность расстояний  RSRS
~~

ex
~

ex
~ rrrr   

выражается через полярные координаты соответствующих радиус-векторов и линеаризу-

ется по малым поправкам 0~ RrS ,  0~ RrR ,  S
~ ,  R

~ . В итоге получается система 

линейных уравнений относительно неизвестных поправок 0~ Rr
d

 ,  
d
~ ,  tr

~

00

0
dR

c



,  

rec
~

00

0
dR

c



   в количестве 104426  : 
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  (2.19) 

Правая часть в (2.19) известна: 

 trans~~

0

0
~~

0
~~ 2

1
R

c
tt RSSRSR  rr  .     (2.20) 

Система формируется перебором всех излучателей 26,1
~ S   и приемников SY ~

~R , 

лежащих в пределах центральной части главного лепестка диаграммы направленности 

данного излучателя S
~

. Количество уравнений системы (2.19) составляет около 250  при 

ширине главного лепестка диаграммы направленности преобразователей около 70  (то-

гда, как упоминалось, для каждого излучателя используются 109   противолежащих 

приемников). Несмотря на то, что это количество больше, чем количество неизвестных 

(их 104 ), система (2.19) не только не является избыточной, но оказывается недостаточ-

ной: из 250  уравнений лишь 10095  уравнений будут линейно независимыми. Таким 

образом, система плохо обусловлена и не позволяет определить поправки однозначным 
образом. Физическая причина этого явления заключается в наличии таких смещений пре-
образователей и таких искажений фазовых характеристик (или комбинаций смещений и 



 
73

фазовых искажений), которые не проявляются вовсе в экспериментальных данных – вре-

менах распространения 0
~~
SRt . 

Поскольку полученная система (2.19) является недостаточной, решение методом 
наименьших квадратов [A 1 (раздел 1.3);  223 (§ 6.3);  224 (гл. 2, § 4, § 7);  225 (§ 3.2.2) ], – 
здесь применять неправомерно. Нужно использовать решение с минимальной нормой са-
мого решения [A 1 (раздел 1.3);  223 (§ 6.3);  224 (гл. 2, § 5, § 11) ]. В этом подходе на ис-
комое решение накладывается дополнительное условие: получаемое решение (т.е. иско-
мые геометрические и фазовые поправки) должно обладать минимальной нормой, что 
обеспечивает единственность решения. 

Неидеальность расположения квазиточечных преобразователей излишне учитывать 

при нахождении амплитудного коэффициента поглощения иммерсионной жидкости 0  с 

помощью выражения (2.17), поскольку влияние поправок на используемые значения рас-
стояний и амплитуд сигналов пренебрежимо мало (поглощение пренебрежимо мало на 
расстоянии около длины волны). В то же время, выражение (2.16) для определения мед-

ленности 01 c  может быть уточнено с учетом найденных геометрических и фазовых по-

правок. Так, в выражении (2.16) вместо идеальных расстояний RS
~~ rr   будут входить 

ex
~

ex
~

RS
rr    (т.е. учитываются геометрические поправки к положениям преобразователей), 

и тогда вместо измеренных времен распространения 0
~~
SRt  будут входить 

 rec
~

tr
~

0

0
~~

1
RSSRt 


   (т.е. компенсируется влияние фазовых поправок): 
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  .  (2.21) 

В соотношении (2.21) участвуют поправки; в то же время, в исходных уравнениях 

для поправок (2.19) участвует значение скорости звука 0c . Поэтому реализуется итераци-

онная схема, предназначенная для взаимно-уточняющего попеременного нахождения ско-
рости звука в иммерсионной жидкости, геометрических и фазовых поправок. Вначале из 

(2.16) оценивается 0c  без учета поправок, и далее с помощью (2.19) оцениваются поправ-

ки. Далее по оцененным значениям поправок уточняется значение 0c  из (2.21), и при уча-

стии этого значения 0c , в свою очередь, формируются входные данные в виде (2.20), и 

уточняются поправки 
d

r~ , 
d
~ , tr

~
d

 , rec
~
d

  на основе системы (2.19). Работа как с мо-

дельными, так и с экспериментальными данными показала, что такой итерационный про-

цесс (2.19), (2.21) сходится и обеспечивает, в итоге, достоверное значение 0c  и приемле-

мые эффективные значения поправок. 
 



 
74

Кроме того, разработана методика определения смещения положения геометриче-
ского центра антенной решетки от центра вращения. Дело в том, что помимо геометри-
ческих поправок, связанных с отклонением положений преобразователей от идеальных, и 
фазовых поправок по излучению и приему, существует еще один вид поправок, связанный 
с возможным смещением всей кольцевой антенной решетки, как целой, относительно ее 
идеального положения. Этот вид поправок играет роль в силу того, что в процессе съема 
экспериментальных данных используемая кольцевая антенная решетка совершает враще-

ние относительно неподвижной точки O  – так называемого центра вращения. С другой 

стороны, выше было введено понятие геометрического центра O   – это центр симметрии 

антенной решетки, относительно которого находились геометрические поправки. Из-за 

неточного позиционирования антенного кольца геометрический центр O   может, в общем 

случае, отличаться от центра вращения O . Тогда геометрический центр O   будет пере-

мещаться при вращении антенной решетки и описывать окружность с радиусом OO  . 

Тем самым, именно неподвижный центр вращения O  принимается за начало координат 

на этапе восстановления рассеивателя на первом шаге и на втором шаге (см. ниже). Вели-

чина смещения – расстояние между точками O  и O   – может достигать одного-двух 

миллиметров, что соизмеримо с величиной отклонения квазиточечных преобразователей 

от их идеального положения. Поэтому смещение точки O   относительно точки O  также 

необходимо предварительно определять и далее учитывать, совместно с геометрическими 
и фазовыми поправками, при восстановлении тонкой структуры объекта на втором шаге. 

Таким образом, требуется определить две декартовы координаты ),( 00 YX  вектора сме-

щения },{ 00 YXOO   геометрического центра O   относительно центра вращения O   в 

исходном положении антенной решетки, и затем учесть влияние такого смещения на по-
ложения преобразователей при каждой угловой позиции антенной решетки. Рассматри-
ваемый в [A 2 (§ 8.2.3) ] алгоритм основывается на том обстоятельстве, что за счет смеще-
ния геометрического центра кольцевой антенной решетки от центра вращения у каждого 
преобразователя будет свой индивидуальный радиус вращения при смене угловых пози-
ций антенной решетки. Это обстоятельство приводит к тому, что для разных преобразова-
телей, помещенных в одну и ту же угловую позицию, время распространения излученного 
сигнала, идущего от данного преобразователя до отражающего объекта (выбираемого 
специальным образом) и обратно, будет разным. Рассмотрение разных пар преобразовате-
лей и разных фиксированных угловых позиций позволяет определить искомые координа-

ты ),( 00 YX . 

 
Первый и второй шаги посвящены непосредственному восстановлению простран-

ственных распределений скорости звука и коэффициента поглощения в исследуемом объ-
екте. Для этого используется двухшаговый алгоритм, подробно изложенный в 
разделах 2.1 и 2.2 и адаптированный под обработку экспериментальных данных. А имен-
но, первый шаг посвящен восстановлению крупномасштабных деталей рассеивателя, т.е. 
крупномасштабных неоднородностей скорости звука и коэффициента поглощения. Харак-

терный размер таких деталей определяется диаметром лучевой трубки 0L , где 0  – 
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средняя длина волны, L  – линейный размер рассеивателя. Этот размер составляет не ме-

нее нескольких длин волн, т.е. 105  мм при работе в мегагерцовом диапазоне частот и 

)2010( L см. Первый шаг необходим, поскольку значения скорости звука и коэффи-

циента поглощения могут изменяться в широких пределах не только для биотканей раз-
личного типа, но и для однотипных биотканей различных пациентов. Как следствие, пер-
вое приближение Борна (приближение однократного рассеяния) для восстановления рас-
сеивателя в отсутствие первого шага реконструкции оказывается неработоспособным. 

Входными данными первого шага являются значения разности времен распростра-

нения сигнала в присутствии исследуемого объекта 
SR

t ~~  и в его отсутствие 0
~~
SRt  (для вос-

становления крупномасштабного пространственного распределения скорости звука), а 

также отношение эффективных амплитуд соответствующих сигналов 
SR

A ~~ , 0
~~
SRA  (для вос-

становления крупномасштабного пространственного распределения коэффициента по-
глощения) при всестороннем озвучивании объекта и использовании всех угловых позиций 

антенной решетки, характеризуемых номером 255,0n . Такие данные предварительно 

формируются по разработанному алгоритму определения временнóго сдвига корреляцион-
ным методом при мешающем воздействии сигналов от боковых лучевых трубок [A 15;  
A 16]. Этот алгоритм основан на корреляционном сравнении сигналов, регистрируемых 
приемниками в отсутствие исследуемого объекта и в его присутствии. При этом важно, 
что сравнивать сигналы необходимо не на протяжении их основной части, а на протяже-
нии только первых полутора-двух периодов после момента прихода сигнала на приемник, 
пока еще отсутствует вступление сильных рассеянных сигналов от объекта (т.е. отсутст-
вует влияние сигналов от боковых лучевых трубок на форму принимаемого сигнала). Де-
ло в том, что область томографирования в присутствии исследуемого объекта становится 
неоднородной, в общем случае. Тогда следует иметь в виду эффекты, связанные с рефрак-
цией, что приводит к деформации и “расщеплению” лучевой трубки. За счет рефракции 

полный сигнал, приходящий на фиксированный приемник R
~

 от фиксированного излуча-

теля S
~

, формируется, с точки зрения лучевого подхода, из полей, приходящих по разным 

лучевым трубкам, в первую очередь – по основной лучевой трубке и примыкающим к ней 
боковым трубкам. Сигналы от боковых лучевых трубок приводят, в общем случае, как к 
изменению фазы полного сигнала на приемнике, так и к искажению поведения его ампли-
туды. Поэтому линейный характер нарастания огибающей принимаемого сигнала (см. 
выше описание нулевого шага) будет иметь место только до тех пор, пока к сигналу от 
основной трубки не будут примешиваться сигналы от непосредственно примыкающих к 
ней боковых лучевых трубок, т.е. от сигналов, рассеянных вперед.  

В связи со сложившейся ситуацией, ниже кратко излагается суть алгоритма опре-
деления сдвига во времени распространения двух сигналов на основе корреляционного 

метода. Один из сигналов )(),,,( 0~~0 tutnu
SR rr  регистрируется в отсутствие объекта, а 

другой сигнал )(),,,( ~~ tutnu SR rr  – в присутствии объекта, причем для всех 256-ти воз-

можных угловых позиций n  антенной решетки. С помощью методики использования 

адаптивного порога и функции временнóго окна в исходных действительных сигналах 
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)(0 tu  и )(tu  предварительно выделяются только первые полтора-два периода, пока еще 

не наступило существенное вмешательство сильных рассеянных сигналов. Такие “обре-

занные” сигналы обозначаются как )(cut
0 tu  и )(cut tu . Строится взаимная корреляционная 

функция этих двух “обрезанных” действительных сигналов (в отсутствие и в присутствии 
исследуемого объекта): 

dttutuK   )()()( cut
0

cut  ,     )(max)( max 


KK .  (2.22) 

Ставится задача найти такой временнόй сдвиг max , при котором достигается макси-

мум функции )(K . Полагается, что этот временнόй сдвиг связан с разностью времен 

распространения сигнала в присутствии и отсутствие объекта как 

 0
~~~~~~

max ),,( SRSRSR ttn  rr     (2.23) 

(индекс n  в обозначениях величин 
SR

t ~~  и 0
~~
SRt  для краткости опущен). Определяемый кор-

реляционным алгоритмом по первым периодам (2.22) временнόй сдвиг max  позволяет 

далее оценить, помимо разности времен распространения (2.23), коэффициент изменения 

амплитуды сигнала в присутствии объекта bg : 

  dttu

dttutu



 


2cut
0

maxcut
0

cut

bg

)(

)()(
  .   (2.24) 

На заключительном этапе корреляционного алгоритма формируется рассеянное 

поле на неоднородном фоне )(bg
sc tu , используемое для восстановления тонкой структуры 

рассеивателя на втором шаге процедуры обработки в томографе. С этой целью в качестве 

падающего поля )(bg
0 tu , однако на неоднородном крупномасштабном фоне, принимается 

сигнал )( max
0 tu , прошедший через воду, но сдвинутый sinc-интерполяцией на max  и 

умноженный на амплитудный коэффициент bg  из (2.24). Оцененный сигнал )(bg
0 tu  вы-

читается из полного сигнала )(tu , прошедшего через объект и зарегистрированного на 

приемнике: 
 

)()()( bg
0

bg
sc tututu   ,     (2.25) 

где  
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Подобная оценка )(bg
0 tu  оправдана тем, что фон, для которого строится падающее поле, 

является крупномасштабным. Тем самым, )(bg
0 tu  отличается от )(0 tu  только временнόй 

задержкой, вызванной неоднородностями фазовой скорости звука, и амплитудой, из-за 
поглощения (последствия влияния на эту амплитуду эффектов рефракции, имеющих ме-
сто на крупномасштабном фоне, будут обсуждаться). Сформированный таким образом 

сигнал )(bg
sc tu  получается из-за рассеяния исходного сигнала на мелкомасштабных дета-

лях (тонкой структуре) томографируемого объекта и, тем самым, несет информацию об 
этих деталях. 

 
Таким образом, алгоритм, основанный на линейном характере нарастания огибаю-

щей сигнала, нужно использовать на нулевом шаге алгоритма томографирования, где не-
обходимо знать абсолютные времена распространения сигналов для определения фазовой 
скорости звука в иммерсионной жидкости, а также для определения геометрических и фа-
зовых поправок преобразователей. Поскольку на нулевом шаге сигналы измеряются в от-
сутствие исследуемого объекта, то, во-первых, сигнал не искажается рассеянными полями 
(рассеяние отсутствует) и, во-вторых, отношение сигнал/помеха достаточно большое даже 
для первых периодов сигнала, где еще наблюдается линейный характер нарастания оги-
бающей. В присутствии исследуемого органа пациента возможное уменьшение сигнала за 

счет поглощения составляет от 15 дБ  до 20 дБ, т.е. в 106   раз по амплитуде. Как 

следствие, отношение сигнал/помеха для первых периодов сигнала заметно уменьшается, 
по сравнению со случаем иммерсионной жидкости без объекта. По этой причине, а также 
вследствие влияния рассеянных вперед сигналов, возникают ощутимые погрешности в 
алгоритме, основанном на линейном характере нарастания огибающей; в то же время ал-
горитм, основанный на коррелировании первых периодов сигналов, оказывается более 
точным. Тем не менее, очень раннее влияние полей, рассеянных вперед на крупномас-
штабных неоднородностях, может все же приводить к ошибке при определении 
временнόго сдвига сигнала даже корреляционным алгоритмом и, следовательно, при фор-
мировании рассеянного поля для данной пары “излучатель–приемник”. Однако каждая 
точка восстанавливаемого изображения на втором шаге восстанавливается по значениям 

рассеянного поля от очень большого числа пар “излучатель–приемник” (около 2256 ). 

Благодаря этому, возможные ошибки в определении рассеянного поля для некоторых из 
таких пар не будут заметно влиять на качество итоговой картины пространственного рас-
пределения скорости звука и коэффициента поглощения в исследуемом объекте. 

Рассмотренный корреляционный алгоритм позволяет сформировать данные рас-
сеяния, являющиеся входными для первого шага процедуры восстановления акустических 
характеристик объекта. Кроме того, он позволяет получить оценку падающего поля на не-
однородном крупномасштабном фоне (оцененном на первом шаге), что необходимо для 
формирования рассеянного поля на таком фоне. Полученная оценка рассеянного поля и 
сам крупномасштабный фон используются в качестве входных данных для второго шага 
процедуры восстановления. 

 



 
78

Значения ),,( ~~
maxmax

SRn rr  и ),,( ~~
bgbg

SRn rr  выступают в качестве 

входных данных для первого шага томографической процедуры восстановления акустиче-
ских характеристик рассеивателя. А именно, разность времен распространения сигналов в 

присутствии объекта 
SR

t ~~  и в его отсутствие 0
~~
SRt  составляет, согласно (2.23),  

),,( ~~
max0

~~~~ SRSRSR
ntt rr . Коэффициент ),,( ~~

bg
SRn rr  трактуется на первом шаге как 

отношение эффективных амплитуд 
SR

A ~~  и 0
~~
SRA  соответствующих сигналов в присутствии 

и в отсутствие объекта, т.е. 0
~~~~~~

bg ),,(
SRSRSR AAn  rr . Здесь индекс n  в обозначениях 

величин 0
~~~~ SRSR

tt   и 0
~~~~ SRSR

AA  для краткости опущен. Упомянутые входные данные пер-

вого шага для удобства последующей обработки подвергаются пересортировке, т.е. пере-

ходу от индексов )
~

,
~

,( SRn  к объединенному номеру ),( SR  в абсолютной нумерации 

преобразователей 256,1, RS , соответствующей неподвижной антенной решетке. Про-

цедура пересортировки подробно описана в [A 2 (раздел 8.1);  216]. 

Значения 0
RSRS tt   и  0ln RSRS AA , приводимые далее в терминах номеров 

256,1, RS , подаются на вход алгоритма первого шага для оценки крупномасштабных 

пространственных распределений скорости звука и амплитудного коэффициента погло-

щения. Дублированные входные данные 0
RSRS tt   и  0ln RSRS AA , соответствующие 

одной и той же паре номеров ),( SR , но полученные при разных угловых позициях ан-

тенной решетки n , в простейшем варианте (использованном ниже) усредняются по n . 

Такое усреднение здесь возможно, поскольку влияние геометрических и фазовых попра-
вок для преобразователей и смещение центра антенной решетки от центра ее вращения на 
первом шаге учитывать не имеет смысла. Это связано с тем, что влияние поправок прак-

тически компенсируется в силу вида входных данных 0
RSRS tt    и  0ln RSRS AA ; к то-

му же, разрешающая способность первого шага алгоритма восстановления низкая. 
По полученным данным на первом шаге восстанавливаются крупномасштабные 

пространственные распределения скорости звука )(0 rc  и амплитудного коэффициента 

поглощения на каждой из рабочих частот ),(0  r  или же амплитудного коэффициента 

поглощения 


 )(0 r , усредненного по частоте   в рабочем частотном диапазоне с 

шириной  . Восстановление осуществлялось, для сравнения, двумя алгоритмами. Один 

из них является переложением алгоритма рентгеновского томографирования в расходя-
щихся пучках для акустических данных. Этот алгоритм, описанный в разделе 2.1  и назы-
ваемый квазирентгеновским, – см. (2.1) и (2.2), – не учитывает эффекты рефракции аку-
стических полей. Другой (альтернативный) алгоритм представляет собой решение мето-
дом наименьших квадратов системы линейных уравнений, формируемой путем рассмот-

рения временных сдвигов сигналов при восстановлении )(0 rc  и рассмотрения изменения 

амплитуды сигнала при восстановлении ),(0  r  или 


 )(0 r   [A 15]. Этот алгоритм 
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будет условно называться МНК-алгоритмом. В его основе лежат следующие соотноше-
ния, имеющие место в лучевом приближении: 
 

.)(ln)(

;
)(
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0
00

0

00
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tt
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dl
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RS




















rrr
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r

rr
r

rr
r

  (2.26) 

 
Здесь и далее соотношения для коэффициента поглощения приводятся, для определенно-

сти, в терминах 


 )(0 r ; при рассмотрении ),(0  r  вид соотношений не изменяется, 

но под 0
RSA  и RSA  понимаются значения, полученные из монохроматических составляю-

щих сигналов. Значения скорости звука 0c  и коэффициента поглощения 


0   в иммер-

сионной жидкости в отсутствие пациента уже известны. Интегрирование в (2.26) осуще-

ствляется вдоль оси лучевой трубки RS rr  , которая соединяет точки S  и R , характе-

ризуемые радиус-векторами квазиточечного излучателя Sr  и квазиточечного приемника 

Rr , соответственно (здесь точки S  и R  обозначаются так же, как и соответствующие ин-

дексы преобразователей);  rdl  – длина элемента траектории в окрестности точки r . Пере-

ход к дискретному аналогу уравнений (2.26) и рассмотрение различных пар “излуча-

тель S  – приемник R ” приводит к системе уравнений относительно неизвестных )(0 rc  и 


 )(0 r . 

Ниже рассматривается упрощенный вариант соотношений (2.26), в котором эффек-
ты рефракции не учитываются, так же как и в квазирентгеновском алгоритме. В этом слу-

чае интегралы 
 RS

dl
crr

r
r)(

1

0

  и  




RS

dl
rr

rr)(0   рассматриваются вдоль прямоли-

нейных трасс, соединяющих различные пары “излучатель–приемник”. Тогда обоим соот-
ношениям (2.26) можно придать единообразный вид: 
 

RS

RS

dl D
rr

rr)(  ,    (2.27) 

где  
00

1

)(

1
)(

cc


r
r ,  0

RSRSRS tt D  при восстановлении скорости звука;   

       


 00 )()( rr ,  )(ln 0
RSRSRS AAD  при восстановлении коэффи-

циента поглощения. 
 

При дискретизации соотношений (2.27) учитывается геометрия используемой то-
мографической установки. Поскольку на первом и втором шагах происходит восстановле-
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ние акустических характеристик непосредственно томографируемого объекта, то здесь за 

начало координат принимается неподвижный центр вращения антенной решетки O . Иде-

альные положения квазиточечных приемоизлучающих преобразователей соответствуют 

окружности радиуса 0.15360 R м  с центром в начале координат O . Томографируемое 

двумерное сечение объекта полностью находится внутри круга меньшего радиуса 

0.128grid R м  с тем же центром O . Вводимые ниже дискретизованные сетки в декар-

товой системе координат, которые используются на первом и втором шагах процедуры 

восстановления рассеивателя, задаются именно на основе значения gridR . Поскольку на 

первом шаге ищутся крупномасштабные (с размерами не менее нескольких длин волн) 
пространственные распределения скорости звука и коэффициента поглощения, то доста-

точно найти независимые дискретизованные значения  )( mr  соответствующей функ-

ции )(r . Дискретизованные значения  mr  являются центрами грубой сетки, получае-

мой разбиением квадрата со стороной 0.2562 grid R м  на 2323   квадратные ячейки со 

стороной 832322 gridI  xRq мм. Размер Iq  задается примерно равным разре-

шающей способности, ожидаемой на первом шаге процедуры восстановления рассеивате-

ля. Приведенный для сопоставления масштаб 25.010242 grid  Rx мм  соответствует 

тому мелкому шагу дискретизации координатной сетки, при котором получается итоговое 
изображение на втором шаге. Детали процедуры дискретизации подробно описаны в 
[A 2 (§ 8.3.2);  A 15;  216]. 

При решении дискретизованного варианта системы (2.27) предполагается, что вся 

область томографирования (круг радиуса gridR ) попадает внутрь основной части главного 

лепестка диаграммы направленности каждого излучателя. Как и на нулевом шаге проце-
дуры восстановления (при определении параметров иммерсионной жидкости, геометриче-
ских и фазовых поправок для преобразователей) при каждом фиксированном излучателе 
измерения данных первого шага осуществляются только теми приемниками, которые ле-
жат в пределах центральной части главного лепестка диаграммы направленности данного 

излучателя. На первом шаге использовался сектор с угловой шириной около 80 , что не-

много больше, чем на нулевом шаге. Такая схема, в сочетании с определенным выше ша-

гом дискретизации ячеек грубой сетки Iq , обеспечивает количество независимых экспе-

риментальных данных, которое больше, чем количество неизвестных. Для приведенных 

выше параметров задачи количество неизвестных не превышает 232 ; общее количество 

данных для первого шага (с учетом их дублирования) составляет RS KKN ~~tot 256 , 

где 26~ SK  – количество излучателей при каждой (из 256-ти) фиксированной угловой 

позиции антенной решетки, 111808026~  
RK  – количество приемников, попа-

дающих в угловой сектор эффективного озвучивания при фиксированном излучателе. Не 

все totN  данных являются независимыми из-за присутствия дублированных данных, од-

нако количество независимых данных  180802562
indep N   в 30redund K  раз 
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больше количества неизвестных. Тем самым, система линейных уравнений (2.27) избы-
точна, и искомые пространственные распределения получаются в виде МНК-решения. 

Значения  )( mr  в грубой сетке, оцененные МНК-способом, далее интерполи-

руются на две более мелкие сетки, уже упоминавшиеся выше. Одна из них – промежуточ-

ная сетка со стороной ячейки дискретизации 14II  xq мм  и форматом 256256  

или менее – нужна для выполнения трассировки (по уже оцененному крупномасштабному 
фону) на втором шаге процедуры восстановления рассеивателя. Другая сетка – еще более 

мелкая, со стороной ячейки дискретизации 25.0x мм  и форматом 10241024  или 

менее. Она нужна для объединения результатов восстановления, полученных на первом 
шаге (крупномасштабные детали) и втором шаге (тонкая структура), т.е. для формирова-
ния итогового изображения. 

Погрешность с  в определении скорости звука с  на первом шаге, вызванная по-

грешностями в определении изменения времени распространения сигнала в присутствии 
объекта, оценивается как 

cLKc

c 






redund

1
 .    (2.28) 

Здесь   – значение погрешности в определении разности времен распространения сиг-

нала ( 0
RSRS tt  ) корреляционным методом;  cL  – характерное время распространения 

сигнала через объект с линейным размером L ;  redundK   – коэффициент избыточности не-

зависимых данных при восстановлении с  на первом шаге. При 2.0L м,  1500c м/с,  

30redund K   и мажорантном значении погрешности в определении временнόго сдвига 

корреляционным методом 0.060.3  t мкс  ( t  – шаг дискретизации во времени, 

равный четверти периода на несущей частоте)  оценка (2.28) дает 410

c

c
, т.е. влияние 

неточностей знания ( 0
RSRS tt  ) невелико. Гораздо существеннее ошибка, возникающая 

при оценке крупномасштабных пространственных распределений в связи с тем, что эф-
фекты рефракции не учитываются. Однако эта ошибка в определенной мере компенсиру-
ется на втором шаге процедуры обработки. 

 
Изложенные выше методики были реализованы в вышеупомянутой томографиче-

ской установке научным сотрудником кафедры акустики Д.И.Зотовым [216]. В качестве 
иммерсионной жидкости использовалась вода (поглощение в ней пренебрежимо мало). 
Излучаемый импульс имел несущую частоту 1.25 МГц. Изначально с задающего генера-

тора на усилитель подавался импульс в виде отрезка меандра длительности 05T , где 0T  – 

период меандра, равный периоду на несущей частоте. При этом преобразователь, подклю-
ченный к выходу усилителя, за счет процесса начального нарастания сигнала и дальней-
шего его затухания в колебательном контуре усилителя, излучал в иммерсионную жид-

кость зондирующий акустический сигнал длительности 015T , т.е. около 12 мкс  при не-

сущей частоте 1.25 МГц. Ширина полосы частот излучаемого сигнала составляла пример-
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но 300 кГц по уровню 0.7. Мощность сигнала, излучаемого в воду, составляла примерно 
30 мВт/см2  на расстоянии 1 см от поверхности излучателя. Чувствительность преобразо-
вателей по приему составляла примерно 10 мкВ/Па. Каждый регистрируемый сигнал со-

держал 2048 временных отсчетов при шаге дискретизации 40Tt  . Характерное от-

ношение сигнал/помеха для сигналов, рассеянных вперед, составляло около 50 дБ. 
Скорость звука в воде в отсутствие исследуемого объекта, оцененная из (2.21) пу-

тем итерационного уточнения значения этой скорости и всех видов поправок, составляла 

14951480  м/с  (в зависимости от температуры воды на момент измерения), что согла-

суется с теоретически ожидаемым значением. В [A 2 (§ 8.3.2);  A 15;  216] представлены 
результаты восстановления на первом шаге двумерных сечений (плоскостью томографи-
рования) для различных объектов, имитирующих присутствие биологической ткани. Вос-
становление осуществляется по экспериментальным данным, зарегистрированным упомя-
нутым ультразвуковым томографом. Например, на рис. 2.7 представлены сечения двух 
яиц, сваренных вкрутую и очищенных от скорлупы; бόльшая ось правого яйца располага-
лась перпендикулярно плоскости томографирования, а бόльшая ось левого яйца – гори-
зонтально.  

Сначала для восстановления использовался МНК-алгоритм (2.27). Как и ожида-
лось, полученные изображения объектов имеют низкое пространственное разрешение, со-

ответствующее толщине лучевой трубки 15.0  см. Тем не менее, на оцененном про-

странственном распределении скорости звука )(0 rc  в вареных яйцах (рис. 2.7а) четко 

различимы оболочка из белка и отличающийся от нее по акустическим характеристикам 

желток. Оценка )(0 rc  для яиц показывает, что скорость звука в них больше, чем в воде 

(рис. 2.7а); численные значения оцененного пространственного распределения )(0 rc  

близки к истинным. 
Восстановление пространственного распределения амплитудного коэффициента 

поглощения оказалось более проблематичным (рис. 2.7б). Дело в том, что амплитуда сиг-
нала, проходящего через объект, изменяется не только за счет поглощения, но и за счет 
эффектов рефракции, которые особенно сильны на границе объекта [226]. Эффекты реф-
ракции могут приводить даже к усилению амплитуды принятого сигнала для некоторых 
пар “излучатель–приемник”, по сравнению со случаем отсутствия объекта. Как следствие, 
значения коэффициента поглощения, оцененные без учета рефракции, получаются отри-
цательными для некоторых пространственных областей, т.е. как бы соответствующими 

коэффициенту усиления 0)(0  r , а не поглощения. В работе [246] отмечается другой 

важный артефакт, который, напротив, может приводить к завышенным значениям коэф-
фициента поглощения. А именно, при решении обратной двумерной задачи возможная 
утечка энергии волны в третьем измерении, присутствующая в реальном эксперименте, не 
учитывается и, тем самым, трактуется как повышенное поглощение в плоскости томогра-
фирования. 
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Рис. 2.7.  Двумерные томограммы, восстановленные с грубым разрешением на первом 

шаге по реальным экспериментальным данным; один пространственный отсчет состав-
ляет 25.0 yx мм. В качестве имитатора биологической ткани взяты два варе-

ных яйца; бόльшая ось правого яйца располагалась перпендикулярно плоскости томо-
графирования, а левого яйца – горизонтально: 

– скорость звука (а) и амплитудный коэффициент поглощения (б), восстановленные МНК-
алгоритмом без привлечения дополнительных требований на решение; 

– скорость звука (в) и коэффициент поглощения (г), восстановленные квазирентгеновским 
алгоритмом. 

 
 
 
Итак, при восстановлении возможно возникновение ложных зон усиления и по-

глощения. По этой причине, пространственное распределение 


 )(0 r , восстанавли-

ваемое в результате первого шага, не является, в общем случае, распределением только 
амплитудного коэффициента поглощения. Оно характеризует некоторое эффективное из-
менение амплитуды волны не только за счет поглощения, но и за счет эффектов рефрак-
ции. На втором шаге, т.е. при восстановлении тонкой структуры рассеивателя, действия с 
этим пространственным распределением соответствует операциям, описанным в (2.9), по-
скольку эти операции предназначены для корректировки как раз амплитуды рассеянного 
сигнала. 
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Для сравнения, восстановление пространственных распределений скорости звука и 
коэффициента поглощения осуществлялось также квазирентгеновским алгоритмом (2.1), 
(2.2). Как МНК-алгоритм (рис. 2.7а, б), так и квазирентгеновский алгоритм (рис. 2.7в, г) 
дают близкие результаты, учитывая низкую разрешающую способность первого шага. Тем 
не менее, МНК-алгоритм, основанный на системе линейных уравнений, имеет преимуще-
ство над квазирентгеновским алгоритмом при работе с пациентами, поскольку обследуе-
мый орган человека, опущенный в иммерсионную жидкость, может изменять температуру 
этой жидкости. В свою очередь, изменится скорость звука в иммерсионной жидкости. Эту 
новую скорость нельзя определить достаточно точно квазирентгеновским алгоритмом, 
поскольку из-за ограниченной ширины основного лепестка диаграммы направленности 
приемоизлучающих преобразователей не удается получить достоверные входные данные, 
используемые на первом шаге, для тех пар “излучатель–приемник”, в которых излучатель 
и приемник расположены близко друг к другу. Однако данные от таких пар несут инфор-
мацию о характеристиках иммерсионной жидкости, так как прямой сигнал от излучателя 
до приемника проходит только через иммерсионную жидкость, минуя исследуемый орган 
пациента. Квазирентгеновский алгоритм трактует данные, отсутствующие по упомянутой 
причине, как будто соответствующие одинаковым сигналам и, следовательно, неизменной 
скорости звука иммерсионной жидкости в присутствии и в отсутствие органа пациента. 
Это искажает результат восстановления, если скорость, на самом деле, изменялась. На-
против, МНК-алгоритм лишен этого недостатка, поскольку используемая в нем система 
линейных уравнений формируется только на основе реально измеренных данных; одно-
временно учитывается, что непосредственно к приемоизлучающим преобразователям 
примыкает слой иммерсионной жидкости с примерно постоянными, но подлежащими оп-
ределению значениями скорости звука и коэффициента поглощения. Это позволяет найти 
скорость звука и коэффициент поглощения (если поглощение не является пренебрежимо 
малым, и требуется его определение) в иммерсионной жидкости уже в присутствии органа 
пациента. Кроме того, МНК-алгоритм строится на основе того же самого принципа трас-
сировки, который далее используется на втором шаге процедуры восстановления. Тем са-
мым, МНК-алгоритм лучше сочетается, по логике нахождения оценки крупномасштабных 
фоновых пространственных распределений, с процедурой обработки второго шага, что в 
итоге должно обеспечить хорошее качество восстановления тонкой структуры рассеива-
теля. 

 
Второй шаг посвящен восстановлению тонкой структуры рассеивателя на неодно-

родном крупномасштабном фоне. На втором шаге процедуры восстановления найденные 

крупномасштабные пространственные распределения скорости звука )(0 rc  и коэффици-

ента поглощения 


 )(0 r  играют роль уже известного неоднородного фона. Теперь 

стоит задача восстановления с высокой точностью и высоким разрешением (в идеале – 
вплоть до одной трети или даже одной четверти характерной длины волны) тонкой струк-
туры объекта – деталей с размером от нескольких десятых долей длины волны до не-
скольких длин волн. А именно, решается обратная скалярная волновая задача по восста-
новлению характеристик рассеивателя на неоднородном фоне. Алгоритм восстановления 
второго шага подробно изложен при описании двухшагового алгоритма в разделе 2.1. 
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Кроме того, в [A 2 (раздел 8.4) ] подробно описаны особенности практической реализации 
этого алгоритма для используемой разреженной антенной решетки с вращением, и приве-
дены соответствующие математические выражения. Поэтому ниже кратко упоминаются 
только некоторые моменты второго шага.  

При импульсном режиме, используемом в томографической установке, восстанав-

ливается функция )(rV , приведенная в (2.5). Такая тонкая структура )(rV  восстанавли-

вается на втором шаге в приближении однократного рассеяния, но с учетом неоднородно-
го фона. При этом входные данные этого шага – рассеянные сигналы – формируются со-

гласно (2.25) как разность измеренных волновых полей u  (с учетом их амплитуды и фа-

зы) и первичных полей bg
0u , однако рассчитанных в присутствии крупномасштабного не-

однородного фона: 

),,,(),,,(),,,( ~~
bg
0~~~~

bg
sc tnutnutnu SRSRSR rrrrrr   ,    

где ),,,(),,(),,,( max
~~0~~

bg
~~

bg
0  tnuntnu

SRSRSR rrrrrr ;  ),,,( ~~0 tnu SR rr  – первич-

ное зондирующее поле в иммерсионной жидкости. Здесь аргументы полей написаны в 

терминах угловой позиции кольцевой антенной решетки 255,0n , а также реальных 

номеров излучателя и приемника 26,1
~

,
~ RS .  В терминах абсолютных номеров эффек-

тивных 256-ти приемоизлучающих преобразователей 256,1, RS  при неподвижной ре-

шетке индексам )
~

,
~

,( SRn  сопоставляется объединенный номер ),( nn SSRR  , как 

упоминалось выше.  
Поскольку речь идет не об идеальных модельных данных, а о реальных томогра-

фических измерениях, то для обеспечения высокого разрешения изображения, восстанов-
ленного на втором шаге, необходимо учитывать и компенсировать при обработке сигна-
лов не только неоднородности фона, но и все факторы, которые могут нарушать точную 
фазировку антенной решетки. К ним относятся геометрические и фазовые поправки для 

приемоизлучающих преобразователей, а также смещение OO   геометрического центра 

антенной решетки O  от неподвижного центра ее вращения O . Эти корректирующие по-

правки находятся предварительно на нулевом шаге процедуры восстановления. Важно, 

что входные дублированные данные второго шага ),,(bg
sc tSRu nn  усреднять по n  нельзя, 

так как они несут информацию не только об амплитуде волны, но и о фазе. При этом дуб-

лированные данные для фиксированной пары абсолютных номеров ) ,( SR  получаются за 

счет разных пар реальных преобразователей )
~

,
~

( SR , и, следовательно, им соответствуют 

разные корректирующие поправки. Это обстоятельство исключает возможностью усред-
нения входных данных второго шага, поскольку разные поправки по-разному будут вли-
ять на фазу рассеянных сигналов на этапе их фазирования. 

Алгоритм, используемый на втором шаге и предназначенный для восстановления 
тонкой структуры объекта, предполагает обработку рассеянных сигналов в комплексном 
аналитическом представлении. В связи с этим, после формирования действительного рас-

сеянного сигнала при неоднородном фоне ),,,( ~~
bg
sc tnu SR rr  следует перейти к его ком-
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плексной аналитической версии путем добавления гильбертово сопряженной и инверти-
рованной по знаку мнимой части.  

Все виды корректирующих поправок необходимо учитывать только при формиро-

вании фазирующего момента времени )(rRSt , который задается выражением типа (2.8)  и 

является ответственным, фактически, за фазу рассеянного сигнала. Другой вариант учета 
уже найденных поправок, который основан на предварительной коррекции (пересчете) 
рассеянных полей, предложен в [A 40;  A 80]. В этом случае поля, измеренные в присутст-
вии поправок, пересчитываются на идеальный случай нулевых поправок. Принципиальная 
роль корректирующих поправок в обеспечении хорошего качества восстановления тонкой 
структуры рассеивателя иллюстрируется в [A 2 (раздел 8.4);  A 39;  216]. 

Проведенные отладочные эксперименты показали необходимость обеспечения вы-
сокой степени идентичности всех преобразователей. Это является принципиальным мо-
ментом как для получения итоговых изображений с высокой разрешающей способностью 
(не хуже 0.5 мм при работе в мегагерцовом диапазоне частот), так и для возможности вос-
становления правильных количественных характеристик различных участков органа. 

Для обработки экспериментальных данных использовались, в качестве математи-
ческих сопроцессоров, две видеокарты NVidia GeForce GTX 590 и GTX 560, обладающие 
в сумме примерно 1400 параллельно работающими ядрами. Привлечение технологии па-
раллельного программирования CUDA на видеокартах позволило восстанавливать итого-
вое изображение форматом 1024×1024 отсчетов всего за несколько минут Для сравнения, 
полная процедура аналогичных расчетов на двуядерной ЭВМ с помощью программы на 

языке C   с привнесением элементов программирования на языке Ассемблер занимает 

около 18 часов. 
В эксперименте по восстановлению двухшаговым алгоритмом тонкой структуры 

на неоднородном фоне имитатором биологической ткани служило сваренное вкрутую и 
очищенное от скорлупы куриное яйцо. Тонкая структура создавалась с помощью медной 
проволоки диаметром 0.3 мм, которой в двух местах прокалывалось яйцо [A 15;  216]. При 
проколах проволока располагалась перпендикулярно плоскости томографирования. После 
прокола в первом месте проволока была вынута из яйца, за счет чего образовавшаяся по-
лость стала заполненной водой; после прокола во втором месте проволока оставалась 
внутри яйца в процессе снятия экспериментальных данных. Как и ожидалось, двумерная 
томограмма, получаемая на первом шаге процедуры восстановления (рис. 2.8а), имеет 
низкое пространственное разрешение, в соответствии с толщиной лучевой трубки 

15.0  см. Однако на изображении, полученном на втором шаге (рис. 2.8б), видны оба 

места проколов яйца медной проволокой, причем размеры проколов близки к ожидаемому 
разрешению второго шага (около одного дискретного отсчета итоговой мелкой сетки, 

равного 25.0 мм), что соответствует действительности. Амплитуды оценки |ˆ|V  в местах 

проколов разные, поскольку один прокол был заполнен водой, а в другом оставалась про-
волока. 
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Рис. 2.8. Двумерные томограммы 
для рассеивателя в виде куриного 
яйца, проткнутого в двух местах 
медной проволокой; 

25.0 yx мм:  пространст-

венное распределение скорости 
звука, восстановленное на первом 
шаге с низким разрешением (а);  
модуль функции, восстановлен-
ной на втором шаге и описываю-
щей тонкую структуру рассеива-
теля (б);  восстановление в при-
ближении однократного рассеяния 
на однородном фоне (в).            
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Привнесение в фантом металлической проволоки не является вполне адекватной 

моделью для мелкомасштабных неоднородностей биологической среды. В данном случае, 
полученные с помощью таких неоднородностей результаты показывают принципиальную 
возможность восстановления акустических характеристик с высоким разрешением. В то 
же время, восстановление в приближении однократного рассеяния в предположении од-
нородного фона, т.е. без первого шага, дает неудовлетворительный по качеству результат 
(рис. 2.8в). 

В отличие от первого шага алгоритма, на котором фоновые значения медленности 
и коэффициента поглощения восстанавливаются непосредственно в абсолютных едини-
цах, мелкомасштабные поправки к фону на втором шаге восстанавливаются в виде оценки 

)(ˆ rV  комплексной функции )(rV , согласно (2.5). Поскольку экспериментальные данные 

обрабатываются, на настоящем этапе исследования, только в одном частотном диапазоне, 

то при разделении вкладов в полученную оценку )(ˆ rV  от различных компонент рассеива-

теля наличие плотностного члена в (2.5), содержащего )(r , не учитывается. Тем самым, 

исходя из выражения (2.12) для )(ˆ rV  и принимая во внимание уже оцененные фоновые 
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значения скорости звука )(0 rc  и эффективного амплитудного коэффициента 


 )(0 r , 

находятся, согласно (2.13), только неоднородности скорости звука и коэффициента по-
глощения по отношению к крупномасштабному неоднородному фону. Далее рассчитыва-

ются итоговые значения скорости )(rc  и коэффициента поглощения 


 )(r . Фактиче-

ски, эти итоговые значения являются результатом объединения фоновых значений, полу-
ченных на первом шаге процедуры восстановления, и поправок к ним, полученных на 
втором шаге. 

 
Итак, можно еще раз обратить внимание на прием использования прямолинейных 

трасс. Он заключается в том, что на первом шаге процедуры восстановления неоднород-
ный крупномасштабный фон оценивается в приближении прямолинейного распростране-
ния лучей, а на втором шаге фазировка рассеянных сигналов делается опять же по прямо-
линейным траекториям на восстановленном фоне. В итоге, качество восстановления ока-
зывается приемлемым. Этот прием привлекателен для практики, поскольку он не требует 
введения дополнительных процедур по расчетам многочисленных траекторий с учетом 
рефракции. 

Тем не менее, качество восстановленных пространственных распределений скоро-
сти звука и коэффициента поглощения будет улучшено, если при трассировке на первом и 
втором шагах алгоритма восстановления учитывать, во-первых, искривление траекторий 
лучей из-за рефракции. Во-вторых, на первом шаге алгоритма можно принять во внима-
ние, что изменение амплитуды поля по мере его распространения вызывается не только 
присутствием поглощения в области томографирования, но и эффектами рефракции. Учет 

этого позволяет восстановить значения 


 )(0 r , характеризующие именно амплитуд-

ный коэффициент поглощения, а не эффективный амплитудный коэффициент (как это 
было в случае прямолинейных трасс). В такой ситуации на первом шаге возможно, на-
пример, итерационное уточнение искомых крупномасштабных пространственных распре-

делений )(0 rc  и 


 )(0 r  по схеме, кратко изложенной в [A 2 (раздел 8.4) ]. 
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Глава 3. Статистические оценки в обратных задачах 
рассеяния 

 
 
Область применения алгоритмов типа двухшаговых (см. главу 2) ограничена тем 

условием, что поправки к грубо оцененным на первом шаге характеристикам рассеивателя 
должны носить борновский характер. Пути расширения области применения этих алго-
ритмов требуют, прежде всего, отказа от использования лучевых методов и перехода к по-
следовательному волновому рассмотрению на всех этапах многошаговой итерационной 
процедуры. 

Обзор многошаговых итерационных методов дан в [A 17;  141;  142 (главы VI, VII);  
227]. Исходными в этих итерационных подходах являются уравнения Липпмана–
Швингера в различных формах их написания: например, (1.28) и (1.30)  в координатном 
представлении или (1.32) и (1.34)  в пространственно-спектральном представлении, назы-

ваемом также “импульсным” представлением, или -K представлением. В обоих пред-
ставлениях имеются два семейства уравнений. Первое семейство связывает данные рас-
сеяния с характеристиками рассеивателя, но при этом использует неизвестные функции, 
играющие “внутреннюю” роль. Для таких “внутренних” неизвестных рассматривается 
второе семейство уравнений. Сама по себе возможность рассмотрения либо двух семейств 
уравнений, либо, после исключения внутренних неизвестных, единого семейства, но резко 
возросшей сложности, позволяет разделить итерационные процедуры на несколько клас-

сов. С точки зрения использования внутренних неизвестных  это одноэтапные и двух-

этапные процедуры. Каждая из них может реализоваться в координатном или пространст-
венно-спектральном (“импульсном”) представлении. 

Во всех таких итерационных схемах видна общая черта  необходимость восста-

новления полной полевой картины рассеяния (т.е. восстановления поля внутри области 
рассеяния или восстановления вторичных источников, порождающих рассеянное поле) 
для каждой из используемых частот и каждого вида используемого первичного поля (на-
правления падения плоской волны или положения излучателя волны и т.д.). Это необхо-
димо осуществлять даже в том случае, если лишь часть полевой информации использова-
лась в качестве “данных рассеяния”. 

Положительная черта итерационного подхода состоит в том, что в нем можно ис-
пользовать фрагментарные данные, полученные при различной геометрии эксперимента и 
различных частотах. В этих методах не накладывается жестких требований на полноту 
данных рассеяния отдельно для каждой из частот или каждой конфигурации падающего 
поля в эксперименте, а любая априорная и апостериорная информация может быть также 
использована. Объединение всех доступных в эксперименте данных рассеяния в процессе 
итерационного решения часто дает положительный результат – приемлемое качество вос-
становления характеристик рассеивателя. Однако для использования итерационных мето-
дов имеется существенное ограничение: итерации сходятся (причем достаточно быстро) 
для рассеивателей средней силы. В случае же сильных рассеивателей, с которыми, как 
правило, приходится иметь дело в задачах медицинского профиля, дефектоскопии, океа-
нологии, физики атмосферы, обеспечение сходимости итераций является серьезной про-
блемой. Сходимость может быть обеспечена ценой значительного усложнения итераци-
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онной схемы, существенно увеличивающего вычислительные затраты. Кроме того, даже в 
случае использования неполных данных, впоследствии возникает необходимость решения 
полного множества вспомогательных задач (с целью нахождения внутреннего поля или 
вторичных источников) для каждого из положений излучателя или каждой из частот об-
лучения, использовавшихся при получении исходных данных. При этом размерность и 
сложность вычислений вспомогательных задач сокращаются незначительно, по сравне-
нию со случаем полных данных. 

В монографии [A 2] итерационным методам решения посвящен раздел 5.4. Вначале 
рассматривается одноэтапный “наивный”, т.е. простой, алгоритм в координатном пред-

ставлении [A 17;  141;  227–231] и в -K представлении [A 17]. Вторым видом простых 
итерационных схем являются двухэтапные итерационные схемы. В этих схемах каждый 
итерационный шаг выполняется в два этапа. В координатном представлении такие схемы 

описаны в [143;  146;  227;  230–232], а в -K представлении – в [141;  185;  227;  230;  231]. 
Область сходимости таких алгоритмов ограничена рассеивателями средней силы (1.43). 
Улучшение процедуры и расширение связанных с нею возможностей достигается за счет 
привлечения градиентно-итерационных методов, т.е. за счет одновременной оценки по-
правок к функции рассеивателя и к внутреннему полю (или вторичным источникам), хотя 
бы с точностью, не включающей эффекты второго порядка малости. Один из простейших 
алгоритмов этого типа рассмотрен в [141;  233]. Отмечается, что попеременное решение 
уравнений относительно поправок [234] приводит, фактически, к уже упоминавшейся 
двухэтапной процедуре. В то же время, в случае одновременной оценки дополнительное 
расширение области сходимости градиентно-итерационных алгоритмов достигается ум-
ножением поправок на весовые коэффициенты. Вопрос о выборе таких коэффициентов 
обсуждался в ряде работ по итерационным методам [227;  235 (гл. 7);  236].  

Размер области сходимости градиентно-итерационных процедур относительно по-
правок или простых процедур относительно полных значений неизвестных может быть 
существенно расширен путем постепенного “включения” эффектов перерассеяния. Для 
этого необходимо в уравнения рассеяния ввести коэффициент, регулирующий роль про-
цессов многократного рассеяния [A 17;  227;  230;  234;  237]. 

Другой тип градиентно-итерационных схем, основанный на использовании квадра-
та нормы невязки (т.е. некоторой единой количественной характеристики точности реше-
ния) между экспериментально измеренными полями и итерационно оцененными полями, 
предложен в [238]. Использование данных путем процедуры обратного распространения 
сигнала невязки из области наблюдения в какую-либо другую область при многоракурс-
ном облучении широкополосными сигналами с существенным успехом используется в 
цикле работ [239–243], обсуждаемых ниже в разделе 4.1. Развитие этого подхода исполь-
зуется также в обширных текстах патентов [244;  245], полученных S. A. Johnson с соавто-
рами. В последние годы этот подход был реализован в виде конкретных технических про-
тотипов [246–254], краткое описание которых будет дано в разделе 4.1. 

Большое количество вычислительных операций, которые связаны с решением кон-
кретных, имеющих перспективы дальнейшего практического приложения, обратных задач 
томографического восстановления неоднородностей в целях медицинского диагностиро-
вания, заставило авторов работы [255] придти к выводу, что решение таких задач требует 
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применения суперкомпьютерных технологий. В этой работе применяется градиентно-
итерационный метод поиска решения на основе минимизации квадратичной невязки.  

На важность вопросов сходимости обращено внимание в работе [256]. Расширению 
размеров области сходимости выбранной итерационной схемы способствует, как упоми-
налось, введение взвешивающих коэффициентов перед искомыми поправками, а также 
метод постепенного “включения” эффектов перерассеяния. Этой же цели служит и метод 
постепенного “включения” рассеянного поля. В основе данного метода [140;  141;  
142 (§ 7.1);  230] лежит идея восстановления функции рассеивателя по частям. В 
[142 (§ 7.1);  257] предложены несколько вариантов алгоритмов, основанных на методе 
постепенного включения рассеянного поля, но упрощенных, с вычислительной точки зре-
ния, ценой тех или иных приближений. 

 
 

Раздел 3.1. Оценка характеристик рассеивателя методом 
максимальной апостериорной вероятности 

 
Упомянутые выше итерационные методы оценки неизвестных характеристик рас-

сеивателя были получены без принятия во внимание фактически статистического харак-
тера процесса такого рассеяния. Действительно, используемые данные рассеяния с неиз-
бежностью содержат ошибки измерения, статистические свойства которых в той или иной 
степени известны; относительно вида рассеивателя обычно также имеется та или иная ин-
формация. Эта априорная информация может быть эффективно использована при после-
довательном рассмотрении обратной задачи рассеяния как статистической задачи оцени-
вания. 

Обратные задачи рассеяния являются, как и большинство обратных задач, некор-
ректными, т.е. их решения могут быть весьма критичными к ошибкам в измерениях. Не-
линейность обратных задач рассеяния относительно неизвестных характеристик рассеива-
теля усугубляет положение, делая проблему регуляризации значительно более многогран-
ной. Подход к решению обратных задач как к статистической оценке является традицион-
ным в статистической радиофизике. 

В настоящем разделе рассматривается статистический подход к задаче восстанов-
ления акустических характеристик рассеивающих неоднородностей среды (например, фа-
зовой скорости и коэффициента поглощения) на основе измеренных в эксперименте за-
шумленных данных рассеяния. Поскольку анализируемая обратная задача рассеяния при-
надлежит к классу некорректных задач, то для обеспечения устойчивости решения требу-
ется привлечение методов регуляризации. К настоящему времени детально разработаны 
методы решения линейных некорректных задач. К ним, в частности, относятся статисти-
ческие линейные задачи, оптимальная регуляризация в которых основана на использова-
нии априорной статистической информации [258;  259] и сводится к тому или иному виду 
фильтрации. Вместе с тем, методы решения нелинейных некорректных задач исследованы 
с меньшей степенью полноты и продолжают активно развиваться [260;  261]. Упомянутая 
нелинейность решения относительно входных данных рассеяния и, возможно, одновре-
менная нелинейность самих данных относительно искомых неизвестных функций (эти 
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функции описывают рассеиватель и его вторичные источники или внутренние поля) де-
лают задачу весьма трудной и многоплановой. 

Ниже используется общая статистическая постановка решения обратной задачи 
рассеяния, как задачи оптимального (в смысле использования метода максимальной апо-

стериорной вероятности) оценивания функции рассеивателя )(rv . Алгоритм решения 

строится путем минимизации функционала. При построении функционала используется 
невязка между экспериментальными данными рассеяния и их оценками, следующими из 
уравнений типа Липпмана–Швингера, а также априорная информация о корреляционных 
свойствах помех и искомых характеристик рассеивателя. Кроме того, привлекаются урав-
нения связи, которые включаются непосредственно в функционал или, в упрощенном ва-
рианте, используются как отдельные дополнительные уравнения. 

Надо отметить, что в [262] рассматривается подобная постановка задачи. Однако 

при этом делается очень серьезное упрощение  предполагается отсутствие неизлучаю-

щих конфигураций вторичных источников [A 1 (раздел 1.1) ], и, как следствие, обрати-
мость оператора распространения с ядром в виде функции Грина. К сожалению, такое 
предположение справедливо только для некоторых моделей рассеивателей, когда имеется 
существенная априорная информация о виде функции, описывающей конкретный рассеи-
ватель [A 1 (раздел 1.2) ]. Например, это имеет место для модели рассеивателя, состояще-
го из совокупности неизвестных по силе точечных неоднородностей, местоположение ко-
торых известно. Напротив, алгоритмы, излагаемые далее в настоящем разделе, не содер-
жат подобных сужающих предположений, а процессы перерассеяния учитываются в мак-
симально строгой математической постановке. В итоге получаются регуляризованные 
оценки пространственного распределения скорости звука и коэффициента поглощения в 
пространственно-локализованном рассеивателе. Платой за оптимальность подхода являет-
ся усложнение результирующей системы нелинейных уравнений и сравнительно большой 
(однако, как показало численное моделирование, приемлемый для современных вычисли-
тельных мощностей) объем вычислительных затрат. 

 
 

§ 3.1.1. Оценки в координатном представлении и 
в пространственно-спектральном представлении 

 
В большинстве подходов определяющую роль играет система уравнений Липпма-

на–Швингера. В r -пространстве, т.е. в координатном представлении, эта система в слу-
чае зашумленных монохроматических данных рассеяния имеет следующий вид: 
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Здесь, как и выше, X   область локализации источников первичного излучения 0u ;     

область рассеяния;  Y   область приема;  0G   функция Грина для фоновой среды, счи-

тающейся однородной, изотропной и непоглощающей;  ),( xyn   шумовая добавка, т.е. 

собственно шумы и ошибки измерений. В качестве параметра A   излучаемого поля 

),(0 ru   и  ),(0 yu , для определенности, но без ограничения общности, здесь фигури-

рует точка x , характеризующая положение излучателя, т.е. ),(),( 00 xrr uu    и  

),(),( 00 xyy uu  . При написании аргументов функций зависимость от частоты   

опускается, поскольку будет рассматриваться монохроматический режим. Для простоты 
изложения в [A 2 (п. 5.4.3.1);  A 18;  263] предполагается, что функция рассеивателя 
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v  представлена только неоднородностью фазовой скорости звука 

)(rc  относительно фоновой скорости 0c . Уравнения (3.2)  это вспомогательные инте-

гральные уравнения для определения полей внутри области рассеяния. 

Статистическая оценка функции )(rv  методом максимальной апостериорной веро-

ятности основана на минимизации, в данном случае, неквадратичного функционала funcF  

[A 2 (п. 5.4.3.1);  A 18;  263]. Он включает в себя, во-первых, квадратичную форму YF  от 

невязки с экспериментальными данными. Ядром этого функционала YF  является обрат-

ная корреляционная функция помехи. Во-вторых, ограничительные соотношения на внут-
ренние поля, вытекающие из уравнений связи (3.2), включены в функциональное слагае-

мое F . Оно снабжено функциональными множителями Лагранжа ),( xr . В-третьих, 

априорная статистическая информация о рассеивателе, добавляющаяся с весовым множи-

телем  , отражена в функциональном слагаемом aprF . 

Пусть помеха ),( xyn  и искомая случайная неоднородность )(rv  являются реали-

зациями нормальных процессов с нулевыми средними и корреляционными функциями 

),;,( 1122 xyxyN  и ),( 12 rrV , соответственно. Корреляционная функция (строго говоря, 

это функция когерентности при комплекснозначном представлении полей [A 1 – глава 2] ) 

для помехи ),( xyn  определяется как ),(),(),;,( 11
*

221122 xyxyxyxy nnN  ; символ 

  обозначает усреднение по заданному множеству. Если аргументы ),( 22 xy  рассмат-

ривать как объединенный первый аргумент, а ),( 11 xy  – как объединенный второй аргу-

мент, то значения ),( 22 xyn  при переборе ),( 22 xy  формируют функцию-столбец, а зна-

чения ),( 11 xyn  – функцию-строку; здесь верхний символ “+” обозначает операцию эр-

митова сопряжения. Тогда корреляционная функция в “матричной” записи имеет вид 

),(),(),;,( 11221122 xyxyxyxy  nnN . Аналогично, корреляционная функция для 

рассеивателя )()(),( 1
*

212 rrrr vvV , содержащая информацию о характере рассеива-
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теля, в “матричной” записи )()(),( 1212 rrrr  vvV  предполагает трактовку )( 2rv  как 

функции-столбца и )( 1r
v  – как функции-строки. Обратные корреляционные функции 

),;,( 2211
1 xyxyN  и ),( 21

1 rrV  имеют другой порядок объединенных аргументов, по 

сравнению с исходными для них функциями ),;,( 1122 xyxyN  и ),( 12 rrV . 

Задача оценивания методом максимальной апостериорной вероятности сводится к 
минимизации функционала 
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Надо отметить, что в работе [264] используются ограничения, основанные непосредствен-
но на волновом уравнении для наблюдаемых полей. 

В приведенных выражениях (3.4)–(3.6) используется операция эрмитова сопряже-
ния (верхний символ “ ”), поскольку имеется в виду возможная матричная форма записи 
уравнений, удобная при организации численных расчетов. Однако при применении этой 
операции к конкретным функциям требуется аккуратность в написании порядка аргумен-
тов. Здесь надо обратить внимание, что в результате применения операции эрмитова со-
пряжения к функции-столбцу аргументы у получающейся функции-строки не должны ме-
няться. В результате же применения операции эрмитова сопряжения к функции-матрице 
порядок аргументов (или объединенных аргументов), отвечающих за формирование строк 
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и столбцов функции-матрицы, меняется на противоположный. В уравнениях Липпмана–

Швингера (3.4) и (3.5) поля ),( xyu  и ),( xru , стоящие как вне знака интеграла, так и под 

знаком интеграла, а также функциональные множители ),( xr  выступают в роли функ-

ций-столбцов с соответствующими объединенными аргументами ),( xy  и ),( xr . Тем са-

мым, эрмитово сопряженные к ним функции-строки ),( xyu , ),( xru , ),( xr  имеют 

такой же порядок аргументов. В то же время, функция )(rv , стоящая в тех же уравнениях 

Липпмана–Швингера (3.4) и (3.5) под знаком интеграла, ведет себя иным образом: функ-

ции )(rv  в “матричной” записи сопоставляется диагональный оператор-матрица 

 )(Diag rv , и тогда эрмитово сопряженный к нему оператор имеет комплексно сопря-

женные элементы  )(Diag * rv , поскольку функции )(rv  могут быть комплексны по их 

физическому смыслу, в случае рассеивающей неоднородности с поглощением. Эрмитово 

сопряжение функций-матриц )(0 ry G  и )(0 rr G  дает функции-матрицы с элемен-

тами  )()( *
00 ryyr  GG  и  )()( *

00 rrrr  GG . Наконец, в слагаемом 

aprF  (3.6), несущем априорную статистическую информацию о рассеивателе, )(rv  рас-

сматривается уже как функция-столбец, и )(rv  рассматривается как функция-строка, в 

сочетании с обратной корреляционной функцией-матрицей ),( 21
1 rrV . 

Функционал funcF  (3.3) варьируется по функциональным неизвестным rr dv )(* , 

где r   произвольный, но фиксированный при вариации вектор; rd   элементарный объ-

ем с центром в точке r . Эта вариация приводит к интегральному уравнению (при каждом 

фиксированном r )    0
)(*

func 




rr dv

F
, т.е. 
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 (3.7) 

 
При учете процессов перерассеяния волн, уравнение (3.7) необходимо дополнить 

результатом варьирования функционала funcF  (3.3) по значениям вспомогательных неиз-

вестных – функциональных коэффициентов xrxr dd),(*  и внутреннего поля 
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xrxr ddu ),(* . Тогда условие экстремума   0
),(*

func 




xrxr dd

F
 приводит к уравнению 

Липпмана–Швингера (3.2), а условие   0
),(*

func 




xrxr ddu

F
 приводит к соотношению 
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 .   (3.8) 

 
Полученная система нелинейных уравнений (3.7), (3.2), (3.8) может быть решена 

методом последовательных итераций. Схема решения обратной задачи рассеяния в стати-
стической постановке подробно обсуждается в [A 2 (п. 5.4.3.1);  A 18;  263]. Эта схема 

приводит к регуляризованной оценке рассеивателя )(rv , учитывающей процессы много-

кратного рассеяния. Начальной оценкой рассеивателя в итерационной процедуре может 
служить сглаженная борновская оценка [A 2 (п. 5.4.3.1);  A 18;  263]. Тогда из (3.2) нахо-

дится оценка поля ),( xru , и далее из (3.8) на основе полученных текущих значений )(rv  

и ),( xru  оцениваются значения ),( xr . После этого из (3.7) уточняется оценка )(rv , и 

описанный итерационный цикл повторяется. 
 
Ниже гораздо более детально излагается и иллюстрируется численным моделиро-

ванием подобный подход, но в пространственно-спектральном представлении, т.е. в 

-K пространстве, фурье-сопряженном к -r пространству. Пространственно-спектральное 
представление удобно в случае однородной изотропной непоглощающей фоновой среды, 
использования плоских зондирующих волн и разложения рассеянных полей по плоским 
волнам, что и предполагается далее. Однако такие предположения не ограничивают общ-
ности обсуждаемого ниже, в соответствии с [A 2 (п. 5.4.3.2);  A 19;  A 66;  263], метода по-
строения оптимального решения и выводов, следующих из результатов его модельной 
реализации. 

В координатном представлении оценке подлежат непосредственно функции рас-

сеивателя )(rv  и полного внутреннего поля ),( ru . В качестве параметра A  излу-

чаемого поля будет рассматриваться волновой вектор  kk  (нижний индекс   далее 

опускается) падающей монохроматической плоской волны )exp(   rki . В пространствен-

но-спектральном представлении оцениваются пространственный спектр рассеивателя 
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 rrξrξ divv ) exp()()(~  и пространственный спектр ),(
~

kξI  вторичных источников 

),()(),( krrkr uvI  , возникающих в области рассеяния: 




 rrξkrrkξ diuvI ) exp(),()(),(
~

  ;     0  , ΚΚ  kξ  .   

Вектор пространственной частоты ξ  принадлежит D -мерному пространству K , т.е. K -

пространству векторов пространственной частоты со всевозможными направлениями и 

длиной. Вектор k  принадлежит пространству 0Κ  волновых векторов с фиксированной 

длиной 0kk , где 0k   волновое число в фоновой однородной среде. 

Экспериментальными данными рассеяния ),(
~

ex klI  выступают комплексные зна-

чения амплитуды рассеяния ),( lkf , причем в присутствии помех, возникающих в про-

цессе измерений: 

),(),()2(),(
~

ex kkk lll nfI D   ,  где 0, Kkl  .    

Член ),( kln  описывает помехи в случае приема волн в направлении рассеяния l  

при излучении первичной плоской волны в направлении k ; 0k kl . Понятие ам-

плитуды рассеяния обсуждалось ранее, например, в связи с ее определением (1.33). Значе-

ния ex
~
I  связаны с искомыми значениями v~  уравнениями типа (1.34), представляющими 

собой уравнения “наблюдений”: 
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00ex
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ndIGvvI
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ξk

kξkξξξkk

l

llll k
 (3.9) 

 

где ) ,(
~

00 kξG   пространственный спектр функции Грина однородной изотропной без-

граничной среды (здесь зависимость 0
~
G  от 0k  обозначена в аргументе). 

Предполагается, что функции ),( kln  и )(~ ξv  являются реализациями нормально 

распределенных случайных процессов с нулевым средним и корреляционными функция-

ми ) , ; , 1122( kk llN  и ),( 12 ξξV , соответственно. По аналогии с координатным пред-

ставлением (см. выше), корреляционная функция (точнее говоря, функция когерентности 

при комплекснозначном представлении полей) для помехи ),( kln  определяется как 

),(),() , ; , 11
*

221122( kkkk llll nnN  ;  символ   обозначает усреднение по задан-

ному множеству. Если аргументы ),( 22 kl  рассматривать как объединенный первый ар-

гумент, а ),( 11 kl  – как объединенный второй аргумент, то значения ),( 22 kln  при пере-
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боре ),( 22 kl  формируют функцию-столбец, а значения ),( 11 xln  – функцию-строку; 

здесь верхний символ “+” обозначает операцию эрмитова сопряжения. Тогда в “матрич-

ной” записи ),(),() , ; , 11221122( kkkk llll  nnN . Аналогично, корреляционная 

функция для пространственного спектра рассеивателя )(~)(~),( 1
*

212 ξξξξ vvV   в 

“матричной” записи )(~)(~),( 1212 ξξξξ  vvV  предполагает трактовку )(~
2ξv  как 

функции-столбца и )(~
1ξ

v  – как функции-строки. Обратные корреляционные функции 

) , ; , 2211
1( kk llN   и  ),( 21

1 ξξV  имеют другой порядок аргументов, по сравнению с 

исходными ) , ; , 1122( kk llN  и ),( 12 ξξV . При этом ) , ; , 2211
1( kk llN  и ),( 21

1 ξξV  

отличаются от аналогичных функций в координатном представлении. 
Рассматриваемый подход к решению обратных задач рассеяния с учетом помех ба-

зируется на системе уравнений (3.9), которая дополняется ограничительными уравнения-

ми связи (1.32) типа уравнений Липпмана–Швингера для неизвестных значений ),(
~

kξI : 

 

.,;),(
~

),(
~

)(~)(~),(
~

00
)2(

1
KdIGvvI

K
D  

ξξξkξξξξkξkξ k    (3.10) 

 
Действительно, в подынтегральный член соотношения (3.9) входят точные значения про-

странственного спектра ),(
~

kξI  для всех Kξ , в то время как из эксперимента извест-

ны лишь его зашумленные значения при lξ , т.е. 0kξ . В координатном представ-

лении подобные уравнения связи рассматривались в (3.2) для волновых полей внутри об-
ласти рассеяния. 

На основе зашумленных данных рассеяния ),(
~

ex klI , известных из эксперимента 

для всех векторов 0, Kkl  или только для части этих векторов, а также на основе апри-

орной информации о статистических свойствах помех и характеристик рассеивателя, тре-
буется получить оценку функции, описывающей искомую рассеивающую неоднород-
ность. Ниже, пока не оговорено особо, рассматривается случай однокомпонентного рас-
сеивателя, представленного, например, неоднородностями фазовой скорости звука 











)(

11
)(

22
0

2

r
r

cc
v ,     (3.11) 

где 0c  и )(rc   скорость звука в фоновой непоглощающей среде и в области рассеяния 

 , соответственно. Статистическая оценка пространственного спектра рассеивателя 

)(~ ξv  методом максимальной апостериорной вероятности основана на минимизации не-

квадратичного функционала 
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aprfunc 0
FFFF  KK  .      (3.12) 

Здесь 
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;),(),(
~

),(
~

)(~
)2(

1

)(~),(
~

),(
~

),(
~

)(~
)2(

1

)(~),(),(),,
~

,
~

,~,~(

00

00

0

0

kξξkξξξξ

kξkξξk

ξkξξξξ

kξkξkξξk











































dIGv

vIdd

dIGv

vIddIIvv

K
D

KK

K
D

KK
KK

k

k

FF

 (3.14) 

 
 

.)(~),(),()(~);~,~( 21221
1

211aprapr  
1 ξξξξξξξξ ddvvvv

K


   VVFF  (3.15) 

 
 

По физическому смыслу, член 
0KF , определяемый выражением (3.13), представля-

ет собой квадратичную форму от невязки между значениями амплитуды рассеяния (по 
аналогии со значениями волновых полей в координатном представлении). Эти значения, с 

одной стороны, измерены экспериментально ( ex
~
I ), а с другой стороны  оценены из (3.9) 

при 0),( kln . В неквадратичный член KF , представленный в (3.14), включены ограни-

чительные соотношения, вытекающие из уравнений Липпмана–Швингера (3.10). Эти ог-
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раничительные соотношения снабжены функциональными множителями Лагранжа 

),( kξ . Второе интегральное слагаемое в выражении (3.14) для KF , комплексно сопря-

женное к первому интегральному слагаемому, введено для обеспечения действительного 

значения итогового функционала funcF . В квадратичном члене aprF , приведенном в (3.15), 

отражена априорная статистическая информация о характеристиках рассеивателя, входя-

щая с весовым функциональным множителем ),( 21 ξξ . Матрицы 1N  и 1V  в (3.13) и 

(3.15) выступают в качестве известных параметров, и поэтому в аргументах членов функ-

ционала 
0KF  и aprF  они отделены точкой с запятой от подлежащих оценке величин 

 IIvv
~

,
~

,~,~ . Выражение (3.15) приведено для случая однокомпонентного рассеивателя 

типа (3.11). Кроме того, без ограничения общности метода, в (3.15) полагается также, что 

Kv  ξξ ,0)(~ , где символ   обозначает усреднение по ансамблю рассеивателей 

рассматриваемого класса. Если это последнее условие не выполняется, то в (3.15) функ-

цию )(~ ξv  следует заменить на ее отклонения от статистически оцененного среднего зна-

чения пространственного спектра рассеивателя. Соответственно, ),( 12 ξξV  формируется 

как ковариационная функция.  
Подобно координатному представлению, в выражениях (3.13)–(3.15) используется 

операция эрмитова сопряжения (верхний символ “ ”), имея в виду возможную “матрич-
ную” форму записи уравнений. Как уже отмечалось, применение этой операции к кон-
кретным функциям нуждается во внимательном написании порядка аргументов. Так, в ре-
зультате применения операции эрмитова сопряжения к функции-столбцу аргументы у эр-
митово сопряженной функции в виде функции-строки не должны меняться. В результате 
же применения этой операции к функции-матрице порядок аргументов (или объединен-
ных аргументов), отвечающих за формирование строк и столбцов функции-матрицы, ме-

няется на противоположный. Причем в уравнениях (3.9) и (3.10) функции )(~ klv  и 

)(~ kξ v , присутствующие в качестве отдельных слагаемых, выступают в роли функций-

столбцов, в то время как стоящие под знаком интеграла функциональные сомножители 

)(~ ξlv  и )(~ ξξ v  – в роли функций-матриц. Таким образом, в выражениях (3.9) и 

(3.10) и, соответственно, в (3.13)–(3.15) для функций-столбцов с объединенными аргумен-

тами типа )(~ klv ,  )(~ kξ v , ),(
~

ex klI , ),(
~

kξI , ),(
~

kξI , ),( kξ  их эрмитово сопря-

женные величины следует писать с тем же порядком аргументов )(~ k lv ,  )(~ kξ v ,  

),(
~

ex klI ,  ),(
~

kξI ,  ),(
~

kξI ,  ),( kξ . Для функций-матриц )(~ ξlv  и )(~ ξξ v  

порядок аргументов при эрмитовом сопряжении меняется:  )(~)(~ * ξξ  ll vv ,  

 )(~)(~ * ξξξξ  vv . Функции ) ,(
~

00 kξG  в “матричной” записи сопоставляется 

диагональный оператор  ) ,(
~

Diag 00 kξG , и эрмитово сопряженный к нему оператор 

имеет комплексно сопряженные элементы  ) ,(
~

Diag 0
*
0 kξG .  В (3.15)  )(~

2ξv  рассмат-

ривается как функция-столбец, а )(~
1ξ

v  – как функция-строка. 
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Ставится задача строгого поиска условного экстремума на связях исходного функ-

ционала funcF   (3.12)–(3.15) путем варьирования funcF  по функциональным неизвестным 

*~v , *  и *~
I . Это приводит к полной системе нелинейных уравнений для оценки искомых 

значений v~  и неизвестных вспомогательных величин I
~

,  . Варьирование и последую-

щее преобразование получающихся соотношений могут быть выполнены как для двумер-

ной, так и трехмерной задачи при произвольных корреляционных функциях N  и V . По-

следовательность соответствующих математических преобразований подробно обсужда-
ется в [A 2 (п. 5.4.3.2);  263] на примере двумерного пространства. При этом решение пол-
ной итоговой системы уравнений для получения оценки пространственного спектра 
функции рассеивателя представляется достаточно сложной в вычислительном плане зада-
чей. Поэтому целесообразно рассмотреть решение обратной задачи в более простой по-
становке [A 2 (п. 5.4.3.2);  A 19;  A 66;  263]. Следует вернуться к исходному функциона-

лу, однако вместо полного функционала funcF   (3.12)–(3.15) теперь будут рассматриваться 

только два его квадратичных члена: 

,);~,~();
~

,
~

,~,~(),;
~

,
~

,~,~( 11
aprfunc2

1

0

1     VFFVF vvNIIvvNIIvv K  (3.16) 

где выражения для 
0KF , aprF  приведены в (3.13), (3.15). Неквадратичный функциональ-

ный член KF   (3.14), снабженный множителями Лагранжа, теперь в функционал func2F   

(3.16) не включается. Вместо этого, функционал func2F  дополняется ограничительными 

уравнениями связи (3.10) типа интегрального уравнения Липпмана–Швингера для неиз-

вестных значений пространственного спектра вторичных источников ),(
~

kξI , которое 

приводится здесь, для удобства, еще раз: 
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ξξξkξξξξkξkξ k  (3.17) 

В этом случае задача строгого поиска условного экстремума на связях функционала funcF   

(3.12)–(3.15) заменяется на более простую  поиск экстремума функционала func2F   (3.16) 

при строгом удовлетворении решения уравнениям связи (3.17). 

Квадратичный функционал func2F  минимизируется только по неизвестным *~v . А 

именно, при варьировании func2F  по функциональным неизвестным χχ dVv )(~*  вводится 

величина χdV   элементарный объем с центром в точке Kχ  в декартовой системе ко-

ординат; здесь χ   произвольный (в остальном) фиксированный вектор: 
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  VF
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В результате получается уравнение для ),;
~

,
~

(~~ 11  VNIIvv , которое хотя и громозд-

ко, но, по сути, несложно [A 2 (п. 5.4.3.2) ]. Преобразованные уравнения (3.18), совместно 

с уравнениями (3.17) для всех 0Kk , образуют полную систему уравнений для оценки 

искомых значений v~  и неизвестных вспомогательных величин I
~

. В алгоритмической 

схеме (3.18), (3.17) учитывается априорная статистическая информация о шумах и иско-
мом рассеивателе, позволяющая регуляризовать решение. 

Преобразование выражений итерационной схемы (3.18), (3.17) удобно проводить с 
учетом процедуры дискретизации. При переходе от непрерывных величин к дискретным 

задается M  направлений падения вектора },{ 0  kk  облучающего поля и M  направ-

лений приема рассеянного поля с вектором },{ 0  kl , которым соответствует шаг дис-

кретизации по углу M 2  : 
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k
  (3.19) 

В окрестности нулевых ( 0χ ) и предельно допустимых в задаче пространственных час-

тот ( 02kχ  ) требуется особая осторожность при переходе к дискретному представле-

нию. В рассматриваемых схемах предполагается, что пространственный спектр рассеива-

теля )(~ ξv  хорошо локализован внутри круга радиуса 02k , за счет чего можно ограни-

читься оценкой значений )(~ ξv  только при 02kξ . Поэтому фиксированный вектор χ , 

где 02kχ , удобно задать в виде разности двух фиксированных векторов l  и k  дли-

ны 0k  lk : 

  klχ ,          ,0kk ,      ,0kl  .   

Далее множество значений k  и l  выбирается таким, что вектор χ  определяется одно-

значно, о чем подробнее будет сказано далее, – см. (3.23). С физической точки зрения, 

значение спектра рассеивателя )(~* χv  на фиксированной пространственной частоте 

  kl=χ  формируется (в двумерном пространстве) в случае 02,0  kχ  двумя парами 

векторов 1k  и 1l , таких, что χ 11  kl :     ll11 ;kk   и  

   kk 11 ; ll . При  kχ 2  (т.е.  kl ) эти две пары вырождаются в од-

ну; а при 0χ  (т.е.  kl ) имеются M  дискретных пар  mm kk ; ,  Mm ,1 . 

Для двумерной задачи в предположении некоррелированных по различным на-
правлениям ошибок измерения имеем: 

. ,, ,;) () );,( 022111 21 2
0

2 2 1 1 (
1

   
1 KN

n
 kkk llllll kkk,  (3.20) 
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Аналог соотношения (3.20) в дискретном представлении для M  направлений падающего 

поля и M  направлений рассеянного поля (3.19) имеет вид: 

 
1

);,(
2,12 ,1

0
2 2 1 1    

1

kkk 

llll
P

N ,k  ,    

где  

M 2 ,   0kk ,  2
00 )( knP  ,   21212 ,1

   при0 ;   при1 llllll  , 

 

т.е. здесь 
2 ,1 ll   символ Кронекера, определенный на дискретизованном векторном ар-

гументе. В принятых обозначениях величина 2
0 )( kn   является безразмерной для дву-

мерной задачи. С физической точки зрения, это мощность помехи ),( kln  в пространстве 

используемых при измерениях пар волновых векторов 0, Kkl , содержащаяся в секторе 

телесного угла 2)( k  при 10 k . Размерностный коэффициент 0n  является, по физиче-

скому смыслу, плотностью мощности помехи в этом пространстве: это мощность помехи, 
приведенная к единице телесного угла. 

С учетом (3.20), уравнения (3.18) приобретают в дискретном представлении сле-
дующий вид: 

)()()(
~

)(~),( 21
mean

ex χχχηηχ
η
  IvA  .   (3.21) 

Система, состоящая из уравнений (3.21) и (3.17), предполагает, что пространственный 

спектр рассеивателя хорошо локализован внутри круга радиуса 02k , за счет чего можно 

ограничиться оценкой значений )(~ ηv  только при 02kη . Независимые дискретные 

отсчеты для η  задаются в нерегулярной координатной сетке. Нерегулярность связана с 

равномерным угловым шагом дискретизации направлений векторов 0, Kkl , обычно 

используемых при измерениях. Здесь надо отметить следующее. Экспериментальные дан-
ные могут измеряться для всех дискретных значений векторов падающего и рассеянного 
полей, как это определено в (3.19) для случая полных данных. Однако при этом подлежа-

щие определению компоненты пространственного спектра рассеивателя )(~ ηv  рассматри-

ваются на множестве дискретных независимых значений аргумента η , формируемого как 

разность двух векторов: 

 )(0
12   kη l ,         021

k  lk  ,  (3.22) 

где вектор 
1

k  принимает все дискретные угловые положения (соответствующий индекс 

1 ), а вектор 
2

l , в силу теоремы взаимности, – только половину угловых положений 

(индекс 2 ): 
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Подобным образом выбираются и независимые дискретные значения χ , являющиеся па-

раметрами уравнений (3.18) и, следовательно, (3.21): 
 

 )(0   kχ l ,       (3.23) 

где 
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здесь   и   выступают в роли индексов. Значения индексов 2  и   следует понимать с 

учетом периода их изменения M . 

Матрицей, действующей в (3.21) на неизвестные )(~ ηv , является: 

),(),(),(),(),( 1

0 ηχηχηχηχηχ  VPEA  ,  (3.24) 

 

где ),( ηχE   единичная матрица,  
)(2

)()()(
),(

χ

ηηχ
ηχ

C

CSS
  .  Коэффициенты S  тако-

вы: 




















.2  или  0  при  3/

;2 и 0  при  )sin(
)(

0

0

k

k

χχ

χχ
χS   (3.25) 

Для )(ηS  вектор χ  заменяется вектором η , и аргумент )(    заменяется аргумен-

том )(
21   .  Происхождение коэффициентов S  связано с различием в описании 

пространств 0K  и K  векторов пространственной частоты, участвующих в выражениях 

(3.13)–(3.15). Это является следствием различия в физическом смысле корреляционных 

матриц V  и N , возникающего также и в координатном представлении. Так, для 

)(~)(~),( 1212 ξξξξ  vvV  векторы K21  , ξξ  принимают все возможные дискрет-

ные значения в пределах рассматриваемой области пространственных частот, в то время 

как для ),( ),(),;,( 11221122 kkkk llll  nnN  векторы 02121  ,,, Kllkk   изменя-

ются только по направлению. 

Коэффициент )(ηC   это количество возможных вариантов формирования фикси-

рованного вектора η   с помощью пары векторов 0, Kkl   в виде ηk l , когда каж-

дый из векторов k,l  принимает M  дискретных значений (3.19): 
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 ;2 при1;2и0 при2;0 при)( 00 kk  ηηηηη MC   

аналогично определяется )(χC . 

Величины )(
~mean

ex χI  являются данными рассеяния (содержащими шумы и ошибки 

измерений), усредненными по этим ситуациям: 
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Член )(1 χ  имеет такую же структуру, но ex
~
I  в правой части заменяется значениями 

 Iv
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)(~ χ : 
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Последний член )(2 χ  в (3.21) таков: 
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  (3.26) 
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Количество  12 2 M  алгебраических уравнений (3.21) совпадает с количест-

вом искомых значений )(~ ηv . Эти уравнения дополняются дискретизованными уравне-

ниями (3.17), что позволяет оценить неизвестные значения ),(
~

kξI  для использующихся 

в (3.26) значений аргумента χξ  1l  (в частности, для 0kξ ). 

 

В более общем, чем (3.11), случае рассеиватель состоит, согласно (1.10), одновре-

менно из скоростной -c компоненты и поглощающей - компоненты: 
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    (3.27) 

при временнόй зависимости полей )exp(~ ti ; здесь ),(  r   амплитудный коэффи-

циент поглощения в области рассеяния  . Следовательно, 

Kvivv c   ξξξξ    ,)(~)(~)(~ ;  функции )(rcv  и )(rv  действительны, однако их 

пространственные фурье-образы таковыми могут не являться. Тогда оптимальна раздель-
ная оценка каждой из этих компонент, учитывающая априорную информацию о корреля-
ционных свойствах отдельных компонент рассеивателя. При этом корреляционная функ-

ция ),( 12 ξξV  пространственного спектра двухкомпонентного рассеивателя имеет блоч-

ную структуру: 
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где   )(~)(~),( 1212 ξξξξ  cccc vvV  ,      )(~)(~),( 1212 ξξξξ 
  vvccV  , 

       )(~)(~),( 1212 ξξξξ 
  cc vvV  ,    )(~)(~),( 1212 ξξξξ 

  vvV  . 

При построении обратной корреляционной функции  
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надо  учитывать,  что  V   обращается  как  целое,  и  поэтому, в  общем  случае,  

   11 





   cccc

VV ,       11 


  VV ,        11 


  cc VV ,        11 


  cc VV .  

Выражение (3.15) для функционала aprF  заменяется более общим: 
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где 













 )(~

)(~

2

2

 ξ

ξ

v

vc

i
 и  )(~ ;)(~

11  ξξ 
 vvc i   функция-столбец и функция-строка, соответст-

венно; полагается, что 0~ cv ,  0~ v . 

Поскольку излагаемый строгий подход предполагает раздельную оценку -c  и 

- компонент функции  vvv c
~~~
 i , то полный функционал funcF   (3.12) или func2F   

(3.16) варьируется независимо по обеим искомым функциям *~
cv  и   ** ~~

    vv ii . При 

этом результат дифференцирования всех, кроме aprF , членов функционала funcF  или 

func2F , полностью совпадает с результатом дифференцирования этих членов по полной 

функции *~v . Отличие будет только за счет дифференцирования члена aprF , что более 

подробно изложено в [A 2 (п. 5.4.3.2) ].  

Априорная оценка величины 1V  может быть достаточно приближенной, не силь-

но влияя при этом на решение обратной задачи, что позволяет, в ряде случаев, использо-

вать при формировании функционала aprF  для модели рефракционно-поглощающего рас-

сеивателя (3.27) упрощенный подход. В нем оценивается полная функция пространствен-

ного спектра Kvivv c   ξξξξ    ,)(~)(~)(~ ,  без разделения ее на -c  и - компонен-

ты. Тогда описание априорной информации о двухкомпонентном рассеивателе предпола-

гает ту же структуру априорного члена aprF  (3.15) и, формально, тот же принцип форми-

рования корреляционной функции V , как и в случае рассеивателя, состоящего только из 

одной компоненты: 

ccccvv 
  VVVVV ii)(~)(~),( 1212 ξξξξ  .   

При этом в ),( 12 ξξV  индивидуальные особенности отдельных компонент рассеивателя 

утрачиваются. В случае одинаковых корреляционных функций -c  и - компонент 

( VVcc ,  0cV ,  0cV ) этот подход перестает быть приближенным. 

Для повышения качества восстановления -c  и - компонент рассеивателя можно 

дополнительно использовать априорную информацию о том, что функции )(rcv  и )(rv  

являются действительными функциями в координатном пространстве. Кроме того, воз-
можно также учитывать, что активные среды не рассматриваются: функция, ответствен-
ная в координатном пространстве за полное поглощение (т.е. с учетом фонового поглоще-
ния, если таковое имеется), должна быть знакоопределенной. В частности, если фоновая 

среда непоглощающая, то знакоопределенной должна быть функция )(rv :  

rr    , 0)(v , при временнόй зависимости полей )exp(~ ti . 

 
Построение корреляционной функции пространственного спектра рассеивателя 

)(~)(~),(  χηχη  vvV , где ξξ  ,0)(~v , требует либо априорного знания соот-

ветствующих характеристик рассматриваемого класса рассеивателей, либо заранее най-
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денной аналитической оценки функции ),( χηV  для заданной модели рассеивателей. При 

численном моделировании полагалось, что каждая реализация случайного рассеивателя 
представлена в виде уединенной неоднородности или совокупности однотипных неодно-

родностей, среднее количество которых равно Q . Предполагается также, что пространст-

венная область, в которой могут появляться неоднородности, имеет эффективный линей-

ный размер L . Эта область статистически равномерно заполнена элементарными неодно-
родностями, случайными по знаку и амплитуде. Ансамблю случайных одиночных неод-
нородностей сопоставляются характерные статистические параметры: среднеквадратич-

ная амплитуда, эффективный линейный пространственный размер   и характерная шири-

на пространственного спектра  2 . Эта модель имитирует “кластерный” рассеива-

тель со средними размерами кластеров  . Для нее )(
2

),( spec χη
χη

χη 
















VV  .  

Функция specV   среднестатистическая пространственно-спектральная плотность “энер-

гии” рассеивателя. Она определяет ту область пространственных частот, в которой суще-
ственен учет пространственно-спектральных компонент рассеивателя; линейная ширина 

этой области  2 . Функция )( χη   определяет область существенной корреляции 

пространственно-спектральных компонент )(~ ηv  и )(~ χv ; эта функция связана с эффек-

тивным размером L : корреляция имеет место при L 2χη . В рассмотренной да-

лее модели полагается 
 














2

22

 exp)(
Lχη

χη . Способ получения оценки для 

функции )(spec ξV  обсуждается в [A 2 (п. 5.4.3.2) ]. 

Построение матрицы ),(1 ηχV  может потребовать при ее обращении регуляриза-

ции:   11 ),(),(   EVVV χηηχ , где E   единичная матрица, V   коэффициент 

регуляризации, тем или иным образом согласованный со спектром собственных значений 

матрицы ),( χηV . С физической точки зрения, это означает предположение о “белой” 

компоненте со средней пространственно-спектральной плотностью энергии V  в про-

странственном спектре рассеивателя )(~ ξv . Таким образом, допускается неопределен-

ность в знании статистических характеристик )(~ ξv . 

 
 

§ 3.1.2. Численная модель реконструкции рассеивателей 
 

Экспериментальные данные рассеяния в отсутствие помехи ),(
~

),(
~ 0

ex
0

ex  II kl , 

т.е. ex
0

ex
~~
II   при 0),( kln , моделировались на этапе решения прямой задачи для за-

данной функции рассеивателя )(rv  в двумерном пространстве;  },{ 0  kk ,  },{ 0  kl . 

Использовалось итерационное решение уравнений типа Липпмана–Швингера (3.17) с по-
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следующей интерполяцией найденных значений ),(
~

kξI  ( Kξ ) на окружность Эваль-

да 0kξ  при каждом фиксированном k  [A 2 (раздел 5.3);  A 9]. В полученные значе-

ния ),(
~0

ex I  привносилась ошибка ),(),(  nn kl , некоррелированная по различ-

ным направлениям, – см. (3.20). Ошибка ),( n  представляла собой случайную нор-

мально распределенную последовательность с нулевым средним значением и среднеквад-

ратичным амплитудным отклонением ns  независимо для ),(Re n  и ),(Im n . 

Численно полагалось maxns
~
Iq , где коэффициент 0q ,  ),(

~
max

~ 0
ex

,
max 


II . 

Входное амплитудное отношение “помеха/сигнал” 0
ex

~
In  характеризовалось отно-

шением нормы помехи n  к норме незашумленных данных рассеяния 0
ex

~
I . Здесь 





22

0

2

0

),( ddnn ,  



22

0

20
ex

0

0
ex ),(

~
 

~
ddII ,  или, в тер-

минах дискретизованных величин,  



, 

2
),( nn ,   





,

20
ex

0
ex ),(

~
 

~
II .  При численном моделировании одновременно ис-

пользовались два независимых набора ошибок с одинаковым отклонением ns . Этим на-

борам соответствовали две независимые по помехе реализации экспериментальных дан-

ных ),(),(
~

),(
~ 0

exex  nII , т.е. эффективное входное отношение “поме-

ха /сигнал” составляло 
0

ex
eff

0
ex

~
2

~
I

n

I

n














 . 

На этапе решения обратной задачи значения пространственного спектра рассеива-

теля )(~ ηv  оценивались из системы (3.21), (3.17). Решение интерполировалось с неравно-

мерной сетки (3.22) на равномерную декартову сетку, и обратным пространственным фу-

рье-преобразованием формировалась окончательная оценка рассеивателя )(ˆ rv  в -r про-

странстве. Относительная среднеквадратичная погрешность для )(ˆ rv  рассчитывалась как 

отношение невязки между оценкой )(ˆ rv  и истинной функцией )(rv  к норме функции 

)(rv :   



 


r

r

r

rr

2

2

)(

)()(ˆ

v

vv

v  . 

 
Рассмотрение вначале приближения однократного рассеяния, т.е. первого прибли-

жения Борна, позволяет далее провести сравнение с ним эффективности оптимальной об-
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работки в случае сильных рассеивателей. В первом приближении Борна члены )(1 χ  и 

)(2 χ  в правой части (3.21), ответственные за учет перерассеяний, опускаются. Не тре-

буются и дополнительные уравнения связи (3.17). Тогда борновская оценка )(~
born ηv , со-

гласованная с априорной информацией о корреляционных свойствах пространственных 

спектров помехи и рассеивателя, находится для )12( 2 M  значений векторов простран-

ственной частоты η   (3.22) из системы алгебраических уравнений: 

)(
~

)(~),( mean
exborn χηηχ

η

IvA   .    (3.28) 

Надо отметить, что в приближении малых помех 00 P , матрица при неизвест-

ных (3.24)  ),(),( ηχηχ EA  ,  и получается очевидный для слабых рассеивателей ре-

зультат: )(
~

)(~ mean
exborn χχ Iv  . Для дальнейшего сопоставления с более сильными рассеи-

вателями использовались, как уже упоминалось, две реализации экспериментальных дан-
ных. Получаемая избыточная система (3.28) решалась МНК-способом. В первом прибли-
жении Борна МНК-решение избыточной задачи равносильно решению безызбыточной 
задачи с данными рассеяния, усредненными по реализациям. 

Регуляризующая фильтрация в первом приближении Борна подобна классической 
фильтрации винеровского типа. Действительно, в (3.28) роль “фильтра” играет матрица 

  1),( ηχA . При этом, согласно (3.24), энергетическому отношению “помеха /сигнал” со-

поставляется величина ),(1
0 ηχVP , входящая в (3.24) с функциональным весовым ко-

эффициентом ),(),( ηχηχ  . Выбор весового множителя ),( ηχ  в виде 

),(

1
),(

ηχ
ηχ


      (3.29) 

приводит процедуру фильтрации в (3.28) в соответствие с винеровской схемой, обеспечи-
вающей оптимальное решение линейной обратной задачи. Фильтрация заключается в по-

давлении в пространственно-спектральной оценке )(~
born ηv  высоких пространственных 

частот. В то же время, на низких пространственных частотах влияние помехи сохраняется. 
В численном эксперименте восстанавливался слабый рассеиватель гауссовской 

формы с максимальным контрастом фазовой скорости 01.00  cc  и полушириной 

82.002/1 d  по уровню e1 . Дополнительный набег фазы при распространении вдоль 

центрального сечения рассеивателя составляет  03.0 . Каждая из двух независи-

мых по помехе реализаций данных ),(
~

ex klI  содержала помеху с maxns
~

15.0 I   и  

75.0
~0

ex In , т.е. уровень входного отношения “помеха /сигнал” был высок. Ре-

зультаты численного моделирования приведены в [A 2 (п. 5.4.3.3);  A 66;  263]. При вос-
становлении без регуляризующей фильтрации априорная информация о рассеивателе и 
присутствующей в действительности помехе не учитывается, поскольку в (3.24) полагает-
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ся 00 P . В этом случае относительная погрешность оценки )(ˆ rv  составила 5.0v , 

практически совпадая с величиной эффективного входного амплитудного отношения 

“помеха /сигнал”   53.0
~

eff

0
ex In . При восстановлении с использованием регуля-

ризующей фильтрации корреляционная матрица N  формируется для истинного уровня 

помехи, при котором 2
ns0 )(P ; множитель ),( ηχ  задается оптимальным  в виде 

(3.29). Качество оценки )(ˆ rv  в присутствии тех же двух наборов ошибок заметно улучша-

ется: 09.0v . 

Как в случае применения фильтрации, так и при ее отсутствии, для достаточно вы-

соких уровней помехи наблюдается линейная зависимость погрешности v  от 

 
eff

0
ex

~
In . При низких уровнях помехи величина v  уменьшается медленнее из-за 

погрешностей дискретизации. Важно также, что в случае использования регуляризующей 

фильтрации наблюдается достаточно слабая зависимость оценки рассеивателя )(ˆ rv  от 

конкретного вида параметров регуляризации. 
 

Для оценки рассеивателей средней силы и сильных рассеивателей требуется учет 
процессов многократного рассеяния, и при численном моделировании использовалось 
решение объединенной системы (3.21), (3.17). В силу нелинейности системы относитель-

но неизвестных ( Iv
~

,~ ), ее приходится решать методом последовательных итераций. При 

численном моделировании была реализована итерационная схема с попеременной оцен-

кой v~  и I
~

, наподобие схем, рассмотренных в [A 2 (п. 5.4.2.2,  п. 5.4.2.3) ]. В каждом фик-

сированном итерационном цикле с номером j  оценка )(~
)( ηjv  является решением под-

системы (3.21), в которой члены правой части )(1 χ  и )(2 χ  формируются с помощью 

оценок )1(
~

jv  и )1(
~

jI , полученных в предыдущем цикле. Начальной оценкой ( 1j ) в 

итерационной цепи служит сглаженная борновская оценка )(~
born ηv , – см. (3.28). Исполь-

зование двух реализаций зашумленных данных рассеяния ex
~
I  делает подсистему (3.21) 

избыточной и предполагает ее МНК-решение, что дополнительно стабилизирует сходи-
мость итерационной схемы. Надо отметить, что за счет учета перерассеяний правая часть 

(3.21) неявным образом нелинейно зависит от ex
~
I . Поэтому МНК-решение подсистемы 

(3.21) с избыточными данными ex
~
I  от всех реализаций не равносильно, в отличие от слу-

чая первого приближения Борна, решению безызбыточной подсистемы с усредненными 
по реализациям исходными данными. 

Во избежание возможной “раскачки” итерационного решения вводится частичный 

(“релаксационный”) учет поправки: )(1)(
~~)1(~

j)j(j vvv   , где )(
~

jv   – окончатель-

ная пространственно-спектральная оценка -j го цикла; 10  , для описанных ниже 

численных примеров 8/1 . Далее решается подсистема (3.17) для оценки ),(
~

 )( kξjI  

на основе фиксированных значений )(
~

jv  , и итерационный цикл повторяется. Как известно, 
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в силу присутствия в уравнениях (3.17) операции свертки, техника решения этих уравне-

ний требует предварительного внесения вокруг носителя функции )(ˆ )( rjv   ( )(
~

jv   – про-

странственный спектр этой функции) дополнительной пространственной области с нуле-
выми значениями, что подробно излагалось в [A 2 (раздел 5.3) ]. 

Сходимость итерационной процедуры контролировалась с помощью текущего зна-

чения невязки 



,

2

ex)(ex)( ),(
~

),( 
~

 
~~

IIII jj , рассчитываемой по-

сле интерполяции найденных значений ),(
~

)( kξjI   ( Kξ ) на значения ),( 
~

)( kljI , со-

ответствующие окружности Эвальда 0kξ . Окончанию итераций соответствовало 

уменьшение ex)(
~~
II j   до величины, сравнимой с нормой n  вносимой ошибки. Надо 

отметить, что предлагаемый метод восстановления сохраняет работоспособность, в прин-
ципе, при любой рабочей частоте. Однако поскольку рассеивающая способность акусти-
ческого рассеивателя увеличивается с ростом частоты в общем случае присутствия час-
тотно-зависимых компонент (3.27), то для сильных рассеивателей требуется усложнение 
итерационной процедуры для обеспечения ее сходимости  [A 2 (п. 5.4.2.4,  п. 5.4.2.5) ]. В 
задачах медицинской диагностики мягких тканей, для которых, в первую очередь, предна-
значается настоящий алгоритм, рабочий диапазон частот лежит в мегагерцовой области. 

Результаты численного моделирования приводятся ниже для модели (3.27) рефрак-

ционно-поглощающего (комплекснозначного) рассеивателя )()()( rrr  ivvv c  сред-

ней силы. Для него функция )(Re rv  представлена четырьмя неоднородностями, распо-

ложенными несимметрично относительно начала координат, а функция )(Im rv  – одной 

неоднородностью (рис. 3.1а). Две неоднородности функции )(Re rv  имеют равные ам-

плитуды, соответствующие, согласно (3.27), близкому, но противоположному по знаку, 

контрасту скорости: 1.00  cc   и  077.00  cc . Дополнительные фазовые набеги 

вдоль центральных сечений этих неоднородностей составляют  27.0  и  

 24.0 , соответственно. Две другие неоднородности имеют меньшие равные ам-

плитуды при противоположном контрасте: 05.00  cc    (  13.0 ). Амплитуда 

функции )(Im rv  соответствует ослаблению 0Нп4.0  , а общее поглощение вдоль 

центрального сечения составляет 58.0 Нп (т.е. затухание по амплитуде – в 1.78 раз).  

То обстоятельство, что форма и ширина рефракционных и поглощающих неодно-

родностей были выбраны одинаковыми, позволило восстановить функцию )(rv  “как це-

лое”, не прибегая к схеме раздельной оценки -c  и - компонент, описанной после выра-

жения (3.27). Количество направлений излучения и приема полагалось 46M . Обратная 

корреляционная матрица ),(1 ηχV  формировалась при 2/12dL    для простого рас-

сеивателя и при 2/12d ,  2/142 dL    для сложного. Коэффициент регуляризации 

при обращении ),( χηV  составлял ),(max10
),(

6 χη
χη
VV

   в обоих случаях. 
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Рис. 3.1.  Рефракционно-поглощающий рассеива-
тель средней силы с более сложной структурой 
(контраст минимальной скорости 077.00  cc  
при дополнительном фазовом набеге 

 24.0 ; контраст максимальной скорости 
1.00  cc  при набеге  27.0 ; амплитуд-

ное поглощение в рассеивателе – в 1.78 раз): 
(а)  общий вид действительной и мнимой частей 

истинного рассеивателя; 
(б, в)  рассеиватель, восстановленный по зашум-

ленным данным при maxns
~

15.0 I  в случае 
“слабой” регуляризующей фильтрации (б) и в 
случае согласованной фильтрации (в); 

(г)  центральные сечения мнимой части истинного 
рассеивателя (пунктирная линия) и рассеивате-
ля, восстановленного в приближении однократ-
ного рассеяния по незашумленным данным 
(сплошная линия). 
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Результаты восстановления описанного рассеивателя (рис. 3.1б, в, г) иллюстрируют 
как необходимость учета процессов перерассеяния, так и принципиальную роль нелиней-
ной фильтрации при регуляризации решения. Так, первого приближения Борна для каче-
ственного восстановления уже недостаточно. Даже в отсутствие помех борновская оценка 

)(ˆborn rv , полученная из (3.28), существенно отличается от истинной функции рассеивате-

ля: относительная погрешность восстановления составляет 42.0v  (рис. 3.1г). 

Для исследования влияния регуляризующей фильтрации на качество оценки рас-
сеивателя при сильной шумовой помехе, восстановление осуществлялось с учетом пере-
рассеяний из полной системы (3.21), (3.17). Две реализации данных рассеяния соответст-
вовали, как и в случае слабого рассеивателя, независимым ошибкам с отклонением 

maxns
~

15.0 I . Тогда   08.1
~

eff

0
ex In , что свидетельствует о сильной зашум-

ленности. 
При восстановлении последовательно использовалась корреляционная матрица 

шума N , построенная в предположении двух разных уровней помехи. Так, при регуляри-

зующей фильтрации, согласованной с уровнем помехи, предполагается истинный уровень 

ошибок, при котором 2
max

2
ns0 )

~
15.0()( IP  . При “слабой” регуляризующей фильт-

рации предполагается уровень, ослабленный в 2150  раз: 2
max

3
0 )

~
10( IP  . Восстанов-

ление с использованием “слабой” фильтрации, необходимой для обеспечения сходимости 
итерационной процедуры вообще, приводит к очень низкому качеству восстановления: 

55.0v  (рис. 3.1б). Таким образом, после “слабой” фильтрации погрешность восста-

новления v  остается, по порядку величины, на уровне относительной входной ошибки в 

данных. 
Использование согласованной регуляризующей фильтрации приводит к достаточно 

высокому качеству восстановления. Даже при обозначенной сильной зашумленности дан-

ных рассеяния получается 17.0v  (рис. 3.1в). Это значение v  свидетельствует, что 

при необходимости учета перерассеяний возникают, по сравнению с результатом восста-
новления слабого рассеивателя, дополнительные погрешности. 

Важно подчеркнуть, что механизм пространственно-спектральной регуляризующей 

фильтрации всегда однотипен, независимо от номера итерационного цикла j . Это связа-

но с тем, что в соотношениях (3.21), (3.24) матрица ),( ηχA  остается неизменной для всех 

итерационных циклов. Именно эта матрица содержит информацию о корреляционных 
свойствах помехи и рассеивателя. Поэтому в каждом итерационном цикле регуляризую-
щая фильтрация сводится к фильтрации винеровского типа, аналогичной фильтрации в 

случае слабых рассеивателей. При этом решение )(~
)( ηjv  на основе (3.21) подобно бор-

новской оценке (3.28), но с коррекцией (по результатам предшествующего цикла) правой 
части на эффекты перерассеяния. Тем самым, для восстановления достаточно сильных 
рассеивателей получено нелинейное обобщение метода винеровской фильтрации, обеспе-
чивающее итоговое регуляризованное решение, близкое к оптимальному. Можно отме-
тить, что в [265] предлагался простейший вариант фильтрации в виде ограничения (“обре-
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зания”) пространственного спектра рассеивателя на каждом итерационном шаге, что, в то 
же время, ускоряло сходимость итераций. 

Наконец, при численном моделировании было обнаружено, что согласованную ре-
гуляризующую фильтрацию достаточно применить только в заключительном цикле ите-
рационной процедуры. Действительно, получив предварительно решение задачи при 
“слабой” регуляризующей фильтрации (рис. рис. 3.1б), можно сделать еще один дополни-
тельный итерационный цикл, однако уже с согласованной фильтрацией. Результат такой 
“однократно-согласованной” фильтрации практически совпадает, по качеству восстанов-
ления, со случаем многошаговой согласованной фильтрации. Это интересный в приклад-
ном отношении факт. Он позволяет сначала восстановить рассеиватель с использованием 
фильтрации, предполагающей некоторый уровень шума, заведомо ниже истинного, после 
чего результат восстановления дополнительно однократно обработать новым, более силь-
ным “фильтром”. Меняя параметры этого дополнительного “фильтра”, можно подобрать, 
даже не зная точных характеристик помехи, вариант, оптимальный для данного типа рас-
сеивателя и ошибок измерения. Однако теоретически обосновать такой упрощенный под-
ход не удалось. Возможно, он эффективен только для не слишком сильных рассеивателей 
с достаточно простой формой. 

 
Итак, при реализации статистической обратной задачи можно работать как в про-

странственно-спектральном, так и в координатном представлении. Пространственно-
спектральное представление удобно, прежде всего, при работе с данными рассеяния, 
представленными в терминах плоских падающих полей и рассеянных полей в дальней зо-
не. Работа в координатном представлении обладает некоторыми преимуществами. В этом 
случае удается избежать серьезной технической проблемы и основного источника по-

грешностей в вычислениях  многочисленных громоздких процедур интерполяции с де-

картовой сетки на нерегулярную полярную сетку (“виньетку”) и наоборот. Кроме того, с 
технической точки зрения, построение корреляционной функции рассеивателя проще в 
координатном пространстве, поскольку связь амплитуды корреляционной функции и ее 
характерной ширины со среднестатистическими параметрами рассеивателя более нагляд-

на в -r пространстве, чем в -K пространстве. Наконец, при восстановлении поглощаю-
щих рассеивателей контроль знакоопределенности функции, ответственной за полное по-
глощение в каждой пространственной точке, наиболее просто организовать в -r про-

странстве. В случае же работы в -K пространстве такой контроль потребует (при получе-
нии оценки пространственного спектра рассеивателя на каждом итерационном шаге) пе-
рехода в -r пространство, что будет сопровождаться дополнительными вычислительными 

погрешностями. Что касается введенного при работе в -K пространстве ограничения про-
странственного спектра рассеивателя и, фактически, пространственного спектра вторич-

ных источников кругом радиуса 02k , то в -r пространстве это ограничение также прояв-

ляется в неявном виде  через неустойчивость задачи. Так, расширение пространственно-

го спектра вторичных источников (по сравнению с пространственным спектром рассеива-
теля) сопровождается необходимостью введения более мелких отсчетов в -r пространст-

ве и, при выходе спектра вторичных источников за пределы круга радиуса 02k , приводит 

к неустойчивости решения (см. § 3.2.3). 
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Раздел 3.2. Влияние объема экспериментальных данных на 
единственность и устойчивость решения обратной задачи 

рассеяния томогpафического типа  
 
Обратная задача рассеяния является нелинейной некорректной задачей. Это соче-

тание свойств делает особенно сложным и, вместе с тем, актуальным анализ возможно-
стей ее устойчивого и единственного решения. Действительно, некорректность задачи ес-
тественным образом приводит к неустойчивости решения. Вместе с тем, нелинейность 
решения обратной задачи относительно экспериментально измеряемых данных рассеяния 
означает, что характер единственности и устойчивости решения может существенным об-
разом изменяться с ростом силы рассеивателя. Цель настоящего раздела – обсудить про-
блему взаимосвязи неединственности и неустойчивости решения обратной акустической 
задачи рассеяния для рассеивателей произвольной силы, а также роль избыточности экс-
периментальных данных. Нетривиальность вопроса и важность учета этих факторов при 
решении прикладных задач обусловлены нелинейностью задачи относительно характери-
стик рассеивателя. 

Подробный анализ проблемы единственности решения обратной задачи рассеяния 
в приложении к ее квантово-механической и классической волновой постановкам может 
быть основан на результатах многочисленных работ, выполненных на протяжении десят-
ков лет, и не входит в задачу настоящего раздела. Весьма содержательное и, вместе с тем, 
краткое изложение этой проблемы приводится в работе [367]. В данной работе, содержа-
щей обширную библиографию, рассматривается задача восстановления рассеивающего 
потенциала в более сложной, нежели в большинстве такого рода работ, форме. В потенци-

ал wEU 0  входят два члена; один из них (U ) – энергонезависимый, а другой ( wE0 ) 

линейно растет с энергией 0E . В этом смысле постановка сближается с задачами акусти-

ческого профиля, в которых рассеяние может быть вызвано неоднородностью плотности и 
фазовой скорости звука в изотропной жидкой среде без дисперсии. Данные рассеяния за-

даются в виде оператора )(ˆ
0EF , связывающего значения волновой функции )(y  на 

границе Y  достаточно гладкой области YV , содержащей рассеиватель, и значения нор-

мальной к границе производной этой функции:  Y
Y

F 



)(ˆ
0E

n
. Здесь граница Y  

выполняет роль области наблюдения, а внутри области YV  рассматриваемые волновые 

функции должны удовлетворять уравнению  )( 00
2 wEUE . Оператор 

)(ˆ
0EF  строится из экспериментальных данных. Например, в [266;  367] предлагается и в 

[A 33;  A 34;  A 86;  A 88–A 91] моделируется функционально-аналитический алгоритм 

построения этого оператора, исходя из знания полей Y , которые излучаются и прини-

маются точечными преобразователями, располагающимися на границе Y .  
До недавнего времени представления о единственности решения монохроматиче-

ской обратной задачи рассеяния заключались в следующем. В работе [367] и в ряде цити-
руемых в ней статей отмечалось принципиальное различие в свойствах единственности 
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решения монохроматической )const( 0 E  обратной задачи рассеяния в двумерном и 

трехмерном случаях )3,2( D . Для акустической обратной задачи это обстоятельство 

имело столь же принципиальное значение. Суть упомянутого отличия состояла в том, что 
единственность двумерной монохроматической обратной задачи рассеяния удавалось до-

казать лишь для достаточно слабых рассеивающих потенциалов: 00 EwEU  , где 

wEU 0  − некоторая норма рассеивающего потенциала. В акустической интерпрета-

ции подобное требование получалось сформулировать несколько более физично: рассеи-
ватель не должен создавать рассеянных полей, превосходящих падающее поле хотя бы в 
сколь угодно малой окрестности одной точки внутри рассеивателя, – см. (1.43). Полная 
эквивалентность приведенных условий, по-видимому, нигде не обсуждалась и не доказы-
валась, но правдоподобность этой связи представляется разумной. 

В то же время, удавалось доказать, что решение монохроматической трехмерной 
обратной задачи обладает (при полных данных рассеяния и определенных требованиях на 
характер локализации рассеивателя) единственностью вне зависимости от нормы рассеи-
вающего потенциала [129 (гл. 1.2.3, § 4);  267]. Такое различие вполне очевидным образом 
связывалось с размерностной безызбыточностью монохроматических данных рассеяния в 
двумерном случае (размерности координатного пространства рассеивателя и параметри-
зованного пространства независимых данных рассеяния совпадают и равны 2) и размер-
ностной избыточностью данных для трехмерной монохроматической задачи (размерность 
параметризованного пространства данных рассеяния может составлять 4 против трехмер-
ного координатного пространства рассеивателя). Существенность факта размерностной 
безызбыточности монохроматических данных рассеяния для теоремы единственности в 
двумерном случае становится еще более очевидной, поскольку в [268] показано следую-
щее. Данные рассеяния для любой, сколь угодно узкой, полосы энергий (частот) снимают 
ограничение на силу рассеивателя, и в этом случае двумерная обратная задача обладает 
безусловной единственностью своего решения для рассеивателей с компактным носите-
лем или с достаточно быстрым характером спадания рассеивающего потенциала. Анало-
гичный факт отмечается и доказывается в книге [129 (гл. 1.2.3, § 5) ].  

В последние годы были получены результаты, существенно уточняющие понима-
ние вопроса о единственности решения монохроматической обратной задачи рассеяния, в 
первую очередь, в двумерном случае. Так, в работе [269] была доказана единственность 
решения обратной квантово-механической двумерной обратной задачи рассеяния при ну-
левой энергии (данные рассеяния предполагаются в виде значений волнового поля и его 
нормальной производной на границе области томографирования). Несколько иной вари-
ант рассмотрения этого же вопроса дан в работе [270], которой предшествовала публика-
ция [271]. Полученные результаты были обобщены на случай ненулевой энергии в [272], 
причем единственность решения обратной двумерной монохроматической задачи при 
полных данных удалось показать без ограничений на силу рассеивателя. В упомянутых 
работах (в особенности, в [272] ) факт единственности был показан совместно с логариф-
мической “глобальной устойчивостью” решения (в терминологии авторов), означающую 
монотонную, но нелинейную связь между нормой невязки двух потенциалов и нормой не-
вязки соответствующих данных рассеяния, порожденных этими потенциалами. В связи с 
такими результатами естественно возникает вопрос о связи глобальной устойчивости с 
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помехоустойчивостью решения обратной задачи рассеяния в обычном для прикладных 
задач понимании этого слова. Как правило, по мере роста силы рассеивателя или по мере 
стремления к повышению разрешающей способности получаемого решения наблюдается 
быстрое повышение чувствительности к ошибкам в данных рассеяния, что обычно связы-
вается с некорректностью обратной задачи рассеяния. Доказанная глобальная устойчи-
вость не устраняет некорректность и, тем самым, не гарантирует хорошую помехоустой-
чивость решения в критических условиях. Это обстоятельство особенно актуально при 
решении обратных монохроматических задач рассеяния. 

Вопрос точности восстановления энергонезависимого потенциала (характерного 
для квантовой механики), с точки зрения устойчивости по Липшицу, рассмотрен в [266]. В 
этой работе показано, что с ростом энергии излучения, т.е. частоты в акустическом вари-
анте, точность оценки потенциала (но именно энергонезависимого!) растет. Понятие ус-
тойчивости по Липшицу близко к понятию помехоустойчивости, поскольку гарантирует 
малые ошибки восстановления при малых ошибках в данных рассеяния. 

В контексте прикладных акустических задач результаты строгого математического 
рассмотрения принципиальной стороны проблемы единственности нуждаются в дополни-
тельном анализе, связанном с рядом особенностей этих прикладных задач: 

1. Данные рассеяния в акустических системах томографического типа (как и в ряде 
других реальных устройств) носят дискретный характер и имеют конечный объем. Харак-
тер их дискретизации во многом определяется чисто техническими соображениями и 
должен максимальным образом быть увязан с характеристиками исследуемого рассеива-
теля или класса рассеивателей. 

2. Полнота данных рассеяния даже в монохроматическом случае не всегда может 
быть обеспечена. Например, в медицинских, геофизических и дефектоскопических зада-
чах на возможность размещения излучателей и приемников накладывается ряд трудно-
преодолимых ограничений. 

3. Данные рассеяния неизбежно обладают ограниченной точностью. Алгоритмы 
решения обратной задачи, не учитывающие это обстоятельство и, как следствие, нередко 
обладающие практически неизбежной неустойчивостью получаемого решения, должны 
быть тщательно рассмотрены с точки зрения их помехоустойчивости. В основе явлений 
неустойчивости лежит, конечно, некорректность обратных задач такого рода, уже отме-
чавшаяся выше. 

По перечисленным причинам, проблемы единственности и устойчивости решения 
подобных прикладных задач нуждаются в дополнительном обсуждении и исследовании, 
учитывающем отмеченные выше особенности. Такое рассмотрение показало [A 11], что 
основное влияние на устойчивость решения обратной задачи рассеяния имеет пространст-
венный спектр вторичных источников, инициируемых в рассеивателе. Решение обратной 
задачи на основе принятого рассеянного поля приводит, в той или иной форме, к оценке 
характера этих вторичных источников. Если ширина их пространственного спектра столь 
велика, что мелкие, но существенные детали пространственного распределения вторич-
ных источников не воспроизводятся при решении обратной задачи достаточно надежно, 
то решение теряет устойчивость. Анализу этих вопросов и посвящен настоящий раздел. 
Рассмотрение изложенной проблемы начато в [A 67], и ниже излагается его дальнейшее 
развитие, основанное на работах [A 2 (глава 6);  A 10;  A 11]. 
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Акустический рассеиватель, образуемый, в общем случае, неоднородностями фазо-

вой скорости звука, коэффициента поглощения и плотности среды, описывается функцией 

)(rv . Для восстановления )(rv  рассеиватель облучается падающим полем ),(0 ru , па-

раметры которого (в том числе, конфигурация поля, направление падения и частота) опи-

сываются единым индексом  . В результате взаимодействия 0u  с рассеивателем, в об-

ласти рассеяния   возникают вторичные источники 

 

),()(),(  rrr uvI  ,    (3.30) 

где ),( ru   полное поле. 

В общем случае пространственно-распределенного рассеивателя необходимо 

функциональное описание, при котором функция )(rv  задается и должна быть восстанов-

лена для всего континуального множества значений r . Если рассеиватель достаточ-

но сильный (так что процессы перерассеяния волновых полей внутри   существенны), то 

область локализации для основной части пространственного спектра вторичных источни-

ков rξrrξ diII   )exp(),(),(
~

 оказывается шире, чем для спектра рассеивате-

ля rξrrξ divv   )exp()()(~   [А 23;  A 69;  A 131 (§ 16.3.2);  141;  233;  273]. Чем 

сильнее рассеиватель, тем существеннее может быть расширение области локализации 

функции ),(
~ ξI  по сравнению с )(~ ξv . Этот эффект необходимо иметь в виду при 

обеспечении адекватности дискретного математического описания процесса рассеяния. 

Так, часто бывает удобно представить функции )(rv  и ),( rI  в виде разложения по 

функциональным базисам )}({ rs  и )}({ rk  : 

 

)()(
1

rr 



S

s
ssvv  ,      )( ),(

1

rr 




 
N

k
kkII  ,    (3.31) 

 

где sv ,  
kI   коэффициенты разложения. В (3.31) предполагается, что нужная точность 

описания обеспечивается конечным числом членов разложения. Базисы )}({ rs  и 

)}({ rk , а также их размерности S  и N , должны быть согласованы с ожидаемой ши-

риной пространственных спектров рассеивателя и вторичных источников (соответствен-

но), а также с линейным размером области рассеяния  . Эти величины могут быть оце-

нены на основании априорной информации о статистическом классе восстанавливаемых 
рассеивателей. Литература, посвященная методу таких оценок, приведена в конце на-
стоящего раздела 3.2. 

Выбрать базисы можно “экономичным” и “неэкономичным” способами. При “эко-

номичном” способе количество функций )}({ rs   в (3.31) совпадает с количеством S  

независимых степеней свободы рассеивателя. Количество же функций )}({ rk  совпадает 
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с количеством N  независимых степеней свободы, характеризующих ),( rI  при каж-

дом фиксированном  . Под независимыми степенями свободы понимается такой набор 

параметров (в данном случае, достаточно полно описывающих рассеиватель или вторич-
ные источники), что коэффициент взаимной ковариации значений этих параметров при 
усреднении по множеству рассеивателей данного класса существенно меньше единицы; 
тогда ни один из этих параметров не может быть восстановлен по остальным. Следова-
тельно, для описания вторичных источников необходим, в общем случае, более полный 
базис, соответствующий их расширенному пространственному спектру. При “неэконо-

мичном” способе может быть выбран единый базис для описания как )(rv , так и ),( rI  

при всех  , используемых в рассматриваемых экспериментах (т.е. A )  [143]. 

Пространственная дискретизация функций )(rv  и ),( rI  (или внутренних по-

лей), согласованная с теоремой отсчетов, также может быть выполнена двояко. Первый 
путь – дискретизация обеих функций в соответствии с суммарной (получающейся при пе-

реборе  ) шириной пространственных спектров ),(
~ ξI . Второй путь – введение двух 

пространственных сеток с разным шагом дискретизации; одна из них дискретизует )(rv , 

а другая (более густая) дискретизует ),( rI  [274]. Однако в обоих случаях количество 

независимых пространственных дискретных отсчетов составляет S  для )(rv  и N  для 

),( rI  при каждом фиксированном  . 

В простейшем случае сложный рассеиватель представляется в виде совокупности 

S  точечных рассеивателей, локализованных в заданных точках sr ,  Ss ,1  : 

)()(
1

s

S

s
svv rrr 


 .     (3.32) 

Рассеивающая способность sv  включает в себя все внутренние процессы рассеяния на 

этих исчезающе малых рассеивателях. В силу вида (3.32), вторичные источники (3.30) 

возникают только в точках sr . Поэтому все базисы в (3.31) заведомо совпадают между 

собой, определяясь линейными комбинациями функций )}({ srr  . Тогда количество 

степеней свободы, описывающих как рассеиватель, так и вторичные источники, одинако-

во и не зависит от силы рассеивателя:  ,SN . 

 
 

§ 3.2.1. Условия единственности и устойчивости 
восстановления  

 
Напомним, что слабым можно назвать рассеиватель, для которого 

A   ,   , ),(),( 0sc rrr uu   –  см. (1.42);  тогда  A   ,SN .  

Для  рассеивателя средней силы рассеянное поле не превосходит падающее ни в одной 

точке области рассеяния:  A   ,  , ),(),( 0sc rrr uu , – см. (1.43).  На-

конец, для сильного рассеивателя среди рассматриваемого множества падающих полей 
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найдется поле, при котором ),(),( 0sc  rr uu  в сколь угодно малой окрестности 

хотя бы одной точки r , – см. (1.44). Важно, что для рассеивателя, состоящего из со-

вокупности точечных рассеивателей, под ),(sc ru  здесь подразумевается рассеянное по-

ле в точках их расположения }{ sr , создаваемое всеми точечными рассеивателями, кроме 

находящегося в рассматриваемой точке  srr , где s
s

r . 

Пусть проводится конечное число A  экспериментов. Каждый эксперимент соот-

ветствует фиксированному падающему полю ),(0 ru , зондирующему рассеиватель (т.е. 

параметр A  фиксирован), и совокупности конечного числа различных способов на-

блюдения рассеянного поля  данных рассеяния. Всего параметр   может принимать ко-

нечное число A  различных значений, по числу экспериментов: A ,1 . При каждом 

фиксированном эксперименте в дискретном наборе точек by  (или дискретном наборе 

приемных конфигураций) в области Y , лежащей вне области рассеяния  , регистриру-

ются B  значений рассеянного поля ),(sc bu y , Yby , Bb  ,1 ; каждый фиксирован-

ный индекс b  описывает фиксированный набор параметров приемника, например, поло-

жение приемника или угол его поворота. Общее количество данных рассеяния, получен-

ное из всех экспериментов, составляет конечное число AB . 
Конечность имеющегося объема данных является принципиальным моментом для 

дальнейшего рассмотрения, цель которого – выяснить возможность неединственности 
решения обратной задачи рассеяния на основе фиксированного объема дискретизованных 

данных ),(sc bu y . Неединственность решения означает, что существуют рассеиватели, 

которые не совпадают друг с другом, но являются неразличимыми по регистрируемым 

экспериментальным данным, т.е. они создают одни и те же данные ),(sc bu y , A ,1 , 

Bb  ,1 . Нужно еще раз отметить, что в настоящем разделе речь идет именно о конечном 

числе (а не о континуальном наборе) нулевых данных. Действительно, рассеиватель в ви-
де совокупности точечных рассеивателей даже при одном фиксированном падающем поле 

),(0 ru  не может вовсе не излучать за пределы области   (по определению, рассеива-

тель называется неизлучающим при фиксированном  , если Y yy   , 0),(scu ). В 

то же время, пространственно-распределенный рассеиватель при одном фиксированном 

поле ),(0 ru  может быть неизлучающим [275]; для континуального же множества па-

дающих полей неизлучающим может быть только рассеиватель, функция )(rv  которого 

спадает на периферии не быстрее, чем по определенному закону [268]. 
Анализ вопроса о неединственности решения обратной задачи рассеяния, выпол-

ненный в [A 2 (глава 6);  A 11;  142 (§ 7.3) ], основан на общих соотношениях для наблю-
даемого рассеянного поля и не связан с тем или иным конкретным методом решения об-
ратной задачи. Показано, что необходимым условием для обеспечения единственности 
решения обратной задачи рассеяния является  

NAB  .      (3.33) 
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Здесь и далее без ограничения общности итоговых выводов полагается NN  , 

A . 

Условие (3.33) связывает объем AB  экспериментальных данных рассеяния с коли-

чеством степеней свободы N  вторичных источников. Здесь важно, во-первых, что вели-

чины A  и B  входят симметрично, что согласуется с теоремой взаимности. Во-вторых, в 

(3.33) входит количество независимых параметров N , описывающих функцию ),( rI  

только при одном падающем поле, поскольку знание ),( 1rI  только для одного 1  

позволяет найти ),( rI  для произвольного  . Так, из (1.28) находится  




 rrrrrr dIGuu ),(),(),(),( 10101 ,  r .    

Тогда  ),(),()( 11  rrr uIv ; многообразие точек r , в которых выполняется 

0),( 1 ru , имеет меру 0, поэтому процедура дискретизации может быть задана так, 

чтобы эти точки были  исключены. Наконец, из соотношения (1.28), умноженного на 

функцию рассеивателя v , т.е. из 

,,),(),()(),()(),( 00  


rrrrrrrrr dIGvuvI    

находится ),,(rI . В-третьих, если при решении обратной задачи учитывается та 

или иная априорная информация о рассеивателе, то требование (3.33) может быть ослаб-
лено. 

В случае если объем данных рассеяния AB , требуемый для обеспечения единст-
венности восстановления рассеивателя, достижим в совокупности проводимых экспери-
ментов, и для его достижения схема съема дискретных данных не требует превышения 
рэлеевского предела для “классической” угловой разрешающей способности, решение об-
ратной задачи обладает как единственностью, так и устойчивостью. А именно, для обес-
печения устойчивости угловое расстояние между соседними приемоизлучающими эле-
ментами антенной решетки (или соседними углами как падающих, так и рассеянных волн) 

должно быть не менее, чем угол рэлеевского разрешения Rayl  в двумерной задаче и 

Rayl  в трехмерной задаче ( Rayl  имеет смысл среднего телесного угла, приходяще-

гося на один приемоизлучающий элемент): 

LkL 0

0
Rayl
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2/
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2

0

2
0

Rayl
2

2/
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LkL
;   (3.34) 

0   характерная длина волны, L  – линейный размер области рассеяния  . Следова-

тельно, в случае кольцевой схемы съема данных, максимальное количество элементов ре-

шетки, удовлетворяющее условию устойчивости, составляет )2(
RaylM  для двумерной схемы 

и )3(
RaylM  для трехмерной схемы: 
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./)(/4;/2 2
0Rayl

)3(
Rayl0Rayl

)2(
Rayl  LkMLkM   (3.35) 

Соотношения (3.35) определяют максимальную сложность пространственной структуры 
вторичных источников, допускающую устойчивое численное решение обратной задачи 
(см. ниже § 3.2.3), при котором малые относительные ошибки в данных рассеяния приво-
дят к относительно малым ошибкам восстановленной функции рассеивателя. 

Причина возможной неединственности восстановления рассеивателей в 
дискpетизованной задаче заключается в том, что внутри области, занятой рассеивателем, 
возможно существование ненаблюдаемых конфигураций вторичных источников (возму-
щений), не создающих волнового поля вне этой области во всем множестве эксперимен-
тов. В случае пространственно-распределенных рассеивателей механизм возникновения 
неединственности следующий. В процессе многократного рассеяния волн ширина про-
странственного спектра вторичных источников увеличивается. Это расширение приводит 
к увеличению количества независимых степеней свободы, описывающих вторичные ис-
точники. В свою очередь, такое увеличение приводит к возможности возбуждения после-
довательности конфигураций, ненаблюдаемых во всей последовательности эксперимен-
тов. 

 

§ 3.2.2. Восстановление сильного рассеивателя как 
совокупности точечных рассеивателей 

 
Для рассеивателя в виде совокупности точечных рассеивателей (3.32) количество 

независимых параметров, описывающих как рассеиватель, так и вторичные источники, 

одинаково )( SN  . Рассуждения, проводимые далее на примере точечных рассеивате-

лей, позволяют понять ситуацию, характерную в общих чертах для обратной задачи рас-
сеяния также и в случае пространственно-распределенных рассеивателей. В случае безыз-

быточного конечного набора дискретизованных данных рассеяния имеем SAB  . При 

безызбыточном наборе дискретизованных данных сильный рассеиватель в точечном пред-
ставлении восстанавливается неединственным образом [276]. Ситуация с единственно-

стью решения может быть наглядно представлена, используя понятие невязки Dis . На-

пример, 





 
AB

dd

dd
dd

dd uuKuu
1,

scsc
1

scsc )()(Dis , где dusc   фиксированные эксперимен-

тально наблюдаемые данные рассеяния; dusc   данные рассеяния для варьируемого рас-

сеивателя с перебираемыми параметрами; ddK '   матрица ковариаций оценок рассеянных 

полей; d   объединенный индекс для параметра падающего поля и точки наблюдения 

),( by . Пусть на рис. 3.2 горизонтальная ось условно изображает многомерное про-

странство параметров всех физически реализуемых рассеивателей (каждая точка на гори-
зонтальной оси соответствует некоторому рассеивателю); состояние “0” соответствует 
однородной нерассеивающей среде. По вертикальной оси откладывается величина 

Dis1

1
Dis 

W ;         1Dis W  при 0Dis  .     
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параметры
рассеивателей рассеиватели 

средней силы 

DisW

             а 

 

           

 

параметры
рассеивателей истинное 

решение    

DisW  

             б 
 
Рис. 3.2.  Поведение невязки при безызбыточных данных рассеяния (а) и при различных 
наборах избыточных данных рассеяния (б). 

 
 
 
Картина невязок, соответствующая восстановлению рассеивателя в точечном 

представлении по безызбыточным данным, изображена на рис. 3.2а. Для всех решений-
рассеивателей (истинного и ложных, соответствующих неразличимым рассеивателям), 

строго удовлетворяющих экспериментальным данным )0Dis(  , имеет место значение 

1Dis W . Среди рассеивателей средней силы относительно однородной среды такое 

решение одно, ближайшее к состоянию “0””; тем самым, единственность решения 
обратной задачи имеет место только в классе рассеивателей средней силы. 

 
Для рассеивателя в точечном представлении условие избыточности данных рассея-

ния SAB   равносильно выполнению условия (3.33), поскольку SN  . Поэтому роль 

избыточности данных рассеяния заключается в том, что решение обратной задачи рассея-
ния становится единственным. Однако для практики весьма важно, каков характер устра-
нения неединственности по мере роста избыточности данных. Так, добавление дополни-
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тельных измерений к безызбыточным данным приводит к тому, что выполнение 0Dis   

гарантировано только для истинного рассеивателя. Ложные же рассеиватели, которые 

имели 0Dis   при безызбыточном наборе данных, теперь приобретают ненулевую не-

вязку 0Dis   (сплошная линия на рис. 3.2б или пунктирная линия для другого набора 

избыточных данных). Следовательно, единственность решения формально обеспечена. 
Однако если объем и характер данных рассеяния близки к безызбыточным, то ложные 

“пики” величины DisW  становятся лишь незначительно ниже, чем истинный “пик” (соот-

ветствующий истинному рассеивателю). Поэтому даже небольшие ошибки в эксперимен-
тальных данных могут легко вызвать “перескок” с истинного решения на ложное. Такой 
“перескок” – свидетельство сильнейшей неустойчивости решения – приводит к так назы-
ваемой “аномальной ошибке” восстановления рассеивателя, т.е. практически к неединст-
венности. В случае “аномальной ошибки” параметры ложного восстановленного рассеи-
вателя могут отличаться сколь угодно сильно от параметров истинного рассеивателя; при 
этом незашумленные рассеянные поля, порождаемые истинным и ложным рассеивателя-
ми, отличаются друг от друга в пределах погрешности измерений. 

Естественным способом борьбы с явлениями неединственности и неустойчивости 
является увеличение коэффициента избыточности данных рассеяния. Если это увеличение 
достигается при угловом расстоянии между приемоизлучающими элементами не менее 

рэлеевского (3.34), то ложные “пики” величины DisW  распределяются все более равно-

мерно, а их амплитуды уменьшаются (рис. 3.2б). Поэтому истинное решение )1( Dis W  

становится на этом фоне все более контрастным, т.е. устойчивость решения повышается. 
Однако как только угловое расстояние становится меньше рэлеевского, дальнейшее уве-
личение объема данных не приводит к повышению устойчивости решения, хотя при не-
коррелированных ошибках в данных приводит, в случае отсутствия “перескока”, к 
уменьшению ошибок в оценке характеристик истинного рассеивателя. 

Можно оценить, при каком среднем расстоянии x  между соседними точечными 

рассеивателями возможно одновременное выполнение условий единственности (3.33) и 
устойчивости (3.34) решения в случае кольцевой схемы съема данных. В двумерной мо-
нохроматической задаче максимально достижимое независимое количество данных рас-
сеяния, удовлетворяющее условию устойчивости, составляет, согласно (3.35):  

)2(
RaylRayl MAA  ,  2/)2(

RaylRayl MBB  . Здесь значение RaylB  полагается в два раза 

меньше, чем RaylA  в силу теоремы взаимности. Тогда из условия SBA RaylRayl  (необхо-

димого для обеспечения единственности решения при одновременном соблюдении его 

устойчивости), где 2)/( xLS  , следует оценка 

4/)2( 00 x  .    (3.36) 

Такая же оценка получается и в трехмерной задаче, где 3)/( xLS  , если объем данных 

рассеяния близок к безызбыточному. Имеется в виду, что размерность параметризованно-
го пространства данных и размерность пространства, в котором расположены точечные 
рассеиватели, одинаковы и равны трем: например, излучающие элементы располагаются 

на сфере вокруг области рассеяния   и, тем самым, образуют двумерное параметризо-
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ванное многообразие, а приемные элементы располагаются только на окружности вокруг 

  и образуют одномерное параметризованное многообразие. Ситуация изменяется, если 

в трехмерной монохроматической задаче используется весь избыточный объем данных, 
т.е. размерность параметризованного пространства данных равна четырем (и излучатели, 
и приемники располагаются, например, на сфере), а размерность координатного простран-

ства рассеивателя равна трем. Тогда )3(
RaylRayl MAA  ,  2/)3(

RaylRayl MBB  ,  и из ус-

ловия SBA RaylRayl  следует оценка 3 00   
4 L

x


 . Тем самым, в трехмерном случае 

допустимо существенное, но не безграничное сгущение точек рассеяния без потери ус-
тойчивости решения. 

 
 

§ 3.2.3. Обратная задача рассеяния для пространственно-
распределенных рассеивателей 

 
Как обсуждалось выше, функциональное описание задачи не эквивалентно по фи-

зической сущности ситуации в случае точечных рассеивателей. Анализ дискретизованных 
соотношений в случае пространственно-распределенных рассеивателей позволяет устано-
вить связь явлений неединственности и неустойчивости с размерностью задачи, силой 
рассеивателя и степенью сложности его пространственной структуры, отражающейся на 
ширине его пространственного спектра. При функциональном описании понятие избы-
точности данных рассеяния тесно связано с размерностью координатного пространства, в 
котором локализован восстанавливаемый пространственно-распределенный рассеиватель, 
т.е. с размерностью области определения функции рассеивателя. Впервые на важность 
этой взаимосвязи обратил внимание A. J. Devaney, – см., например, [139;  277;  278]. Как 
упоминалось в начале раздела 3.2, двумерная монохроматическая задача является безыз-
быточной в размерностном плане в том смысле, что координатное пространство и пара-
метризованное пространство независимых данных рассеяния имеют одинаковую размер-
ность, равную двум. Трехмерная же монохроматическая задача избыточна в размерност-
ном плане, – параметризованное пространство данных рассеяния может иметь размер-
ность четыре, а размерность координатного пространства рассеивателя равна трем. Одна-
ко по числу дискретных отсчетов, описывающих всю совокупность данных наблюдения, 
требуется избыточность (по сравнению с числом дискретных отсчетов, описывающих рас-
сеиватель) как в двумерной, так и в трехмерной задачах. Так, при отсутствии априорной 
информации о рассеивателе, минимальное количество независимых дискретизованных 
данных рассеяния, необходимое для того, чтобы заведомо не потерять информацию о рас-

сеивателе, составляет [А 23;  A 131 (§ 16.3.3) ]  NAB  , что согласуется с (3.33). Это ко-

личество превосходит безызбыточное количество )( SAB  , кроме случая слабых рас-

сеивателей, для которых SN  . Необходимость отсчетной избыточности связана с тем, 

что для восстановления функции пространственно-распределенного рассеивателя всегда 
требуется (в явном или неявном виде) восстановление вторичных источников или внут-
ренних полей, пространственный спектр которых шире, чем спектр рассеивателя. 
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Численные оценки количества независимых параметров для рассеивателя и его 

вторичных источников зависят от площадей (при 2D ) или объемов (при 3D )  v~  

и I
~  тех областей пространственных частот, в которых еще существенны (при требуемой 

точности описания) компоненты пространственного спектра рассеивателя )(~ ξv  и про-

странственного спектра вторичных источников ),(
~ ξI , соответственно: 

 

D
v

L
S

)/2(

~




 ,    D
I

L
N

)/2(

~




     )3 ,2( D .    

 

Пусть   – линейный размер характерных пространственных деталей рассеивателя )(rv  и 

  – радиус области локализации его пространственного спектра )(~ ξv . Тогда 

 

  .3 ,2;/,)2(,/22 ~  DLS DD
v   (3.37) 

 

Если приближенно предполагается, что пространственный спектр ),(
~ ξI  расширяется 

достаточно равномерно во всех направлениях в пространстве векторов пространственной 

частоты ξ  и хорошо локализован в области с линейной полушириной 0m  (коэффициент 

10 m ), то 

.3 ,2;)/(,)2( 000~  DSmLmNm DDD
I   (3.38) 

 
 

Двумерная обратная задача рассеяния 

Ряд теорем утверждает, что двумерная монохроматическая задача рассеяния до-
пускает единственное решение для слабых и средней силы рассеивателей. Например, в 
работе [367] данное обстоятельство сформулировано в виде ограничения на норму рассеи-
вателя. Для сильных рассеивателей эта задача разрешима неоднозначно для анализируе-
мого случая конечного объема монохроматических дискретизованных данных, что не 
противоречит результатам работы [272], где вопросы дискретизации не затрагиваются. 
Следовательно, в области рассеивателей средней силы нулевая невязка возникает в един-

ственном случае, и поведение величины DisW  аналогично ситуации с безызбыточными 

данными при точечном представлении рассеивателя (рис. 3.2а). Аналогия объясняется бе-
зызбыточностью двумерной монохроматической задачи в размерностном плане. 

Необходимое условие единственности решения обратной задачи (3.33) и условие 
устойчивости решения (3.34) накладывают ограничения (которые существенно различа-
ются в двумерной и трехмерной задачах) на допустимую силу рассеивателя и сложность 
его пространственной структуры. Можно оценить, при какой степени расширения про-
странственного спектра вторичных источников возможно одновременное выполнение 
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(3.33) и (3.34) в двумерной монохроматической задаче при кольцевой схеме съема данных. 
Максимально достижимое независимое количество данных рассеяния, удовлетворяющее 
условию устойчивости получаемого из них решения, составляет, согласно (3.35),  

)2(
RaylRayl MAA  ,  2/)2(

RaylRayl MBB  . Тогда при использовании для N  оценки 

(3.38) при 2D  с учетом (3.37), из условия NBA RaylRayl  следует: 

 

 /2 00 km  ,   т.е.    4/00 m  .    (3.39) 

 
Оценка (3.39) означает, что в обратной двумерной монохроматической задаче от-

счетная избыточность данных эффективна, в общем случае, до тех пор, пока пространст-

венный спектр вторичных источников хорошо локализован внутри круга радиуса 02k ; в 

частности, должно отсутствовать рассеяние назад. Центр локализации спектра вторичных 
источников, т.е. центр упомянутого круга, зависит от типа падающего поля и его направ-

ления. Например, для плоской падающей волны с волновым вектором k , этот центр рас-

положен в точке k , изменяясь при изменении направления падения. При нарушении тре-
бования (3.39) решение становится неустойчивым. Чем существеннее пространственный 

спектр вторичных источников выходит за круг радиуса 02k , тем сильнее неустойчивость 

восстановления рассеивателя [A 69;  A 131 (§ 16.3.2) ]. Однако для слабых рассеивателей, 

имеющих 02k , устойчивость решения будет обеспечена, если ограничиться восста-

новлением )(~ ξv  только при 02|| kξ , отфильтровывая более высокие пространственные 

частоты. Именно восстановление высокочастотной области пространственного спектра 
рассеивателя связано с неустойчивостью операций типа аналитического продолжения. 

При учете процессов перерассеяния волн ситуация с неустойчивостью существен-
но усложняется. Дело в том, что при этом поле внутри области рассеяния становится зави-
сящим от функции рассеивателя, и это приводит к возникновению мелкомасштабной 
структуры вторичных источников и волнового поля внутри области рассеяния. Именно 
эта мелкомасштабная структура усиливает неустойчивость процесса восстановления 
сложной структуры вторичных источников и внутреннего волнового поля. Чем выше по-
рядок играющих роль перерассеяний, и чем сложнее пространственная структура самого 
рассеивателя, тем сложнее структура вторичных источников и внутреннего поля, и, сле-
довательно, тем сильнее проявляется неустойчивость. Поэтому в двумерной монохрома-
тической задаче устойчивое восстановление обеспечивается только для узкополосных по 
пространственному спектру рассеивателей, и с ростом силы рассеивателя ограничения на 
ширину его пространственного спектра становятся жестче. Более того, корректное восста-
новление рассеивателя ценой снижения пространственной разрешающей способности, т.е. 
путем фильтрации высокочастотных пространственных компонент получаемой оценки 

)(~ ξv , становится уже невозможным. Теперь, в отличие от случая слабых рассеивателей, 

для корректного восстановления рассеивателя требуется восстановить значения спектра 
вторичных источников на всех пространственных частотах [A 2 (глава 6);  A 11;  
A 131 (§ 16.3.2) ]. 
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Из ограничения (3.39) следуют характерные для томографических задач численные 

оценки. Так, при )21(/ 0  k , т.е. при 0)5.025.0(  , имеем )21(0 m , − 

допустимо незначительное расширение пространственного спектра вторичных источни-
ков. Для рассеивателей с более крупными характерными пространственными деталями 

допустимое расширение увеличивается: при )2.01.0(/ 0  k , т.е. при 

0)55.2(  , имеем )2010(0 m . 

Итак, единственность решения обратной двумерной монохроматической задачи га-
рантируется лишь в классе рассеивателей средней силы. Однако для рассеивателей как 
средней силы, так и сильных, обладающих столь сложной пространственной структурой, 
что пространственный спектр вторичных источников выходит за пределы круга радиуса 

02k , решение является неустойчивым. Для сравнения, в пространственном спектре то-

чечных рассеивателей в равной мере присутствуют все пространственные частоты. Тем не 
менее, если выполнено условие (3.36), то устойчивость восстановления может быть обес-
печена за счет геометрического расположения излучателей и приемников, соответствую-
щего данной конкретной сетке точечных излучателей, в сочетании с жестким априорным 
условием о точечном характере рассеивателя и его вторичных источников. 

Таким образом, в двумерной монохроматической задаче наилучшим образом под-
даются восстановлению два класса рассеивателей. Первый класс представлен слабыми 
рассеивателями, которые могут обладать достаточно широким пространственным спек-
тром; второй – рассеивателями средней силы, пространственный спектр которых локали-
зован, в основном, в узком частотном диапазоне. Попытка восстановления других рассеи-
вателей сталкивается с проблемами неединственности или неустойчивости. Разрешить эти 
проблемы можно только за счет перехода к импульсному или многочастотному режиму 
зондирования, который в двумерной задаче является единственным источником получе-
ния избыточных, в размерностном плане, данных рассеяния [129 (гл. 1.2.3, § 5);  268]. 
 
 

Трехмерная обратная задача рассеяния 

Трехмерная задача рассеяния как в монохроматическом, так и в импульсном режи-
мах имеет единственное решение для пространственно-распределенных рассеивателей 
любой силы, если данные рассеяния являются избыточными в размерностном плане, при-
чем степень их избыточности имеет ненулевую меру [150;  279;  280]. Для дискретизован-
ного объема данных это означает, что такие данные избыточны, с точки зрения содержа-
щейся в них информации. В трехмерной монохроматической задаче уже имеется резерв 
размерностной избыточности [129 (гл. 1.2.3, § 4) ]. При импульсном режиме возможность 
получения избыточных данных возрастает за счет частотной степени свободы. 

При решении монохроматической трехмерной обратной задачи можно ограничить-
ся размерностно-безызбыточными данными рассеяния – трехмерно параметризованное 
пространство данных и трехмерное же координатное пространство для области определе-
ния рассеивателя. Такие данные соответствуют, например, двумерному многообразию 
всех направлений падения зондирующей волны в сочетании с одномерным многообрази-
ем данных о рассеянном поле на некоторой окружности (или дуге, обеспечивающей такой 
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же объем независимых данных рассеяния). Тогда ситуация с невязкой аналогична двумер-
ной монохроматической задаче (рис. 3.2а). Если рассеянные поля измерить на другой ок-
ружности (или же на другой рабочей частоте зондирования), далекой от первой, то для 

новых данных ложные пики величины DisW  возникают при других параметрах рассеива-

телей. Для получения размерностно-избыточных данных рассеяния достаточно превра-
тить окружность в узкую ленточную полосу в окрестности этой окружности или же пе-
рейти от монохроматического режима к импульсному, однако, возможно, с очень узкой 
относительной полосой частот. Картина невязок будет соответствовать рис. 3.2б. Единст-
венность решения формально восстанавливается, однако вероятность “аномальной ошиб-
ки” велика. С увеличением степени избыточности независимых данных помехоустойчи-
вость решения повышается. 

Для размерностно-безызбыточных данных рассеяния имеет место та же оценка 
(3.39), что и в двумерной задаче. Максимально достижимое количество размерностно-
избыточных монохроматических данных рассеяния, удовлетворяющих условию устойчи-

вости получаемого решения, составляет, в соответствии с (3.35):  )3(
RaylRayl MAA  ,  

2/)3(
RaylRayl MBB  . Тогда из условия NBA RaylRayl  с учетом (3.37) и (3.38) при 

3D  следует: 

2
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  .    (3.40) 

Требования (3.40) означают, что, благодаря размерностной избыточности данных, пре-
дельно допустимое расширение пространственного спектра вторичных источников может 

быть в 23
0Lk  раз больше, чем в двумерной задаче (3.39). Чем больше волновой размер 

рассеивателя, тем больше доступное количество данных рассеяния, удовлетворяющих ус-
ловию устойчивости решения, по сравнению с количеством независимых параметров са-
мого рассеивателя; следовательно, тем больше допустимое расширение (3.40). Характер-

ные для томографических задач оценки зависят теперь не только от 0/ k , но и от Lk0 . 

Так, для рассеивателей с небольшими волновыми размерами, оценки близки к случаю 

двумерной задачи.  Например, при  10  мм  и  05 cм 5.0 L   в случае 

)21(/ 0  k , т.е. 0)5.025.0(  , имеем )2.36.1(0 m ; в случае же 

)2.01.0(/ 0  k , т.е. 0)55.2(  , имеем )3216(0 m . По мере увеличения 

волновых размеров рассеивателя оценки изменяются. Так, при 10  мм  и 

0100 cм10  L   в случае )21(/ 0  k  будет )84(0 m , а в случае 

)2.01.0(/ 0  k  будет )8040(0 m . 

Таким образом, размерностная избыточность дискретизованных эксперименталь-
ных данных устраняет ограничение на силу пространственно-распределенного рассеива-
теля в формулировке теоремы единственности. Этот факт находит отражение в самых 
разных вариантах теоремы единственности. Однако в каждом конкретном случае числен-
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ные значения параметров стабилизации решения обратной задачи различны и нуждаются 
в специальном анализе.  

 

В заключение надо отметить следующее. Определяющей для единственности и ус-
тойчивости решения обратных задач рассеяния, в первую очередь прикладного характера, 
является ширина пространственного спектра вторичных источников. Знание этого пара-
метра весьма желательно перед началом процедуры съема данных и последующего чис-
ленного решения обратной томографической задачи. Так, знание размеров области лока-
лизации пространственного спектра вторичных источников позволяет оценить количество 
степеней свободы этих источников. Тем самым можно, во-первых, проанализировать во-
просы о принципиальной возможности обеспечения единственности и устойчивости про-
цесса восстановления рассеивателя определенной силы и о минимально необходимом для 
этой цели объеме дискретизованных экспериментальных данных рассеяния. Во-вторых, 
можно выбрать и организовать наиболее целесообразную томографическую схему, пре-
доставляющую оптимальный (среди доступных) объем данных в монохроматическом или 
импульсном режимах. Для этого, в частности, следует оценить максимально допустимый 
угловой шаг дискретизации при съеме данных. Например, в случае кольцевой схемы съе-
ма данных в двумерной монохроматической системе, такой шаг составляет, согласно 

[A 131 (§ 16.3.3) ],  )/(2max LI , где L  – линейный размер области рассеяния 

 ,  I  – линейная полуширина области локализации пространственного спектра вто-

ричных источников при фиксированном падающем поле. Превышение углового шага над 
допустимым приводит к потере информации о рассеивателе (невосполнимой на этапе чис-
ленного восстановления рассеивателя) и имеет следствием неадекватность восстановлен-
ной картины [170]. Наконец, исходя из имеющегося объема данных, можно выбрать наи-
более подходящие методы решения обратной задачи. 

Итак, получение априорной оценки ширины пространственного спектра, даже в 
существенной степени завышенной, исходящей из самых общих сведений о характере 
оцениваемого рассеивателя, играет существенную роль при разработке технических 
средств томографирования, алгоритмов и цифровых систем обработки данных. В связи с 
этим, в [A 2 (раздел 6.5);  A 10;  A 68;  A 70] поставлена и решена задача о статистической 
оценке формы и максимально возможной ширины энергетического пространственного 
спектра вторичных источников, характерных для класса рассеивателей с заданными сред-
нестатистическими параметрами. Приводятся результаты компьютерного моделирования, 
и среднестатистический ожидаемый спектр сравнивается с частной реализацией спектра. 
Показано, что в случае сильно выраженных эффектов перерассеяния, среднестатистиче-
ская ширина пространственного спектра определяется, главным образом, эффективным 
контрастом скорости в ансамбле рассеивателей и слабо зависит от масштаба пространст-
венных флуктуаций характеристик этих рассеивателей. Подробное изложение данного ма-
териала, достаточно подробно изложенного в [A 2 (раздел 6.5);  A 10], не приводится в 
представляемой диссертационной работе в силу ограничений на ее допустимый объем. 
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Глава 4. Перспективы развития методов 
томографирования линейных акустических параметров 

среды 
 
 
 
 

Раздел 4.1. Состояние акустических томографических систем 
(разработки последних лет) 

 
Текст настоящей вводной части приводится ниже в соответствии с публикациями 

[A 2 (раздел 7.1) ;  A 15;  216].  
Переход от томографических систем, дающих описание двумерных сечений (ко-

нечной толщины) различных рассеивателей, к непосредственному восстановлению харак-
теристик трехмерного объекта связано с решением ряда серьезных проблем как принци-
пиального (теоретического и математического) характера, так и технического. “Техниче-
ский” характер проблем отнюдь не означает их второстепенность и относительную про-
стоту [A 15;  A 57]. 

Решение трехмерных обратных задач требует очень мощных вычислительных 
средств [211;  281]. Так, результаты практической реализации монохроматических алго-
ритмов Р. Г. Новикова, предназначенных для восстановления трехмерных акустических 
неоднородностей конечного объема (см. ниже главу 9, а также [A 131 – глава 19] ), пока-
зали, что помимо большой чисто математической сложности таких алгоритмов возникают 
серьезные трудности их программной и вычислительной реализации, связанные с очень 
большим объемом вычислительных операций. Алгоритм, основанный на подходе, назван-
ном его автором М. И. Белишевым “методом граничного управления (Boundary Control 
method – the BC method)”, о котором кратко говорится ниже в главе 5  [A 131 – глава 14], 
также встретился с аналогичными трудностями. По свидетельству Л. Н. Пестова, развив-
шего этот подход вплоть до программной его реализации, объем вычислений даже при 
решении задачи восстановления сравнительно простого рассеивателя становится чрезвы-
чайно большим. На необходимость использования суперкомпьютерных технологий для 
решения прикладных томографических задач обращено внимание в работе [255]. 

Следующая проблема, носящая не только технический, но и более фундаменталь-
ный характер, состоит в создании достаточно высокого входного отношения сиг-
нал/помеха в системе. Получение изображения трехмерного рассеивателя значительных 
волновых размеров требует окружения его приемоизлучающими преобразователями ма-

лых размеров (около 
22

00 



, где 0  – характерная длина волны), площадью в доли 

мм2. Эти преобразователи должны создавать достаточно интенсивную первичную волну 

во всем объеме рассеивателя (обычно, несколько литров, т.е. до 410 см3), а приемники, 

имеющие такую же малую площадь и высокий импеданс, должны обеспечить хорошее 
соотношение “сигнал рассеянной волны / помеха”. Кроме того, большое количество пре-
образователей связано с применением многошаговой системы мультиплексирования, так-
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же набирающей шумы и различного рода помехи. Тем не менее, практическая необходи-
мость создания систем трехмерной интроскопии (особенно медико-диагностического на-
значения) настоятельно требует рассмотрения перспектив практической реализации по-
добных устройств и детального анализа принципов их построения. 

Разработка непосредственно трехмерной системы была начата и продолжается, 
вплоть до настоящего времени, группой, работающей в Германии, г. Карлсруэ [282–292]. 
После предварительной разработки [282] очевидные сложности создания такой системы 
привели авторов первоначально к отказу от учета неоднородностей среды в процессе об-
работки сигналов, и среда полагалась однородной с некоторыми средними значениями 
скорости. Это, в свою очередь, вынудило на первом этапе разработки ограничиться лишь 
отраженными сигналами, так как добавление просветных сигналов привело бы к их дефа-
зировке относительно сигналов отражения. Кроме того, слабость зондирующего поля вы-
нудила сузить диаграмму направленности преобразователей (т.е. увеличить их апертуру) 

до 30  вместо желательных  10090 , уменьшив размер области качественного вос-

становления до нескольких сантиметров. Тем не менее, многие характеристики созданно-
го данной группой прототипа весьма совершенны:  

– широкая полоса частот (рабочий диапазон 3.52.5  МГц); 

– большое число 1600  преобразователей, организованных в приемные группы (48 

шагов мультиплексирования); 
– высокая частота опроса (10 МГц, а позднее и 20 МГц). 

Эти параметры ясно продемонстрировали основную сложность, – оперативный сбор ин-
формации и ее обработка в описываемом прототипе томографа [282] занимали несколько 
часов. 

Следующий вариант прототипа [283], разработанный этой же группой, решал ряд 
проблем, связанных со сложностью создания трехмерных систем. Так, антенная решетка 
не была сплошной, а состояла из трех “этажей” кольцевых разреженных антенн, каждая из 
которых включала в себя 16 блоков; каждый блок объединял в себя 24 излучающих и 96 
приемных преобразователей. Кольцевая система в процессе съема данных (требовавшего 
8 часов!) занимала 6 угловых положений. Таким образом, итоговая, отчасти синтезиро-
ванная, апертура заменяла собой приемоизлучающую систему из 2304 излучателей и 9216 
приемников. Работа томографа проводилась в режиме “на отражение” на частоте 2.7 МГц, 
но при этом в процессе обработки сигналов учитывалась неоднородность фазовой скоро-
сти, оцениваемой из данных о временах пролета. Тем самым, применялся своего рода 
двухшаговый метод. Как и в первом варианте, излучатели обеспечивали высокое отноше-
ние сигнал/помеха лишь в небольшом объеме в центре антенной решетки. Прототип был 
испытан на различных фантомных образцах. Другой вариант томографа предполагал рас-
положение преобразователей по внутренней поверхности половины эллипсоида [284]. В 
целом, приведенные результаты четко говорят обо всем наборе сложных проблем, связан-
ных с реализацией полноразмерной системы трехмерного акустического томографирова-
ния. 

Наиболее продвинутый прототип трехмерной системы [285;  286] содержал 628 из-
лучателей и 1413 приемников, объединенных в 480 параллельных каналов с частотой оп-
роса 20 МГц и оцифровкой 12 бит. Полное заполнение приемоизлучающей апертуры осу-
ществлялось за 4 положения эллиптической антенны. Синтезированная аппаратная функ-



 
134

ция такой системы была близка к сферически изотропной с диаметром около 25.0 мм (на 

частоте 5.2 МГц). Общее время съема данных не превышало двух минут. Обращает на 

себя внимание широкая полоса используемых частот (до 5.1 МГц), а также хорошая отда-

ча по излучению – до 6 кПа на расстоянии 12 см при амплитуде возбуждения около 50 В 

(ширина диаграммы до 40 ). Для построения трехмерного изображения привлекается 

техника синтезированной апертуры (SAFT) [283;  286–290]. 
 
Большая сложность полной трехмерной волновой томографии является основной 

причиной поисков более простых решений. Простейшим выходом представляется прямой 
синтез трехмерного изображения из множества двумерных томограмм [213–215]. Однако 
этот путь также связан с рядом сложностей. Главная из них заключается в том, что дву-
мерная томограмма, полученная путем ультразвукового облучения, неизбежно имеет ко-
нечную толщину. Причиной этого является то, что изображение биологического объекта с 
линейными размерами в десятки сантиметров требует применения ультразвуковых полей 
с частотой в один или несколько мегагерц и с длиной волны в один миллиметр или доли 
миллиметра. Более высокие частоты слишком сильно поглощаются. Ближняя зона излуча-
телей и приемников, тем не менее, должна простираться на все сечение органа, т.е. тол-

щина h  озвученного слоя не может быть меньше значения 0 Lh , где L  – протя-

женность требуемой зоны, равная диаметру томографируемой области. Это соотношение 

означает, что 1h  см. Тем самым, томография в одной плоскости ограничивает разре-

шение в направлении, перпендикулярном к этой плоскости, диаметром лучевой трубки, 

т.е. значением 0L . В результате, получаемое трехмерное изображение имеет резко 

различное разрешение в плоскости исходных томограмм (доли миллиметра) и в перпен-
дикулярном направлении. Повышение разрешения, хотя бы частичное, позволяет затем 
синтезировать трехмерный образ объекта. Такой синтез не является строгим решением 
трехмерной обратной задачи, так как в этом случае обычно пренебрегается волновым об-
меном между слоями, который может быть существенным в случае контрастных рассеи-
вателей сравнительно малых волновых размеров, присутствующих в слоях. Помимо этого, 
градиенты фазовой скорости в направлении, перпендикулярном плоскости томографиро-
вания, приводят к выходу излучения (и зоны чувствительности) из слоя и к искажению 
исходных двумерных томограмм. Таким образом, вторая существенная проблема состоит 
в том, что исходные двумерные томограммы не вполне независимы. Они связаны рассе-
янными полями, которые переходят из слоя в слой, по крайней мере, во втором прибли-
жении Борна, и создают взаимные искажения. 

Выход в том и другом случаях состоит в хотя бы частичном учете волнового ха-
рактера процесса формирования ультразвукового томографического изображения. При 
этом не удается полностью сгладить различие в разрешающей способности в плоскости 
первичных томограмм и в ортогональном к ней направлении, но удается сблизить их зна-

чения. Такие методы получили название “ -
2

1
2 мерная томография”. К ним относятся и 

методы, описанные как в [243;  245;  293], так и далее в разделе 4.2. Информативные дос-
тоинства трехмерных образов диагностируемого объекта побуждают к попыткам посте-
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пенного совершенствования -
2

1
2 мерных систем томографии. Одними из наиболее ус-

пешных представляются системы, которые разработаны группой исследователей, объеди-
ненных двумя институтами США: Karmanos Cancer Institute, Detroit, United States   и   Al-
fred E. Mann Institute for Biomedical Engineering, Los Angeles, United States. Одним из раз-
работанных прототипов, основанных на принципах лучевой томографии, был томограф 
[213]. Две линейные решетки, которые состояли из широкополосных преобразователей, 
способных работать в полосе от единиц до 30 МГц и имеющих малые размеры 
(0.4 мм   0.4 мм), располагались напротив друг друга и совершали вращение вокруг то-
мографируемой области. Измерялось время распространения сигнала и затухание сигнала, 
по сравнению с водой. Обработка, аналогичная преобразованию Радона и использующая 
алгоритм обратного проектирования (Filtered backprojection) Деванея (A. J. Devaney), да-
вала изображение органа на различных частотах. Увеличение помехоустойчивости и со-
кращение времени съема данных достигалось путем применения фазоманипулированных 
сигналов и согласованной фильтрации, что позволяло проводить излучение несколькими 
преобразователями одновременно. Применение высоких частот сужало диаметр лучевой 
трубки до единиц миллиметров, но, вместе с тем, создавало дополнительные трудности, 
связанные с высоким поглощением в ткани и отклонением оси лучевой трубки от прямой 
линии. Это искажало изображение, снижало разрешающую способность и уменьшало ам-
плитуду принимаемого сигнала, приводя к ошибке в оценке поглощения. Такие отклоне-
ния в оценках принципиальны, так как классификация новообразований, т.е. их злокаче-
ственность, проводилась по характеру частотной зависимости коэффициента поглощения. 
Видимо, эти проблемы привели к тому, что основные исследования велись на частотах 
ниже 8 МГц. Тестирование на фантомах молочной железы не могло вызвать подобные ис-
кажения, так как фоновой средой фантома являлся агар-агар, в который были внесены ма-
лые включения из пластика, имитирующие новообразования. 

Вторым источником ухудшения изображения являлись ошибки в оценке времени 
распространения. Усовершенствование метода оценки этого параметра [214] потребовало 
разработки достаточно изощренных алгоритмов, давших заметное улучшение получаемых 
изображений слоев. Использовалась кольцевая антенная решетка из 256-ти преобразова-
телей. Синтез трехмерного изображения осуществлялся на основе объединения несколь-
ких десятков двумерных томограмм. При этом анализ изменения характера изображения, 
по мере изменения координаты, перпендикулярной к слою, позволяет несколько повысить 
разрешение в этом направлении по сравнению с диаметром лучевой трубки. Тем не менее, 
достичь разрешения, обеспечиваемого решением обратной волновой задачи, по-
видимому, не представляется возможным. 

Очевидно, подобные соображения побудили исследователей, работавших в разное 
время и в разном составе над усовершенствованием прототипов томографов, использовать 
не только лучевые, но и волновые методы. Весьма успешной была попытка, предпринятая 
в рамках совместной работы нескольких исследовательских центров, в том числе, и Kar-
manos Cancer Institute [239]. Здесь рабочая частота прототипа была снижена до значений 

1.50.4  МГц, а алгоритм итерационного типа, аналогичный упомянутому в связи с рабо-

тами [239–242], использовал, в качестве исходной оценки, пространственные распределе-
ния параметров в исследуемой области, полученные в лучевом режиме. Дальнейшие ите-
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рации велись после разделения данных о рассеянном поле на частотные компоненты с ша-
гом 20 кГц (определяется величиной, обратной к длительности временнόго интервала ана-
лизируемого рассеянного сигнала  35 мкс). Для каждой из частот методом конечных 
разностей вычислялось рассеянное поле (исходя из результата оценки рассеивателя на 
предыдущей итерации), и находился сигнал невязки с наблюдаемым полем. Этот сигнал 
“переизлучался” (алгоритмом типа backpropagation) в сторону восстанавливаемого рас-
сеивателя, причем в сигнале невязки “снималась” несущая волна с помощью сигнала пер-
вичного падающего поля. Фактически, итерационная поправка вносилась в каждый про-
странственный отсчет предыдущей оценки объекта. Таким образом, находились картины 
пространственного распределения фазовой скорости и поглощения [239;  240] для каждо-
го значения дискретизованной частоты, что позволяло проводить классификацию ткани 
по характеру этих зависимостей, выделяя участки, которые соответствуют частотному по-
ведению, свойственному злокачественным новообразованиям. 

Приведенные результаты позволяют говорить о несомненном успехе этого метода. 
Как и в других разработках, перемещение плоскости томографирования вдоль направле-
ния, ортогонального к этой плоскости, с шагом 1 мм позволяет синтезировать трехмерный 

образ объекта. При этом разрешение вдоль данного направления составляет 53  мм, что 

несколько хуже разрешающей способности в плоскости томографирования ( 2 мм). Ре-
зультаты исследований в рамках развития ультразвуковых способов диагностики в инсти-
туте Karmanos приведены в [241]. Место и информативная важность ультразвуковых ме-
тодов в системах комплексного диагностирования подробно обсуждаются в работе [242]. 
В ней показано, что эти методы предоставляют очень важную и отчасти незаменимую ин-
формацию для принятия правильного диагностического решения. 

В работах [207;  208] для построения картины пространственного распределения 
акустических характеристик предлагается другой метод обработки – двухшаговый алго-
ритм. На первом шаге оцениваются, тем или иным образом, пространственные распреде-
ления скорости звука и коэффициента поглощения с невысоким разрешением. На втором 
шаге эти пространственные распределения учитываются при обработке поля, которое по-
рождается за счет рассеяния назад (в определенном секторе углов) и измеряется на неко-
торой поверхности, окружающей область томографирования. Процедура обработки, осно-
ванная на уравнении Кирхгофа, эквивалентна продлению измеренного поля внутрь объек-
та. Пространственное распределение амплитуды такого внутреннего поля принимается за 
характеристику мелких деталей томографируемого объекта. В алгоритмах [209;  210] 
предлагается опять же сперва из измеренных времен распространения сигналов оценить 
пространственное распределение скорости звука с грубым разрешением, причем учет эф-
фектов рефракции улучшает качество такой оценки. После этого, для получения итогово-
го изображения используется волновая обработка, которая делается в приближении одно-
кратного рассеяния на неоднородном фоне с привлечением техники синтезированной 
апертуры и пространственной фильтрации. 

Более поздняя работа [182] имеет, в определенном смысле, программное значение. 
Авторы отдают предпочтение времяпролетным (а не волновым) методам, поставив своей 
главной целью создание быстро работающей и приемлемой по цене сети ранних диагно-
стических учреждений. В связи с этим, предлагается серьезное улучшение точности опре-
деления времени распространения путем введения данных не только об абсолютных вре-
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менах распространения (что требует точных методов оценки момента вступления сигна-
лов), но и об относительных временах, т.е. о разности времен распространения между од-
ним излучателем и двумя близко расположенными приемниками [182;  183]. Эта разность 
времен распространения оценивается корреляционными методами для большого количе-
ства “троек” преобразователей (один излучатель и два приемника). Вся совокупность та-
ких данных объединяется в единой большой системе линейных уравнений, решение кото-
рой (например, МНК-методом) позволяет снизить ошибку оценок времен распростране-
ния. Тогда процесс томографирования ограничивается только этими просветными данны-
ми, а также данными по поглощению. 

Авторы работы [294] полагают, что качество времяпролетной томографии опреде-
ляется не только размером первой зоны Френеля, но и рядом других факторов. К ним от-
носятся точность измерения времени распространения сигнала, плотность лучевого по-
крытия (зависящая от количества используемых приемоизлучающих элементов), отноше-
ние сигнал/помеха. Кроме того, показано, что использование при обработке времяпролет-
ной томографии на основе изогнутых лучей (bent-ray travel-time tomography) дает заметное 
улучшение разрешения, по сравнению с времяпролетной томографией на основе прямо-
линейных лучей, не учитывающих эффекты рефракции. Это важно иметь в виду для дос-
тижения хороших характеристик. Дело в том, что предельная разрешающая способность 
времяпролетной томографии обычно связывается с размером первой зоны Френеля. Одна-
ко лучевая теория игнорирует влияние окололучевой структуры, определяемой конечной 
шириной частотной полосы сигнала. В то же время, учет всех вышеперечисленных факто-
ров дает возможность видеть на томограмме включения с размерами, которые меньше 
первой зоны Френеля до трех-четырех раз. 

Работы [295;  296] дают представление о возможностях томографа нового типа, в 
котором центральная рабочая частота повышена до 3 МГц, а вместо 256-ти приемоизлу-
чающих элементов антенной решетки используются 2048. В результате, получаемое дву-
мерное изображение томографируемого слоя молочной железы становится более контра-
стным, уменьшаются артефакты, и повышается разрешающая способность. В настоящее 
время продолжается исследование возможностей различных алгоритмов получения изо-
бражений [297–304], в том числе, на основе кодированных сигналов [297;  298]. Отмечает-
ся высокая степень информативности ультразвуковых изображений, получаемых волно-
выми методами, а их качество оказывается сопоставимым с качеством изображений при 
магнитно-резонансной томографии [299;  304–306]. В то же время, дальнейшее улучшение 
качества изображений и достоверности получаемых количественных значений искомых 
характеристик связано с проблемой перехода к строгим трехмерным волновым алгорит-
мам восстановления [302]. 

 

Другой работоспособный алгоритм и образец -
2

1
2 мерного ультразвукового мам-

мографа были разработаны [246] группой авторов, на протяжении многих лет занимаю-
щихся исследованиями в этой области. Так, работы S. A. Johnson, относящиеся к итераци-
онным методам решения обратных задач рассеяния, появились в печати в начале 80-х го-
дов [143;  146;  232]. В дальнейшем, авторы этой разработки в разных публикациях высту-
пали в различных составах, но вышедшая в 2012 году статья [246] содержит как описание 
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устройства, так и результаты его испытаний с реальными пациентами. В устройстве ис-
пользуются многоэлементные линейные антенные решетки (каждая состоит из 512 преоб-
разователей), работающие как в режиме излучения (излучается квазиплоская волна), так и 
в режиме приема (раздельно каждым преобразователем с поперечным размером 

325.0 мм) в широкой полосе частот 2.50.3  МГц. Такие две параллельные решетки на-

ходятся на расстоянии около 20 см друг от друга и совершают дискретное вращение (180 

положений с шагом в 2 ) вокруг исследуемой молочной железы, находящейся между 
этими решетками. Съем данных в одной горизонтальной плоскости занимает около 20 

минут, а обработка на персональном компьютере Pentium 2.4ГГц требует 24 минуты 

процессорного времени. 
Таким образом, используются данные о рассеянии в направлении “вперед” под уг-

лами менее 60 . Этот режим позволяет рассчитывать прямые опорные задачи в парабо-

лическом приближении для набора частот, лежащих в рабочей полосе. На этапе решения 
обратной задачи минимизируется функционал, – вычислительная программа осуществля-
ет поиск минимума невязки между экспериментальными данными на множестве частот и 
текущей теоретической оценкой соответствующих данных, которая получается для теку-
щих оцененных значений характеристик исследуемого органа. Процедура многоракурсно-
го и многочастотного режима позволяет избежать ложных решений, соответствующих ло-
кальным (побочным) минимумам невязки. Градиентно-итерационный поиск начинается с 
низких частот, а начальные параметры берутся из данных, получаемых на основе времени 
распространения звукового импульса. Затем для каждой более высокой частоты результат 
предыдущей оценки используется для вычисления сопряженного градиента, дающего зна-
чения текущих поправок. Используется априорное ограничение, – рассматривается имен-
но поглощение (а не усиление) в ткани. Ценным результатом являются полученные оцен-
ки скорости ультразвука в различных патологических тканях, включая злокачественные 
образования. В злокачественных образованиях такие оценки заметно выше обычных зна-
чений и достигают величин вплоть до 1600 м/с  при одновременном росте поглощения до 
3 дБ/см на частоте около 2 МГц. Эти результаты согласуются с данными других исследо-
ваний. Однако процедура оценки поглощения встретилась с трудностью, отмечавшейся и 
другими авторами, – ложное завышение поглощения за счет рефракции падающего излу-
чения в направлении, перпендикулярном к плоскости томографирования. 

В образце ультразвукового маммографа [246] используется принцип озвучивания 
фиксированного слоя томографируемого органа и приема сигнала, усредненного по тол-
щине этого слоя. Соответственно, на этапе обработки экспериментальных данных при по-
строении минимизируемого функционала используются двумерные уравнения Липпмана–
Швингера. В следующей модификации ультразвукового маммографа [247–251], по-
прежнему, имеются две параллельные линейные антенные решетки, с помощью одной из 
которых озвучивается фиксированный слой. При этом приемная решетка состоит из пре-
образователей, расположенных уже в несколько рядов внутри озвученного слоя, вместо 
одного ряда в [246]. Например, в [247–249] высота излучающих преобразователей состав-

ляет около 20мм, а в приемной решетке общей высотой 16мм  имеется 6  рядов, в каж-

дом из которых 160  приемников, т.е. всего 960  приемников. В [250–253] общее количе-

ство приемников увеличено до 1536, а в [254] – до 2048;  при этом количество рядов уве-
личено до 8 [250;  253;  254]. Процесс дискретного вращения параллельных решеток и по-
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следующего подъема всей системы по вертикали для получения данных рассеяния от сле-
дующего слоя, частично перекрывающего предыдущий слой, аналогичен используемому в 

[246]. Характерное время съема данных для всех слоев составляет 8  минут [251]. 

Прием размещения нескольких рядов приемников внутри озвученного слоя позво-
ляет использовать прежнюю логику процедуры обработки, однако уже на основе трех-
мерных уравнений. В качестве начального приближения для пространственных распреде-
лений скорости звука и поглощения используются оценки, полученные в каждом слое при 
двумерной обработке. Учет процесса перерассеяния волн между различными вертикаль-
ными уровнями внутри озвученного слоя устраняет ложные оценки значений скорости 
звука и поглощения, которые могут возникать при двумерной обработке. Итоговое про-

странственное распределение скорости звука имеет разрешение не хуже 5.1 мм при ис-

пользовании данных на шести частотах в интервале от 8.0 МГц  до 25.1 МГц; простран-

ственное распределение поглощения восстанавливается хуже [251]. Кроме того, в рас-
сматриваемой модификации томографической системы имеются три дополнительных 
приемоизлучающих массива, предназначенные для сбора данных в режиме отражения. 
Обработка таких данных на основе лучевого алгоритма, но с учетом уже полученных про-
странственных распределений скорости звука и поглощения, позволяет увидеть мелко-

структурные образования с размером менее 1мм. 
 
 

Раздел 4.2. Повышение разрешения в направлении, 
перпендикулярном плоскости двумерного томографирования 

 
Информативность практических методов акустической томографии можно повы-

сить за счет формирования трехмерных или “почти” трехмерных (так называемых 

-
2

1
2 мерных) изображений вместо двумерных (этой теме посвящен настоящий раз-

дел 4.2), а также за счет одновременной реконструкции фазовой скорости звука )(rc , 

плотности среды )(r  и зависящего от частоты   амплитудного коэффициента погло-

щения ),(  r   (см. следующий раздел 4.3). Повышение информативности томографиче-

ских схем сталкивается с проблемой неполноты доступных данных рассеяния. Дело в том, 
что полные данные рассеяния, являющиеся избыточными в многочастотном случае или в 
трехмерной задаче, в полном объеме не всегда доступны по техническим либо другим 
причинам (рассматриваемые далее в настоящем разделе 4.2 схемы с наклонными преобра-
зователями являются примером таких систем). В медицинских диагностических системах, 
дефектоскопических устройствах и т.п. “проникновение” зондирующего поля в опреде-
ленные области невозможно либо чрезвычайно затруднено. Вместе с тем, доступный объ-
ем данных достаточно богат и может быть использован для решения важных проблем ди-
агностики, но требует дополнительного анализа путей такого использования. Раздел 4.2 
посвящен проблеме оценки характеристик различных систем в подобных случаях, в том 
числе, и при использовании наклонных преобразователей. Новые возможности ультразву-
ковой диагностики, предоставляемые за счет расширения объема пространственного и 
частотного массива данных, обсуждаются в разделе 4.3. 
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В большинстве прикладных задач оцениваемые неоднородности среды относятся к 
классу сильных рассеивателей, существенно искажающих внутреннее поле по сравнению 
с полем падающим. Для их реконструкции могут использоваться различные итерацион-
ные методы [A 2 (раздел 5.4) ], являющиеся наиболее целесообразными в случае непол-
ных экспериментальных данных. Однако в основе каждого итерационного подхода лежит 
решение обратной задачи в приближении однократного рассеяния со скорректированным 
по результатам предшествующих итераций значением внутреннего поля. Поэтому в раз-
делах 4.2 и 4.3 приближение однократного рассеяния (первое приближение Борна) рас-
сматривается как отправной момент для организации итерационного цикла. Проведенный 
в данном приближении анализ основных вопросов можно обобщить на весь итерацион-
ный процесс. 

Функция рассеивателя ),( rv , характеризующая неоднородности пространствен-

ных распределений скорости звука, плотности среды и коэффициента поглощения, обсу-
ждалась выше в связи с выражениями (1.6), (1.9), (1.10), (1.13), (1.16)–(1.18). Для даль-
нейшего рассмотрения вначале нужно дать определение и построить аппаратные функции 

в монохроматическом режиме ),(ˆ 0  r|rv , поскольку знание аппаратной функции позво-

ляет оценить разрешающую способность анализируемой томографической схемы. Аппа-

ратная функция является реакцией ),(ˆ),(ˆ 0   r|rr vv  того или иного рассматриваемо-

го алгоритма обработки на рассеянный сигнал от “точечной” неоднородности с единичной 

нормировкой )()( 0rrr v , находящейся в точке 0r  области томографирования. Эту 

тестовую неоднородность (по скорости, плотности или поглощению) с очень малыми вол-
новыми размерами и большим контрастом следует рассматривать как идеализацию, слу-

жащую для целей построения аппаратной функции. Функция ),(ˆ 0  rr|rv  является 

ядром интегрального уравнения типа свертки, описывающего процесс воспроизведения 

внутренней структуры произвольного рассеивателя ),( rv  томографическим прибором: 




  rrr|rr dvvv ),(),(ˆ),(ˆ ,      

где   – область рассеяния. В используемом ниже первом приближении Борна такой 

идеализированный - образный рассеиватель имеет, однако, право на существование. 

Размерность аппаратной функции определяется обратной размерностью ее аргумента, и 

поэтому пробному - образному возмущению по скорости, плотности или поглощению 

не приписывается размерность возмущения соответствующего типа. Все эти вопросы дос-
таточно очевидны, однако в ряде случаев они ускользают от внимания и приводят к неко-
торым размерностным “недоразумениям”. 

Дальнейшее рассмотрение ведется в приближении плоских волн. Это оправдано 
тем, что данные, получаемые от кольцевой антенной решетки, легко пересчитываются в 
амплитуду рассеяния плоских волн. Однако даже без использования этой операции, в пре-
делах области, где аппаратная функция существенно отлична от нуля (эти размеры со-

ставляют 21  длины волны), кривизна фронта проявляется достаточно слабо, и он может 
рассматриваться как плоский. 

 



 
141

Системы двумерного акустического томографирования в частотном диапазоне от 
одного до нескольких МГц предполагают излучение зондирующей волны с пренебрежимо 
малой кривизной фронта вдоль третьей координаты (т.е. в направлении, перпендикуляр-
ном плоскости томографирования) в пределах прожекторной зоны соответствующей про-

тяженности. Обычная протяженность области зондирования 2010  см и длина волны в 

мягких биотканях 15.0  мм определяют толщину прожекторной зоны около 21 см, за 

счет чего разрешающая способность по третьей координате более чем на порядок уступа-
ет разрешающей способности в плоскости томографирования [171;  184]. Реализация схе-
мы полного трехмерного томографирования (см. ниже главу 9 или [A 131 – глава 19] ), 
обеспечивающей высокую разрешающую способность изображения по всем трем измере-
ниям, требует существенного усложнения как самого томографического устройства, так и 
алгоритмической стороны. В связи с этим ниже рассматривается компромиссный вариант 
усовершенствования двумерного томографа, не требующий, в целом, принципиального 
усложнения приемоизлучающей антенной решетки и алгоритма обработки, но повышаю-
щий в несколько раз (по сравнению с чисто двумерным вариантом томографирования) 
разрешение по третьей координате за счет наклона преобразователей [A 2 (раздел 7.2);  
A 3;  A 71;  180]. 

В этом исследовании за основу принята схема разработанного акустического ульт-
развукового томографа [A 4;  A 62;  221], кратко описанного выше в разделе 2.3. Каждый 
из преобразователей с рабочей поверхностью выпуклой цилиндрической формы может 
работать как излучатель и как приемник. Далее вертикальная ось соответствующего ци-
линдра (она параллельна образующим цилиндрической поверхности) будет называться 
вертикальной осью преобразователя, или просто осью. Расположение преобразователей на 
кольце существенно отличается от расположения, предложенного в [171;  184]. В рассмат-
риваемом ниже случае антенная решетка разрежена специальным образом, и преобразова-
тели расположены на кольце неравномерно. Используются всего 26 преобразователей, од-

нако антенная решетка может вращаться с угловым шагом дискретизации 2562 . 

Благодаря этим особенностям – разреженной решетке и вращению – получаемый объем 
экспериментальных данных рассеяния эквивалентен объему данных, которые могут быть 
получены в случае неподвижной антенной решетки, содержащей 256 приемоизлучающих 
преобразователей. При облучении используется импульсный режим. Разреженная решетка 
позволяет работать с преобразователями, имеющими значительные волновые размеры и 
большую рабочую поверхность и, следовательно, низкий электрический импеданс. Такие 
преобразователи в режиме излучения возбуждаются электрическими импульсами малого 
напряжения, а их малый импеданс снижает уровень электрических наводок в режиме 
приема. 

Для восстановления картины пространственного распределения неоднородностей 
используется двухшаговый алгоритм, изложенный выше в главе 2. На первом шаге рекон-
струируется пространственное распределение по объекту крупномасштабных неоднород-
ностей. На втором шаге реконструируется “тонкая структура” рассеивателя, т.е. его мел-
комасштабные детали, на фоне крупномасштабного распределения. Поскольку фон уже 
известен из первого шага, то для второго шага восстановления достаточно использовать 
первое приближение Борна. 
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В исходном варианте двумерной томографической схемы приемоизлучающие пре-
образователи круговой антенной решетки установлены так, что их рабочая поверхность 
перпендикулярна плоскости томографирования, т.е. вертикальные оси преобразователей 

составляют с этой плоскостью угол 90 . В модифицированном варианте томографа при 

минимальном усложнении конструкции антенной решетки и минимальном увеличении 
времени съема данных удается повысить разрешающую способность по третьей коорди-
нате, т.е. вдоль z -направления. Для этого рабочая поверхность различных преобразовате-
лей наклоняется на разные углы по отношению к плоскости томографирования. Техниче-
ски это обеспечивается использованием преобразователей с конической поверхностью 
при разных углах конусности или преобразователей с цилиндрической поверхностью, ось 
которых наклоняется на различные углы. Наклоны позволяют получить информацию о 
пространственном спектре рассеивателя вдоль третьей координаты в сравнительно низко-
частотной области, диапазон которой пропорционален диапазону углов наклона преобра-
зователей. В то же время, в [307] повышение разрешения достигается путем размещения в 
z -направлении дополнительных преобразователей на четырех горизонтальных уровнях. 

Вертикальная ось каждого преобразователя с номером i  наклоняется в радиальном 

(относительно центра кольцевой антенной решетки) направлении на угол i  по отноше-

нию к вертикали. Принимается, что 0i , если верхняя часть преобразователя наклоне-

на внутрь антенной решетки, и 0 i , если наклонена наружу. При восстановлении рас-

сеивателя, в пределах размера ячейки разрешения в горизонтальной плоскости ),( yx , по-

ля, излучаемые и принимаемые цилиндрическими преобразователями, могут быть замене-
ны эффективными плоскими волнами, поскольку преобразователи расположены на неко-

тором удалении от объекта [A 2 (раздел 5.2);  A 6;  A 177]. Волновые векторы 0k , 0l  па-

дающей и рассеянной плоских волн параллельны перпендикулярам, проведенным из фик-

сированной точки },,{ zyxr  трехмерного объекта на ось излучающего и, соответст-

венно, принимающего преобразователей. Сигнал для каждой пары ),( 00 lk  содержит ин-

формацию о векторе пространственной частоты 00 kξ  l   в пространственном спектре 

рассеивателя и, в частности, о -z составляющей этого вектора zz )( 00 k l , посколь-

ку на втором шаге реконструкции используется приближение однократного рассеяния, – 

см. (1.40). Множество дискретных значений наклонов }{ i , порождающее дискретные 

значения }{ z , определяется количеством используемых преобразователей и угловым 

шагом дискретизации их наклонов. Угловая ширина диаграммы рассеяния в -z направле-

нии для озвученного слоя с линейными размерами L  в горизонтальной плоскости ),( yx  

и высотой h  составляет   )2(1arccos2;min 00 hL  , где 0  – длина вол-

ны и 0, Lh . Частота 1.5 МГц, средняя скорость 15000 c м/с  и 1.0L м,  

)02.0015.0( h м  приводят к значению  10 L . Максимально допустимый 

угловой шаг дискретизации наклонов должен быть в 32   раза меньше чем  , т.е. он 

очень мелкий в монохроматическом режиме. Однако используемый импульсный режим 
существенно ограничивает объем элемента пространственной области, в которой надо 



 
143

обеспечить однозначное восстановление объекта в каждый момент времени. Линейный 

размер этого элемента в плоскости ),( yx  составляет 01.0200  TcL м  ( 0T  – дли-

тельность зондирующего импульса) при прежней высоте h ; тогда  120 L . То-

гда приемлем достаточно крупный угловой шаг дискретизации наклонов преобразовате-
лей, если при этом обеспечивается взаимное перекрытие диаграмм направленности раз-
личных преобразователей антенны. 

Для  формирования  изображения  предлагается  квазитрехмерный алгоритм рекон-
струкции, который далее излагается в монохроматическом варианте, хотя обобщение его 
на импульсный режим несложно [A 2 (§ 5.2.2, § 5.2.3);  A 6]. Предполагается, что рассеи-
ватель находится в фоновой однородной непоглощающей среде, характеризуемой волно-

вым числом 0k . За основу берется алгоритм, позволяющий получить оценку двумерного 

рассеивателя ),,(ˆ )2( yxv  на основе амплитуды рассеяния ),,()2( f : 
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верхний индекс “(2)” обозначает двумерность задачи;   ,   – углы падения и рассеяния 

плоских волн. Начало координат O  совпадает с центром антенной решетки. Функция 
)2(f  связана с рассеянным полем ),,()2(

sc u , измеряемым в дальней зоне на расстоя-

нии 0R  от объекта, соотношением (1.38): 
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i

k
f   (4.2) 

При получении оценки трехмерной структуры рассеивателя ),(ˆ),,,(ˆ )3(  rvzyxv   в 

точке },,{ zyxr , под углами ),( yx ,  ),( yx  понимаются полярные углы 

для векторов-компонент yx,0 )(k  и yx,0 )(l  в плоскости ),( yx  падающей и рассеянной 

(локально) плоских волн. Значения этих углов зависят от текущих геометрических поло-

жений излучателя и приемника, а также от координат точки }0,,{ yxr   – проекции 

точки r  на плоскость ),( yx , делящую толщину озвученного слоя объекта пополам. Ква-

зитрехмерная амплитуда рассеяния ),,()3( f  формируется на основе соотношения 

(4.2), в которое вместо )2(
scu  входит рассеянное поле )3(

scu  для исследуемого трехмерного 

объекта, а в качестве 0R  берется расстояние от точки r  до оси принимающего преобра-

зователя (т.е. расстояние от точки r  до ее проекции на вертикальную ось преобразовате-

ля). Таким образом, выражения для  ,   и принцип формирования )3(
scu  те же, что и в 

двумерной задаче в ближнем поле [A 2 (§ 5.2.3);  A 6]. Однако за счет наклонов преобра-
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зователей приобретается фазовое рассогласование между сигналами, формируемыми для 

точки изображения r  и для ее проекции r . Поэтому в (4.1) вносятся дополнительные фа-
зовые поправки, связанные с коррекцией времени распространения: 
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)()()( rrr RSSR ttt  ,       },,{ zyxr .     

 

Слагаемое St  (или Rt ) – это разность между временами распространения сигнала от 

точки r  и от точки r  до текущей позиции излучателя S  (или до текущей позиции при-

емника R ). Выражение (4.3) приведено для однородной непоглощающей среды. В реаль-

ном томографе значение 01 c  в показателе экспоненты заменяется локальным значением 

медленности вдоль соответствующей трассы в плоскости ),( yx , а ослабление волн за 

счет поглощения должно компенсироваться [A 2 (§ 5.2.4, § 5.4.1) ]. Расчет величины 

)(rSRt  основан на стереометрических соотношениях, поясняемых в [A 2 (§ 7.2.1);  A 3;  

180].  
Для оценки разрешающей способности томографа в -z направлении исследова-

лись аппаратные функции квазитрехмерного алгоритма (4.3) для различных комбинаций 
углов наклона преобразователей. Для этого “пробный” точечный рассеиватель рефракци-

онного типа с единичной нормировкой )()( 0rrr v  помещался в фиксированную 

точку  0,, 000 yxr  в плоскости ),( yx , и в соответствии с (4.3) строилось его изобра-

жение, т.е. аппаратная функция ),(ˆ),(ˆ 0   r|rr vv .  Если 00 r , и все преобразовате-

ли расположены на одинаковом расстоянии от начала координат, то 

  const,,)3( f , и для точек вдоль -z сечения )0,0(  yx   временнáя коррек-

ция   0)sin(sin,0,0 czzyxt RSSR   ,  где S , R  – углы наклонов для 

текущих номеров позиций излучателя и приемника. Это же выражение для 

),( 00 yyxxtSR   справедливо при произвольном 0r , если излучающая поверхность 

преобразователей имеет коническую форму, т.е. каждый из преобразователей озвучивает 
всю исследуемую область под одним и тем же углом к плоскости томографирования (но 
этот угол индивидуален для разных преобразователей). Однако поверхность каждого из 
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таких преобразователей должна иметь свой индивидуальный угол конусности i , что 

технически затрудняет их изготовление. 

Благодаря высокой угловой плотности данных в плоскости ),( yx , структура аппа-

ратной функции  0,,ˆRe rzyxv  задачи (4.3) практически не зависит от точки 

}0,,{ 000 yxr . При перемещении 0r  изменяются только детали ее вида вдоль коорди-

наты z , хотя площадь, определяемая зависимостью от z  функции  0,,ˆRe rzyxv , ос-

тается почти постоянной. Тогда отношение объемов, занимаемых  0,,ˆRe rzyxv  и ап-

паратной функцией  0
)2( ,ˆ ryxv  двумерной задачи (4.1), составляет 
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r
 . При использовании алгоритма (4.3) нужна допол-

нительная нормировка восстановленных значений ),(ˆ rv  путем деления их на effh , что 

дает значения ),(ˆ rv , усредненные по толщине “тонкого слоя”, которая определяет раз-

решающую способность вдоль -z направления. 
 
В схемах с совмещенными приемоизлучающими преобразователями каждый преоб-

разователь работает и как излучатель, и как приемник. Численное моделирование показа-
ло, что способ задания наклонов (случайным образом или по определенному закону) 
практически не влияет на вид аппаратной функции. Далее полагается, что при переходе от 

одного преобразователя к соседнему наклон изменяется на 5.0 . В случае более крупного 

шага наклонов возможна ситуация, когда прожекторная зона одного преобразователя не 
перекрывается с прожекторной зоной другого, что уменьшает количество данных о рас-
сеивателе. При односторонних наклонах вертикальные оси всех преобразователей накло-

нены внутрь антенной решетки. Аппаратная функция (АФ)  )0,,(ˆ 0  rzyxv  вдоль 

-z сечения )0,0(  yx  является комплексной, и величина ее мнимой части сопоста-

вима с действительной (рис. 4.1а). Это связано с тем, что при односторонних наклонах 

фиксированной паре векторов ),( 00 lk  нельзя сопоставить пару ),( 00 lk . Как следст-

вие, данные рассеяния содержат информацию только о )sin(sin0 RSz k   одного 

знака. Пространственный спектр -z сечения АФ действителен, сосредоточен в подобла-

сти 0 z , и его форма близка к треугольной. Эффективная полуширина пространствен-

ного спектра определяет разрешающую способность томографической схемы вдоль 

-z направления. При диапазоне наклонов ]13;5.0[  i  ширина функции v̂Re  по 

уровню 7.0  составляет 0 , а ширина модуля АФ |ˆ| v  составляет 05.2  , т.е. разре-

шение сравнительно высоко. Однако комплексный характер аппаратной функции приво-
дит к “перемешиванию” восстановленных скоростной и поглощающей компонент рассеи-
вателя и, в этом смысле, ухудшает информативность изображения. При необходимости 
разделения компонент требуется или привлечение методики, изложенной далее в § 4.3.1 и 
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предполагающей многочастотный режим, или использование схем с двусторонними на-
клонами преобразователей, приводящих к практически действительной АФ. 

Двусторонние наклоны позволяют получить информацию о пространственном 

спектре рассеивателя как в подобласти 0 z , так и в подобласти 0 z . Для обеспече-

ния симметрии z -компонент восстановленного пространственного спектра относительно 

точки 0 z , картины распределения положительных и отрицательных наклонов долж-

ны быть симметричны. Форма пространственно-спектрального распределения -z сечения 
остается практически той же, что и в случае односторонних наклонов, но теперь его сим-
метричность приводит к важному достоинству АФ – она становится близкой к действи-

тельной (рис. 4.1б). При использованном диапазоне ]5.6;5.6[ i  ширина функции 

v̂Re  по уровню 7.0  вдоль -z направления составляет 05.2  . Повысить разрешаю-

щую способность можно увеличением количества преобразователей для расширения диа-
пазона их наклонов. Однако при слишком сильном наклоне прожекторные зоны части 
приемоизлучающих преобразователей становятся слабо перекрывающимися в вертикаль-
ном направлении. Кроме того, дополнительные ограничения могут быть связаны и с ви-
дом томографируемого органа. 
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Рис. 4.1.  Томографическая схема с совмещенными приемоизлучающими преобразователя-
ми. Действительная (толстая линия) и мнимая (тонкая линия) части аппаратной функции 
данной схемы, нормированные на максимальное значение ее действительной части, вдоль 
вертикального направления: 
(а) – наклоны вертикальных осей всех преобразователей ориентированы к центру антенной 

решетки (односторонне ориентированные наклоны); 
(б) – наклоны вертикальных осей преобразователей ориентированы как к центру, так и от 

центра антенной решетки (двусторонне ориентированные наклоны). 
 
 
 
В схемах с разделенными группами приемных и излучающих преобразователей пре-

образователи разделяются на две независимые группы: излучающую и приемную. Углы 
наклона в обеих группах задаются независимо друг от друга. В частности, возможны схе-

мы, в которых все излучатели не наклонены ( 0 S ), а наклоны приемников различны. 

Тогда все излучатели имеют в вертикальном направлении единую прожекторную зону, и 
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остается обеспечить принадлежность этой зоны к прожекторным зонам всех приемников. 
Это важное преимущество подобных схем, достигаемое именно за счет разделения при-
емных и излучающих преобразователей.  При односторонних наклонах приемников 

( ]5.12;0[ R ,  0 S )  АФ комплексна (это недостаток), и ширина для v̂Re  и 

|ˆ| v  составляет, соответственно, 02  и 03.3   (рис. 4.2а). Достоинства схемы – от-

сутствие проблемы перекрытия прожекторных зон и возможность обеспечить нужную 
высокую разрешающую способность в вертикальном направлении, поскольку углы одно-
сторонних наклонов могут быть большими. 

При двусторонних наклонах приемников ( ]5.6;5.6[ R ,  0S  ), про-

странственно-спектральное распределение в подобластях 0 z  и 0 z  симметрично, 

за счет чего АФ практически действительна; ее ширина 03.3   (рис. 4.2б). Схема с раз-

деленными приемниками и излучателями, АФ которой действительна, может быть реали-
зована еще одним способом. Все излучатели имеют одинаковый радиальный, например, 

“внешний” наклон constS ; при этом приемники имеют различные радиальные 

“внутренние” углы наклона в диапазоне, симметричном относительно угла )( S . Таким 

образом, наклоны всех приемников являются односторонними относительно вертикально-
го -z направления, но двусторонними относительно наклоненной оси каждого излучате-
ля. АФ этой схемы близка к предыдущей (рис. 4.2б). Преимущество данной схемы над 
рассмотренными выше – возможность обеспечить принадлежность прожекторных зон 
всех излучателей к прожекторным зонам всех приемников, поскольку ориентация накло-
нов приемников только “внутрь” позволяет увеличить их высоту по сравнению с высотой 
излучателей. Плата – необходимость наклона излучателей, т.е. их прожекторные зоны, в 
отличие от предыдущей схемы, перестают полностью совпадать. 

Аппаратные функции одного из алгоритмов восстановления борновских трехмер-
ных рассеивателей при использовании неполных данных исследовались в [A 2 (§ 7.2.2);  
A 7;  A 65;  180], где проанализированы некоторые варианты ограничений на множество 
используемых направлений падения и приема акустических волн.  
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Рис. 4.2.  Томографическая схема с раздельными приемоизлучающими преобразователя-
ми. Наклоны вертикальных осей присутствуют только у приемников. Нормированные 
действительная (толстая линия) и мнимая (тонкая линия) части аппаратной функции дан-
ной схемы вдоль вертикального направления при односторонне (а) и двусторонне (б) ори-
ентированных наклонах. 
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Раздел 4.3. Раздельное восстановление упругих и вязких 
характеристик рассеивателя при неполных данных 

 

Функция рассеивателя ),( rv  характеризует отклонения фазовой скорости звука 

)(rc , плотности среды )(r  и амплитудного коэффициента поглощения ),(  r  от соот-

ветствующих значений в однородной фоновой непоглощающей среде со скоростью звука 

0c  и плотностью 0 . В случае комплексного представления монохроматических волно-

вых полей эта функция имеет, согласно (1.17), вид 
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при временнόй зависимости полей )exp(~ ti . Данное выражение справедливо как при 

0 , так и при 0  с учетом знака круговой частоты   и того, что 

),(),(  rr . Частотная зависимость коэффициента поглощения предполагается 

степенной и характеризуется показателем степени )(r : 
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далее в качестве 02   выбирается средняя частота в рабочем частотном диапазоне 

],[|| 31  . Тогда 
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Три слагаемых в (4.6), соответствующие скоростной, плотностной и поглощающей ком-
понентам рассеивателя, описываются частотно-независимыми функциями 
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В импульсном режиме падающее поле 
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является суперпозицией плоских монохроматических волн, распространяющихся в на-

правлении единичного вектора ke . Зондирование рассеивателя плоскими импульсами с 

амплитудным спектром )(A  позволяет получить оценку ),(ˆ AV r  функции ),( AV r , свя-

занной с функцией рассеивателя в монохроматическом режиме ),( rv  соотношением 

(2.3) при 0),(0  r : 
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В двумерной задаче, согласно (2.4),    )exp()sgn(1)(
||2

1
),( 00 tiiAtB 


 ;  

в трехмерной задаче )exp()(
||2

),( 0
0

0 tiA
c

tB 


 . Фиксированный момент вре-

мени 0t  ориентировочно определяется из условия максимума величины || intB , где 






 dtB ),( 0intB . Тогда в импульсном режиме аналогом функции ),( rW  является 

функция int),(),( BAVAW rr  , которая с учетом (4.6) и (4.9) приводится к виду: 

 

)()()()()(),( )()( rrrr   gAIigAIgAW c , (4.10) 
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– числовые коэффициенты (возможно комплексные), зависящие от спектра зондирующего 

сигнала. Таким образом, в функциях ),( rW  и ),( AW r  информация об упругих ( ,c ) 

и вязких (  , ) характеристиках рассеивателя “смешана”. Поэтому после получения оце-

нок этих функций путем обработки экспериментальных данных возникает необходимость 

разделения вкладов от -c , - , -)( компонент рассеивателя. Процедура разделения, 

предложенная в работах [A 2 (раздел 7.3);  A 3;  A 7;  A 65;  A 71;  180] обсуждается в на-
стоящем разделе. Другой важный для диагностики вопрос, уже рассмотренный в 
разделе 4.2, – разрешающая способность предлагаемой томографической схемы, тесно 
связанная с понятием аппаратной функции (см. начало раздела 4.2). 



 
150

При восстановлении характеристик рассеивателя, в выражении (4.8) для 

),,(0 tu ker  и, следовательно, в последующих выражениях, содержащих интегрирование 

по частоте, вплоть до выражения (4.11), нужно рассматривать частоты   только одного 

знака. Это означает, что при обработке используется комплексное аналитическое пред-
ставление сигналов. Такое представление получается добавлением к измеряемому в экс-
перименте действительному сигналу мнимой части, которая является, с точностью до зна-

ка, гильбертово сопряженной (по переменной времени t ) к действительному сигналу 

[A 1 (Введение) ]. 
 
 

§ 4.3.1. Разделение рассеивающих компонент 
в многочастотном или импульсном режимах в условиях 

неточно известной частотной зависимости коэффициента 
поглощения  

 
В разделе 4.2 было показано, что, в зависимости от требований к получаемому изо-

бражению, можно подобрать наиболее целесообразную схему для восстановления с высо-
кой точностью диагностических характеристик биоткани: скорости звука, плотности и ко-
эффициента поглощения, т.е. компонент функции рассеивателя (4.6). Технические или 
анатомические ограничения на возможное расположение преобразователей характерны 
для медицинских задач [308]. Тогда необходимые экспериментальные данные рассеяния 
не доступны в полном объеме, и аппаратная функция (АФ), обсуждавшаяся в разделе 4.2, 

может приобрести мнимую часть. Это осложняет задачу разделения -c , -  и - компо-

нент, формирующих действительную и мнимую части функции рассеивателя, и приходит-
ся использовать различия в показателе степени частотной зависимости рассеивающей 
способности каждой из трех компонент [A 2 (раздел 7.2);  A 3;  A 71;  180]. Разделение 

компонент в условиях комплексной АФ предполагает знание показателя степени   час-

тотной зависимости коэффициента поглощения. Классическая стоксовая зависимость 

2  характерна для ряда жидкостей и некоторых пластмасс. В медицинских задачах   

различается не только для биотканей различных органов, но даже для биотканей одного и 
того же органа, а также для одинаковых участков органа у разных пациентов [219;  220]. 

Для мягких тканей   лежит в диапазоне 21   [309 (§ 4.5) ]. Таким образом, значения   

для биологических тканей могут лежать в широких пределах, и часто недостаточно полно 
изучены. В связи с этим метод разделения, описываемый ниже, далее обобщается на слу-
чай отклонения частотной зависимости от ожидаемой. 

Алгоритм раздельного восстановления оценок функций (4.7) использует различное 
частотное поведение соответствующих рассеивающих компонент в выражении (4.6). Раз-

деление осуществляется на основе оценок int),(ˆ),(ˆ BAVAW rr  , получаемых с помощью 

трехмерного алгоритма  (см. далее  п. 4.3.1.1)  или квазитрехмерного алгоритма (4.3), рас-
сматриваемых в многочастотном или импульсном режимах. Используется представление 
 




  rrr|rr dAWAgAW ),(),(ˆ),(ˆ ,     
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где ),(ˆ Ag r|r   – АФ рассматриваемого алгоритма (комплексная, в общем случае), т.е. 

его реакция ),(ˆ),(ˆ AgAW r|rr    на присутствие точечного рассеивателя с единичной 

нормировкой вида )()( rrr cg ,  0)()(   rr gg . 

Вся область рассеяния   представляется в виде объединения подобластей )(m , 

внутри каждой из которых АФ квазиоднородна: ),(ˆ),(ˆ )( AgAg m rrr|r    при 

)(mr . Тогда операция формирования Ŵ  близка к пространственной свертке (далее – 

символ  ): 
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Если характерная ширина АФ меньше линейного размера подобласти )(m , то 
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Далее используется представление (4.12), но верхний индекс )(m  для краткости будет 

опускаться. Подстановка выражения (4.10) в (4.12) дает в пределах однородности функции 
отклика: 
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Разделение действительной и мнимой частей соотношения (4.13) при фиксированных r  и 

A  приводит к двум уравнениям, линейным относительно шести действительных неиз-

вестных )(,,ˆRe   cgg ,  )(,,ˆIm   cgg . Для их определения необходимо иметь, в 

общем случае, три независимых набора данных рассеяния, соответствующих амплитуд-

ным спектрам падающего поля )( jAA , 3,2,1j ;  индексом 1j  будет обозна-

чаться самый низкочастотный набор. Чем более низкочастотен спектр, тем шире главный 
лепесток соответствующей аппаратной функции. Поэтому для обеспечения независимости 
искомых величин от частоты заранее определяется эталонная аппаратная функция 

),( low
0 Ag r . Ее пространственный спектр ),(~

low
0 Ag ξ  должен обеспечивать низкий 

уровень боковых лепестков функции ),( low
0 Ag r  и, в то же время, не превышать по сво-

ей ширине пространственный спектр ),(~
jAg ξ  аппаратной функции ),(ˆ jAg r , соот-

ветствующей самому низкочастотному набору )(jA , т.е. при 1j . При этом получен-

ные оценки )(ˆ),(ˆ rr jj WAW   необходимо коррекцией привести к следующему виду: 
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Коррекцию удобно осуществлять через пространственные спектры соответствующих 
функций, рассматриваемых на выделенном участке изображения, в пределах которого АФ 
квазиоднородна и ее вид практически не изменяется. Из (4.13), (4.14) следует: 
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Разделение действительной и мнимой частей соотношений (4.14) приводит к ли-

нейной системе уравнений относительно шести действительных неизвестных 
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Члены cS , S , )(S  являются информативными, выступая в качестве оценок истинных 

характеристик рассеивателя cg , g , )(g , которые подвергаются одинаковому про-

странственному сглаживанию. Члены cN , N , )(N  неинформативны и подлежат ис-

ключению, так как содержащаяся в них информация о рассеивателе невосстановимо “пе-

ремешана” из-за имеющейся у аппаратной функции мнимой части. От индекса спектра j  

в (4.16) зависят только числовые коэффициенты I , )(I  и откорректированные правые 

части )(ˆ cor rjW . 

В случае полных данных 0Im 0 g , слагаемые )(,, cN  отсутствуют, и для на-

хождения )(,, cS  достаточно двух независимых наборов данных рассеяния [A 8;  A 78;  

142 (§ 8.1);  164]. Метод выделения плотностной компоненты за счет использования двух 
иммерсионных сред при полном наборе данных предложен в [310]. 

Уравнения (4.16) приобретают наиболее простой вид в случае облучения рассеива-

теля плоскими монохроматическими волнами со спектром )()( jjA   на трех 

разных частотах 0 j ; тогда 21 jI  ,  1
)(


  jI : 
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В [A 7;  A 65] подобная система приведена для 2 . Целесообразно восстанавливать 

безразмерные информативные величины cS ,  2
2S ,  1

2)(


 S ,  где 2  – каким-

либо образом выбранная средняя частота. Это связано с тем, что именно данные величины 
определяют эффективность рассеяния и обычно бывают численно соизмеримыми между 
собой для биологических структур на частотах в мегагерцовом диапазоне. В случае (4.16) 

восстанавливаются cS ,   2Re   jIS ,   2)()( Re   jIS . 

Из (4.17) следует: 
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где 

  1
12

cor
1

cor
21

ˆReˆRe)(  WWK ;       1
13

cor
1

cor
32

ˆReˆRe)(  WWK ; 

    1
13

2
321 1)( H ;       1

122 1)( H ;  

  1
133 1)( H ;       1

124 1)( H ; 

 2321 1 B ;        2
31

2
122 1 B ;      2

123 1 B ; 

  )()()()()()( 32412
1

121   HHHHDD . 

 

Итак, соотношения (4.16) или (4.17) позволяют разделить -c , - , - компоненты 

рассеивателя для произвольного, заранее заданного значения 1 ; ситуация 1  далее 

обсуждается особо. В случае неборновских рассеивателей для разделения нужна органи-

зация итерационного процесса. Значения )(ˆ rc , )(ˆ r  и ),(ˆ  r , оцененные на предыду-

щем итерационном шаге, рассматриваются в качестве характеристик неоднородной фоно-

вой среды. На их основе уточняются функции )(ˆ rjW , и осуществляемое затем разделение 

вкладов уточняет оценки )(ˆ rc , )(ˆ r  и ),(ˆ  r . При этом для коррекции (4.15), вообще 

говоря, нужно использовать аппаратные функции рассматриваемого неоднородного фона. 
Однако в п. 2.2 было показано, что аппаратные функции однородной и неоднородной сре-
ды близки в силу высокой угловой плотности данных рассеяния в рассматриваемой томо-
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графической установке, и поэтому их отличием при итерациях можно пренебречь (с опре-
деленной степенью точности). 

 
 

4.3.1.1. Моделирование алгоритма разделения рассеивающих 
компонент в трехчастотном режиме при известной частотной 

зависимости коэффициента поглощения 
 
Компьютерное моделирование проводилось для полихроматического режима на 

трех частотах 321  . При каждой фиксированной частоте j  имеется своя аппа-

ратная функция ),(ˆ),(ˆ jj gAg   rr . Для иллюстрации разработанной методики раз-

деления рассеивающих компонент была выбрана схема трехмерной акустической томо-
графии [159], обобщенная на случай неполных данных, при которых аппаратная функция 
комплексна. В качестве данных рассматривалась амплитуда рассеяния 

),,,,(),,( jj ff lk , где ,  – азимутальный и полярный углы для волно-

вого вектора k  падающей волны в сферической системе координат; ,  – для вектора 

l  рассеянной волны; 0ck jj  . В случае полных данных и слабого рассеивателя: 
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  (4.19) 

 
Трудности реализации алгоритма разделения обсуждались в [A 2 (§7.3.1);  A 3;  

180]. Использовалась “полусферическая” трехмерная схема сбора данных: облучение – в 
горизонтальной плоскости, прием рассеянных волн – на части верхней полусферы, т.е. 

2 ;  ]2,4[  . Для фиксированных   и   присутствуют все значения 

)2,0[,   в горизонтальной плоскости ),( yx . Тогда модуль аппаратной функции в 

плоскости ),( yx  имеет полуширину по уровню 7.0  около 8j  и около j35.0  вдоль 

z -направления из-за неполноты данных; jj k 2 .  Модельные данные рассеяния 

формировались на частотах 400 кГц, 600кГц, 800 кГц для нескольких типов неоднород-

ностей. Шаг дискретизации в координатном пространстве r  всегда составлял 43 , где 

длина волны 3  соответствует высшей частоте 3 . 

При раздельном воспроизведении аппаратных функций томографической схемы, 

безразмерным функциям cg ,  2
2g ,  1

2)(


 g  соответствуют пробные воздействия 
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с единичной нормировкой )()()()( ,,,,   cc zzyxrr , характеризующие то-

чечные неоднородности фазовой скорости, плотности и поглощения с соответствующей 

вертикальной координатой 0cz ,  34z ,  34z . Надо еще раз отметить, что 

представление рассеивателя в виде  -образных неоднородностей является идеализацией, 

далекой от физической реальности, и необходимо лишь для изучения свойств и взаимосо-
отношений между аппаратными функциями алгоритма восстановления реальных физиче-

ских объектов. В этом и последующих модельных примерах местоположение -c , - , 

- неоднородностей задавалось в плоскости ),( yx  координатами 0 yx . Действи-

тельная и мнимая части эталонной аппаратной функции ),( 1
0  rg  на низшей частоте 1  

приведены на рис. 4.3  в масштабе длины волны 213  . Оценки cS ,  2
2S ,  


 S1

2  “точечных” рассеивателей (рис. 4.4;  0 yx ), разделенные согласно (4.18) 

при точно известном показателе  , являются действительными частями аппаратных 

функций восстановления неоднородностей соответствующего типа. В трехмерной задаче 

они имеют размерность 3м . 
 

Рис. 4.3. Нормированные дей-
ствительная (толстая линия) и 
мнимая (тонкая линия) части 
эталонной аппаратной функции 

0
g  вдоль z -направления. 

Функция 0
g  задается на низ-

шей рабочей частоте 1 ; про-

странственный масштаб соот-
несен с длиной волны на выс-
шей рабочей частоте 

13 2 . 
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Рис. 4.4. Аппаратные 
функции восстанов-
ления скоростной 
(толстая линия), по-
глощающей (тонкая 
линия) и плотностной 
(пунктир) компонент 
трехмерного рассеи-
вателя.  
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В следующей модели в качестве функций ,)()( 0ccc  rr   













)(

1
)()( 2

r
rrP   и  ),( 2 r  использовались пробные функции )(rc , 

)(rP  и )(r  “игольчатого” характера, т.е. “точечные” в плоскости ),( yx  и протяжен-

ные вдоль z -направления. Такая идеализированная модель позволяет исследовать качест-
во восстановления структуры рассеивающих компонент, протяженных в -z направлении, 

при исключении влияния структуры рассеивателя в плоскости ),( yx . Функция  
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c
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состоит из прямоугольного пьедестала  33 6||при0;6||при1)(  zzz   

и “всплеска” гауссовской формы на одном из краев пьедестала. Две другие функции опре-

деляются как  
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Амплитудно-нормировочные множители полагались равными типичным отклонениям от 
фоновых значений физических величин соответствующего типа в мягких тканях:  

101 c м/с,  52 c м/с,  дБ/см1Нп/м5.111  . Эффективный параметр 

25
0 м10 P  оценивался на основе ожидаемого максимального значения относительных 

флуктуаций плотности [A 2 (§7.3.1);  A 3;  180]:  в биологических мягких тканях плотно-
стной контраст тканей с патологией на фоне здоровой ткани может достигать 

%)3020(    [311;  312].  В то же время, выбор таких параметров обеспечивает для рабо-

чих частот в мегагерцовом диапазоне приблизительно равный вклад -c , - , - неодно-

родностей в абсолютное значение рассеянного поля. Для контраста 11 c м/с, еще раз-

личимого при акустической томографии, “равноценное” значение плотностного параметра 

составляет 24
0 м10 P . На рис. 4.5 (толстая линия) представлен результат раздельной 

реконструкции величин )(rc , )(r , )(rP  в сечении 0 yx . В силу “игольчато-

го” характера пробных рассеивателей, их размерность относится к размерности соответст-

вующих функций c ,  , P  как 2м  и составляет: 1)мс(][ 
 c ,  3м/Нп][ 

  ,  

4м][ 
 P . Ширина восстановленных функций в z -направлении больше их исходной 

ширины на величину, сравнимую с шириной аппаратной функции. 
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Рис. 4.5. Скоростная (а), поглощаю-
щая (б) и плотностная (в) компоненты 
рассеивателя, “точечного” в плоскости 

),( yx  и гауссовского типа вдоль оси 

OZ , восстановленные по неполным 
трехчастотным данным рассеяния без 
ошибок (толстая линия) и при средне-
квадратичном значении случайной 
ошибки 50%  (тонкая линия). Пункти-
ром изображены модельные неоднород-
ности с пиковым значением, равным 
максимальному значению их оценки, 
восстановленной по данным без ошибок. 
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При проверке устойчивости решения к случайным ошибкам в данных рассеяния 

),,( jf lk , шумовое поле имело нормальное распределение с нулевым средним и значе-

нием стандартного отклонения ),,(max)(
,

nsns jj f  l
l

k
k

  независимо для мни-

мой и для действительной частей шумового поля; ns  – коэффициент зашумления. Даже 

при %50  ошибках (коэффициент 5.0ns  ) возможно адекватное разделение трех ком-

понент (рис. 4.5, тонкая линия). Допустимость столь большой погрешности в данных объ-

ясняется квазиточечным характером рассеивателя в плоскости ),( yx , за счет чего возни-

кает эффект концентрации энергии рассеянного сигнала при реконструкции рассеивателя, 
более узкого или сравнимого по ширине с длиной волны [A 2 (§5.2.5);  180].  Для произ-

вольных трехмерных рассеивателей с характерными размерами не менее 3 , уровень до-

пустимых случайных ошибок падает до %)53(  , что достижимо в реальном экспери-

менте. 
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Вопросы выделения непосредственно плотности среды )(r  из плотностной со-

ставляющей рассеивателя, которая восстанавливается, согласно (4.4), в виде оценки функ-

ции 















)(

)(
)( 02

0 r

r
rP , обсуждались, например, в [A 2 (§7.3.1);  A 3;  

142 (§ 8.1) ;  180]. 
Итак, применение трехчастотного режима позволяет восстановить полную про-

странственную структуру неоднородностей скорости, плотности и поглощения даже в 
случае неполных данных. Однако помехоустойчивость восстановления крупномасштаб-
ных составляющих неоднородностей существенно ниже, чем высокочастотных компонент 
пространственных структур. Использование многочастотного или импульсного режима 
является единственным способом, позволяющим разделить все три типа неоднородностей 
в случае комплексной аппаратной функции томографа. Математическая обусловленность 
алгоритмов рассматриваемого метода сильно зависит от отношения между рабочими час-

тотами j , ухудшаясь при сближении этих частот, а также от степени различия в частот-

ном поведении рассеивающих компонент. 
 
 

4.3.1.2. Влияние отклонения частотной зависимости 
коэффициента поглощения от предполагаемой 

 
Дополнительную проблему составляет априорное незнание характера частотной 

зависимости коэффициента поглощения, т.е. точного значения  . Тогда, при разделении 

компонент из системы (4.16) или (4.17), истинное значение   заменяется средним ожи-

даемым значением 0 . Например, вместо (4.17) будет: 
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  (4.20) 

 

Выражения для оценок cŜ ,  2
2

ˆ S ,  1
2)(

0

0
ˆ 

 S , получаемых вместо истинных значе-

ний cS ,  2
2S ,  1

2)(


 S , аналогичны (4.18) при замене   на 0 : 
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  (4.21) 
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Погрешности, вносимые в оценки -c , - , - компонент за счет отличия 0  от   при 

разделении с помощью (4.20), оцениваются приравниванием левых частей (4.17) и (4.20), 

поскольку )(ˆ cor rjW  получаются из экспериментальных данных и не зависят от 0 . В ито-

ге: 
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Правые части соотношений (4.22)–(4.24) являются погрешностями разделения -c , 

- , - компонент. Весовые коэффициенты ),( 0,,  c , являющиеся мерой погрешно-

стей, равны нулю при 0  и принимают независящие от 0  значения при 1 . Из 

(4.23) следует: 
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т.е. величина 1  является отношением оценки коэффициента поглощения (на частоте 

2 ) в предположении показателя 0 , к истинной оценке. 

Численные значения ),( 0 c  и ),( 0   приведены на рис. 4.6 для разных 

фиксированных 0  и истинного показателя  , меняющегося в интервале ]2;1[  (зна-

чения частот 400 кГц, 600кГц, 800 кГц). Зависимость близка к линейной для c  и   

и к квадратичной для  , причем оказалось, что ),(),( 00  c , хотя это и не 

строгое равенство. При 0  значение ||   более чем на порядок меньше значений 
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|| c  и ||  , за счет чего абсолютная погрешность в оценке - компоненты значитель-

но меньше, чем в -c  и - компонентах. Это обстоятельство подтверждается на рис. 4.7 

результатом разделения -c , - , - компонент в трехчастотном режиме при 

75.10   (пунктирная линия), а также при 75.1 , 20   (толстая линия); для 

- компоненты эти линии практически совпадают. 
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Рис. 4.6.  Весовые коэффициенты при погрешностях, вносимых в оценки скоростной (а) и 
плотностной (б) компонент рассеивателя, когда истинная степень   частотной зависимо-

сти коэффициента поглощения отличается от степени 0 , предполагаемой при разделении 

этих компонент: 1.250   (пунктирная  линия),  1.50   (тонкая линия),  1.750   

(толстая линия). 
 
 
 

Относительное систематическое отклонение, обусловленное отклонением   от 0 , 

оценивается как    0
2syst ||1 , т.е. 20syst   при 10   

и 12  ;    – максимальное отклонение рабочей частоты от 2 .  Влияние такого 

рода ошибки на результат разделения практически одинаково для разных моделей рассеи-
вателей. В связи с этим мера устойчивости схемы разделения иллюстрируется рис. 4.7 на 

примере описанной модели неоднородностей “игольчатого” типа. По мере отклонения 0  

от   искажения нарастают достаточно медленно, причем - компонента, как и ожида-

лось, подвергается влиянию систематических ошибок в наименьшей степени. Устойчи-
вость же к случайным ошибкам в данных рассеяния остается той же, что и в идеальном 

случае 0 , и зависит от модели рассеивателя. 
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Рис. 4.7.  Скоростная (а), поглощающая (б) и плот-
ностная (в) компоненты рассеивателя, восстанов-
ленные по неполным данным рассеяния с шумом: 
– истинная степень 1.75  частотной зависимо-

сти коэффициента поглощения известна (пунк-
тирная линия); 

– изначально при восстановлении предполагается 
показатель степени 20   вместо истинного 

1.75 , и восстановленные компоненты (тол-
стая линия) являются исходными данными для 
итераций; уровень шумовых помех приводит к 
ошибке в этих данных не более %1 ; 

– результат итераций в четырехчастотном режиме 
при неизвестном   (тонкая линия). 
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Линейная зависимость коэффициента поглощения от частоты ( 1 ) возможна в 

некоторых биологических тканях, например, в печени [309 (§ 4.5) ]. Тогда коэффициенты 

при скоростной )(rcg  и поглощающей )()1( rg  компонентах в (4.6) не отличаются по 

частотной зависимости: 

)()sgn(
)(

)(),( )1(2
2

2
2 r

r
rr 

 



















 gi
g

gW c  .   

Поэтому при неполных данных рассеяния присутствие мнимой части у аппаратных функ-

ций ),(ˆ jg  r , ),( 1
0  rg  приводит к неразделимому “перемешиванию” оценок скоро-

стного и поглощающего членов, согласно (4.14) и (4.17): 
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    2
)1(

2
)1(

cor )(ˆ
jcjcj NNSiSNSW  r ,   

где 

)1(,,
0

)1(,, Re   cc ggS  ,    )1(,,
0

)1(,, Im   cc ggN  .  

Выделить вклад от плотностной компоненты в )(ˆ cor rjW  по-прежнему возможно за счет 

частотного коэффициента 21~ j  при - члене. Поэтому - компонента воспроизво-

дится без искажений. Таким образом, при приближении частотной зависимости коэффи-

циента поглощения к линейной, частотное разделение -c  и - компонент принципиаль-

но невозможно. Применение трехчастотной схемы (4.20) становится излишним, поскольку 
возможности частотного разделения исчерпываются уже двухчастотным режимом. 

Аналогично, если 1  (хотя для биологических тканей 0 ), и у аппаратных 

функций присутствует мнимая часть, то происходит неразделимое “перемешивание” оце-
нок плотностного и поглощающего членов. 

Если же доступные данные рассеяния позволяют формировать действительную 

эталонную аппаратную функцию, т.е. 0)(Im 0  rg , то для выделения cS , S , )(S  из 

оценки )()()()(ˆ
)(

12cor rrrr 


  SiSSW jjcj  достаточно двух частот j , не-

зависимо от значения  , поскольку - компонента соответствует мнимой части: 

 

jWS jj  
 ,)(ˆIm)( 1cor

)( rr  .   (4.26) 

 
Кроме того, открывается дополнительная диагностическая возможность, связанная с оп-

ределением значения  , если оно заранее неизвестно или же непостоянно, т.е. )(r . 

Поскольку функция )()( rS , как оценка величины )()( rg  в (4.7), не должна зависеть 

от j , то из (4.26) следует:  ),(ˆIm
1

),(ˆIm
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2
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для всех точек r , где коэффициент поглощения не равен нулю. Мнимая часть эталонной 
аппаратной функции томографической схемы отсутствует при полных данных рассеяния, 
а при неполных данных ее отсутствие, в ряде случаев, может быть обеспечено организа-
цией эксперимента. Для этого эталонная аппаратная функция должна иметь полностью 
симметричный пространственный спектр. Это достигается в томографической схеме, ес-
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ли, например, у каждой пары волновых векторов падения и рассеяния ),( lk  есть пара с 

противоположным направлением ),( lk . 

Подробно процедура разделения -c , -  и - компонент, а также определения 

показателя степени частотной зависимости коэффициента поглощения   в условиях пол-

ных данных рассеяния рассмотрена в [A 14;  A 77]. 
 
 

§ 4.3.2. Выделение истинных оценок скорости звука и 
коэффициента поглощения. Определение неизвестной 
частотной зависимости коэффициента поглощения 

 

Если при разделении -c , - , - компонент (4.21) оценка - компоненты при 

фиксированном r  получается нулевой 0ˆ
)( 0
S  независимо от 0 , и оценки cŜ  и Ŝ  

при этом также не зависят от 0 , то это означает либо равенство нулю коэффициента по-

глощения в данной точке, либо его линейную частотную зависимость 1 . Отличить эти 

два случая при ненулевой мнимой части аппаратной функции нельзя; также нельзя улуч-

шить оценки )(,, 0
ˆ

cS . 

Если же такая ситуация не имеет места, то в каждой точке r  оказывается возмож-

ным итерационное выделение из оценок )(,, 0
ˆ

cS  истинных оценок )(,,
ˆ

cS  с парал-

лельным определением неизвестной степени частотной зависимости )(r , служащей до-

полнительным диагностическим параметром при медицинских исследованиях. При этом 

предполагается, что если у аппаратных функций присутствует мнимая часть, то 1)(  r   

(см. конец п. 4.3.1.2). 

Далее рассматриваются только -c  и - компоненты (погрешность в оценке 

- компоненты за счет отличия 0  от   пренебрежимо мала, – см. п. 4.3.1.2). Предпола-

гаются два набора, каждый из трех частот:   1
j ,    2

j , 3,2,1j . Эталонная аппа-

ратная функция должна быть единой для них, чтобы истинные оценки )(,, cS  не зависе-

ли от набора частот. Требуются различные средние частоты  
21

1
2    и  22

]2[
2  , 

т.е. 2221  , в то время как нижние и высшие частоты могут быть произвольными, в 

том числе одинаковыми. Итерационный процесс основывается на соотношениях (4.22) и 

(4.23). Используется факт независимости истинных величин )()( rS  и )()( rN  от на-

бора частот: из (4.7) и (4.5) следует, что 
)(

),(
2)(

2
0

2

2
)( r

r
r

c

c
g





  вообще не зависит 

от  ,  а  )(),( )(1
0

)()( rr   ggiNS  зависит только от частоты 1 , задающей 

эталонную аппаратную функцию 0
g . 
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В наиболее простом случае построения итерационного алгоритма соотношения 

(4.22) и (4.23) для -c  и - компонент рассматриваются независимо друг от друга. При 

нахождении коэффициента поглощения и степени )(r  начальными данными являются 

оценки 

1
210

]1[
)(0

]1[ 0

0
),(ˆ),( 

  rr SF ,     1
220

]2[
)(0

]2[ 0

0
),(ˆ),( 

  rr SF ,  

полученные из (4.21) для каждого набора частот и единственного значения 0 . В даль-

нейшем эти данные не меняются с номером n  итерационного шага. Искомые величины 
1

21)(1 )()( 
  rr SQ  и 1

22)(2 )()( 
  rr SQ  оцениваются, согласно (4.23), при каж-

дом n  в виде: 
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 (4.27) 

 

Коэффициенты  1
 ,  2

  вычисляются для данной точки r  из (4.25) при замене ис-

тинного (неизвестного) значения )(r  его предыдущей оценкой )()1( r n .  Если полу-

ченные на n -й итерации величины )()(
1 rnQ , )()(

2 rnQ  не слишком малы, так что можно 

говорить о присутствии поглощения в данной точке r , то )()( rn  уточняется из соотно-

шения   )()( )(
2

)(
1

1)(

2221

)(

rr
r nn QQ

n




  (в силу независимости )()( rS  от часто-

ты), т.е. 
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 .   (4.28) 

 

Именно условие 2221   делает возможным оценку )(r . Начальным приближением 

для итераций (4.27), (4.28) может служить rr   ,)( 0
)0(n ; тогда 

    1),(),( 00
2

00
1   . Итоговая оценка )()( rS  величины )()( rg  связа-

на с оценкой коэффициента поглощения ),(ˆ 2 r  на каждой из частот 2  (или на другой 

частоте) соотношениями (4.7), (4.5). Найденное )(r  является средней (внутри рабочего 

частотного диапазона) степенью частотной зависимости для ̂ . 

Скорость звука и степень )(r  могут быть найдены независимо на основе (4.22). 

При этом неизвестны )(rcS ,  1
21)(1 )()( 

  rr NP ,  1
22)(2 )()( 

  rr NP . Поэтому 

соотношения (4.22) рассматриваются для двух значений p00    ( 2,1p ) при каждом 
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из двух наборов частот. Начальные данные, вычисленные из (4.21) и неизменные при ите-
рациях, – это 

),(ˆ),( 0
]1[

0
]1[

pcpc S  rrF  ,     ),(ˆ),( 0
]2[

0
]2[

pcpc S  rrF  .   

На каждой итерации три обозначенных неизвестных можно оценить как МНК-решение 
следующей системы из четырех уравнений: 
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 (4.29) 

 

)()0( r n  равно, например, полусумме величин p0 . Выражение для )()( rn  подобно 

(4.28): 

   
 2221

)(
2

)(
1

lg

)()(lg
1)(




rr
r

nn
n PP

 .    (4.30) 

 

Соотношение (4.30) предполагает, что величина )()( rN  в данной точке не слишком ма-

ла. Множество точек }{r , где 0)()(  rN  (за счет малого поглощения или близкой к 

нулю свертки коэффициента поглощения и мнимой части аппаратной функции), составля-

ет “мертвую зону”, в которой определить )(r  из схемы для -c компоненты (4.29), (4.30) 

невозможно. Тогда )(r  оценивается только из (4.27), (4.28) для - компоненты. 

 
 

  

- 8 - 4 0 4 8 
1 . 0 0 

1 . 2 5 

1 . 5 0 

1 . 7 5 

2 . 0 0  

3z

          

  

- 8 - 4 0 4 8 
1 . 0 0 

1 . 2 5 

1 . 5 0 

1 . 7 5 

2 . 0 0 

3z

 
                               а                                                                                б  
 
Рис. 4.8.  Показатель степени при частотной зависимости коэффициента поглощения, 
восстановленный по итерационной схеме для скоростной (а) и для поглощающей (б) 
компонент: 
– шумовые помехи отсутствуют (толстая линия); 
– шумовые помехи приводят к ошибке не более %1  в исходных данных для итерацион-
ной схемы (тонкая линия). Размер области рассеяния 34|| z . 
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При численном моделировании описанных схем использовались наборы частот 

{ 400 кГц,  600кГц,  1000 кГц} и { 400 кГц,  800 кГц,  1000 кГц}. В схеме (4.27), (4.28) 

для - компоненты полагалось 20  ,  0
)0(  n ;  в схеме (4.29), (4.30) для -c компо-

ненты полагалось 201  ,  25.102  ,  01
)0(  n  при истинном значении 

r ,75.1 . Итоговое решение потребовало 107   итераций в обеих схемах. Резуль-

таты восстановления вдоль z -сечения представлены на рис. 4.7, рис. 4.8 для предыдущей 
модели рассеивателя (рис. 4.7). При отсутствии шумовых помех итоговое итерационное 

решение совпадает с точным (пунктирная линия на рис. 4.7а, б), и   восстанавливается 

также идеально (рис. 4.8, толстая линия). Точка 0z  на рис. 4.8а  соответствует “мерт-

вой зоне” в схеме для -c компоненты. Присутствие случайных шумовых помех в данных, 

исходных для итерационной схемы, с относительной ошибкой до %1  (в каждой точке r ) 

приводит к искажению итоговых оценок -c  и - компонент (тонкая линия на 

рис. 4.7а, б) и восстановленного значения   (рис. 4.8, тонкая линия). Как видно, помехо-

устойчивость итерационного процесса падает в области малых значений рассеивающих 
компонент. 

 
В [A 2 (§7.3.2);  180] описан итерационный МНК-алгоритм совместного оценива-

ния рассеивающих компонент и степени частотной зависимости, который является наибо-

лее общим. Дело в том, что в (4.22) и (4.23) фигурирует одна и та же степень )(r , и, тем 

самым, оптимальным методом ее оценивания является одновременное рассмотрение этих 
соотношений. По сравнению с предыдущими описанными алгоритмами, МНК-алгоритм 
заметно сложнее в вычислительном плане, однако обладает более высокой помехоустой-

чивостью решения и позволяет определить )(r  во всех точках r , в которых происходит 

поглощение, обеспечивая отсутствие “мертвой зоны” у алгоритмической схемы. 
 
 
 

Раздел 4.4. Восстановление пространственного распределения 
вектора скорости кровотока в процессе акустического 

томографирования 
 
В когерентных системах, применяемых для диагностирования состояния кровенос-

ной системы исследуемого органа, используется доплеровский эффект. Их развитие шло 
от одноканальных систем [313;  314] к многоканальным [315], на которых, в частности, 
основаны классические УЗИ-системы. В то же время, использование некогерентных про-
странственно-корреляционных методов в томографических системах позволяет расши-
рить возможности восстановления картины кровоснабжения. Это связано с тем, что такая 
многоракурсная томографическая схема допускает накопление данных от движущейся 
крови (содержащей или не содержащей акустически контрастный агент) при разных по-
ложениях приемоизлучающих преобразователей, т.е. некогерентное пространственное на-
копление.  



 
167

В традиционных схемах при одностороннем озвучивании лишь отчасти удается 
получить оценку полного вектора скорости [316;  317]. Более развитые томографические 
системы предполагают не только всесторонний прием, но и всестороннее облучение. По-
добные полноракурсные многоканальные системы [A 62;  171;  316] представляются наи-
более информативными для диагностических целей [A 20]. Тем не менее, в классических 
томографических системах (как доплеровских, так и корреляционных) возникают свои 
сложности. За время последовательного возбуждения сотен излучателей (порядка не-
скольких секунд) сердце успевает сделать несколько сокращений, и понятие значения 
скорости кровотока теряет точный смысл. Тонкая микроструктура кластеров рассеивате-
лей, которые создают отраженный сигнал от крови, заполняющей сосуды, успевает при 
этом переместиться на большое расстояние и, возможно, разрушиться. Следовательно, 
значение этого перемещения измерить уже невозможно. 

В то же время, чисто аддитивные способы обработки принимаемых сигналов пред-
полагают когерентность вторичных полей, которые рассеяны одним и тем же фиксиро-
ванным элементом объема и соответствуют зондирующим полям от различных излучате-
лей. Однако присутствие движущихся кровеносных телец, а также случайный характер их 
расположения делают задачу нестационарной и требуют, строго говоря, учета статистиче-
ских аспектов проблемы [318]. 

В этой связи ниже исследуются возможности некогерентных режимов работы то-
мографа. Под корреляционным режимом томографирования здесь подразумевается метод 
восстановления, при котором прием сигналов и формирование частных промежуточных 
изображений для одной серии посылок (с селекцией движущихся рассеивателей) идет по 
аддитивной или мультипликативной схеме, а далее осуществляется корреляционная обра-
ботка этих изображений – определение пространственных смещений их элементов за вре-
мя между посылками. Усреднение результатов такого корреляционного сравнения проис-
ходит по множеству сигналов от всех излучателей, и это усреднение заменяет собой 
обычно используемое в корреляционной обработке временнόе усреднение. Такой режим 
имеет преимущества когерентного и некогерентного режимов. Действительно, как и в ко-
герентных системах, удается осуществить временнýю селекцию момента прихода сигнала, 
отраженного от интересующего элемента объема. С другой стороны, как и в некогерент-
ных системах, усреднение по большой серии посылок с различных направлений, дающих 
сотни независимых измерений, позволяет снизить вредное влияние спекл-эффектов, т.е. 
“зернистости изображения”, на этапе получения картины кровеносных сосудов. Кроме то-
го, использование круговой схемы получения первичной информации предоставляет воз-
можность воспроизведения картины пространственного распределения кровотока с оцен-
кой полного вектора скорости. Это осуществляется в тесной связи с процессом построе-
ния (на основе тех же измерений) томографического изображения всего органа в целом – 
в виде пространственных распределений скорости звука и коэффициента поглощения, – 
см. главу 2. В этой связи, применение предлагаемой схемы предполагается, в первую оче-
редь, в упомянутом выше томографе [A 62]  (см. раздел 2.3), служащим для целей акусти-
ческой маммографии, а также при исследовании органов, допускающих круговую или 
близкую к ней схему облучения и приема (конечности, язык и т.п.). 

Таким образом, в настоящем разделе исследуются возможности введения в томо-
графическую картину, восстанавливаемую акустическими методами, режимов выделения 
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кровеносной системы исследуемого органа с одновременным восстановлением простран-
ственного распределения полного вектора скорости движения крови в томографическом 
срезе [A 38;  A 52;  A 111;  319]. Ориентация делается на использование относительно 

низких частот – около 21 МГц, за счет чего увеличивается доступная глубина проник-
новения ультразвука в исследуемую биоткань, и становится возможным исследование 
кровоснабжения не только вблизи поверхности, но и в глубине органа. В то же время, в 
работах других авторов в этом направлении обычно используются более высокие частоты 

105  МГц. Общий фактор пространственно-временнόго накопления в рассматриваемых 

ниже системах очень велик; это повышает чувствительность системы, и кровь, по-
видимому, может не содержать акустически контрастных агентов либо содержать их в 
существенно меньшей концентрации. 

 
 

§ 4.4.1. Аддитивно-корреляционный и мультипликативно-
корреляционный алгоритмы восстановления общей картины 

кровотока и вектора его скорости  
 
Объединение методов типа селекции движущихся целей с корреляционно-

томографической системой предполагается осуществить следующим, достаточно стан-
дартным, образом. В рассматриваемом томографе [A 62] (см. раздел 2.3) поочередно про-
исходит излучение зондирующих импульсов одним из преобразователей. При этом каж-

дый излучатель S  с радиус-вектором Sr  последовательно посылает три или более одина-

ковых зондирующих импульса, которые можно объединить в две пары (или более разви-
тые группы), обозначаемые далее индексами I и II, соответственно. Временнόй интервал 

repΤ  между первым и вторым импульсами фиксированной пары одинаков для обеих пар. 

Далее рассматривается вариант трех последовательных зондирующих импульсов 

)3,2,1()(
0 qu q , объединяемых в две пары в виде )2,1( q  и )3,2( q . Им соответст-

вуют разностные данные, формируемые из рассеянных сигналов )(
0

)()(
sc

qqq uuu   (здесь 

)(qu  – полное поле), приходящих на приемник R  с радиус-вектором Rr : 

),,(),,(),,( (1)
sc

(2)
sc

I
sc tututu SRSRSR rrrrrr   ;    

),,(),,(),,( )2(
sc

)3(
sc

II
sc tututu SRSRSR rrrrrr   .    

Это простейший вариант селекции, подавляющий рассеяние от неподвижных объектов. 
При более сложной последовательности излучений возможны более тонкие методы ре-
жекции [320;  321]. Однако допустимое полное время измерений при фиксированном из-
лучателе ограничено временем разрушения фиксированного взаимного расположения и 
формы кластеров крови. Такое ограничение связано с решением задачи оценки вектора 

скорости кровотока )(rv  из величины относительного смещения спекл-структур, пере-

мещающихся вдоль изображения кровеносного сосуда по мере движения по нему крови. 
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С другой стороны, существуют ограничения на минимально допустимое время по-

вторений repT  между двумя последовательно излученными импульсами. Так, в простей-

шем случае селекции желательно, чтобы repT  превосходило полную длительность sc  все-

го рассеянного сигнала scu . Рассеяние от неподвижной биологической ткани может быть 

сильным, и тогда, за счет эффектов перерассеяния, длительность sc  может существенно 

превосходить величину 02 cL , где L  – линейный размер области рассеяния  ; 0с  – 

скорость звука в фоновой среде. Кроме того, для устойчивости оценки )(rv  предлагае-

мым методом нужно, чтобы смещение спекл-структур за время repT  могло быть надежно 

оценено, т.е. превосходило пороговую величину 0r . Характерный размер элементов 

спекл-структуры близок к размеру элемента разрешения томографической системы. Сле-
довательно, на масштабах порядка пятна разрешения может содержаться один элемент 
или небольшое количество элементов спекл-структуры. В акустических томографических 
системах с большим числом приемоизлучающих преобразователей разрешающая способ-

ность составляет доли характерной длины волны 0 . В рассматриваемом томографе с 

кольцевой антенной решеткой разрешающая способность близка к 4/0  на всей плоско-

сти томографирования (см. раздел 2.2, а также [A 62] ); поэтому мажорантная оценка по-

рогового смещения составляет 4/00 r . При повышении помехоустойчивости про-

странственно-временнóй обработки сигналов в томографе (например, за счет увеличения 
количества приемоизлучающих преобразователей) и повышении входного отношения сиг-

нал/помеха (например, за счет применения акустоконтрастных веществ) порог 0r  может 

быть существенно снижен. Таким образом, оба условия на repT  имеют вид: 

screp T ;     0repmin
rT v ,   т.е.  

min

0

0

0

0

rep Δ

v

cr

T

T


 ,   (4.31) 

где 
min

v  – минимальное значение )(rv , которое желательно оценить; 0T  – период сиг-

нала на несущей частоте. При 0.20.1L м,  15000 с м/с, скорости кровотока в дос-

таточно крупных сосудах 2.005.0  
min

v м/с,  400 r   и несущей частоте 

6.1  МГц  имеем 41rep T мс, что вполне приемлемо в рассматриваемых томографи-

ческих устройствах. 
При обработке удобно использовать комплексное представление сигналов, осуще-

ствив переход к комплексному аналитическому сигналу путем добавления гильбертово 
сопряженной и инвертированной по знаку мнимой части. Рассматриваемые далее ком-
плексные сигналы будут обозначаться так же, как и исходные действительные сигналы 

)(sc tu . 

В описываемой ниже схеме используется процесс когерентной обработки разност-
ных рассеянных сигналов, который во многом похож на обработку рассеянных полей в 
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классической многоракурсной когерентной томографии. Рассеянные сигналы, принятые 
всеми преобразователями и отфильтрованные, подвергаются в процессе сканирования 

временнόй подстройке. Для этого сигналы ),,(sc tu SR rr  фазируются для каждой фик-

сированной пары “излучатель–приемник” на текущую точку изображения r  с помощью 

выбора соответствующего момента времени )(rRStt  . Значение 

0)()()( tttt RSRS  rrrrr  равно сумме времени )( rr St  распространения 

сигнала от излучателя S  до точки r  и времени )( Rt rr   распространения от r  до при-

емника R , включая дополнительную постоянную задержку 0t  (не зависящую от S  и R ), 

которая обеспечивает фазировку примерно на максимум огибающей комплексного сигна-

ла scu . Далее для определенности рассматривается двумерная схема томографирования. 

В сфазированном разностном поле ))(,,(sc rrr RSSR tu  содержится информация только 

о движущихся рассеивателях, которые лежат на дуге эллипса (если неоднородности фазо-

вой скорости звука не учитываются), имеющего фокусы в точках Sr  и Rr  и проходящего 

через восстанавливаемую точку изображения r . Таким образом, обработка осуществляет-
ся в первом приближении Борна (приближении однократного рассеяния), так как в разно-
стных сигналах вклад от неподвижной биоткани, которая может создавать наиболее силь-
ное рассеяние, компенсирован. Рассеяние же от движущейся крови слабо. Кроме того, в 

сигналах scu  после процесса фазирования остается вклад только от кластеров крови, по-

падающих на упомянутую дугу эллипса с толщиной около 1 мм (это характерный линей-
ный размер элемента разрешения на мегагерцовых частотах). При дальнейшем же по-

строении изображений путем аддитивного или мультипликативного объединения scu  от 

всех приемников, доминирует вклад от элемента разрешения площади 1 мм2  с центром 
в текущей точке r . 

На основе значений I
scsc uu   и II

scsc uu  , предварительно сфазированных 

на текущую точку r , строятся, соответственно, два изображения ),(I rrSZZ   и 

),(II rrSZZ   для каждого фиксированного излучателя (индекс S ). Перебор всех излу-

чателей дает две серии изображений. При аддитивном методе построения этих изображе-
ний разностные сигналы объединяются взвешенным суммированием по приемникам: 
 

  .),,()(sin)(,,),,(где

,),,(),(),(

sc

add

rrrrrrrrr

rrrrrrr

SRRSRSSRSR

R
SRSS

AtuJ

JZZ



 
 (4.32) 

 

Здесь S , R  – полярные углы излучателя Sr  и приемника Rr , соответственно. В случае 

зондирующих сигналов от точечных излучателей эти углы отсчитываются из текущей 
точки изображения r , а в случае плоских волн – из начала координат, помещенного в 

центр круговой антенной решетки. Множители вида )sin( RS   обеспечивают рав-
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номерность угловой плотности данных рассеяния scu , однако их присутствие в (4.32) не 

принципиально, поскольку в рассматриваемых подходах основным моментом является 
дальнейшая взаимная пространственная корреляция построенных промежуточных изо-

бражений. Множители ),,( rrr SRA  компенсируют как геометрическую расходимость 

волн, так и их поглощение в фоновой среде, – см. раздел 2.1. 

Процесс фазирования сигналов, а также расчет множителей A  предполагают зна-
ние пространственных распределений скорости звука и коэффициента поглощения в фо-
новой неподвижной среде. Эти пространственные распределения неоднородны, в общем 
случае, и должны быть найдены предварительно, например, на основе определения всех 
времен пролета и изменения амплитуды сигналов с последующим уточнением оцененных 
крупномасштабных пространственных распределений на основе полных томографических 
данных, – см. раздел 2.1. Тем самым, восстановлению вектора скорости кровотока должно 
предшествовать восстановление полной сглаженной томографической картины простран-
ственных распределений скорости звука и коэффициента поглощения, что, независимо от 
сказанного, осуществляется в рамках той же самой томографической схемы. 

При мультипликативном методе фазируются и накапливаются результаты попар-
ного перемножения разностных сфазированных сигналов для различных пар приемников 

),( RR  . Пары RR   не рассматриваются; это несколько повышает контрастность полу-

чаемого изображения: 
 

  ;),,(),,(,),(
,

mult rrrrrrrrrr '
''

SR
R RRR

SRSS JJZZ 


    (4.33) 

 
верхний символ “ ” означает комплексное сопряжение. Здесь попарные произведения 
сфазированных сигналов, регистрируемых конкретной парой приемников, рассматрива-

ются для одного и того же излучателя S . 

При обоих методах построения промежуточных изображений предполагается, что 
в течение общего времени съема данных при переборе всех излучателей картина про-

странственного распределения вектора скорости )(rv  остается приблизительно неизмен-

ной. Такое условие может быть обеспечено не только в случае выполнения всех измере-
ний в течение короткого времени между двумя последовательными сокращениями сердца, 
но и в случае, когда посылки от различных излучателей осуществляются после разных со-
кращений, но при одной и той же задержке по отношению к опорной фазе очередного со-
кращения. 

В случае рассмотрения всех пар ),( RR  , где KRR ,1,  , RR  , мультиплика-

тивно построенное изображение (4.33) является строго действительным: 
 

.),,(),(),,(),,(

),(

1

22
add

1

2
2

1

mult








K

R
SRS

K

R
SR

K

R
SR

S

JZJJ

Z

rrrrrrrrrrr

rr

 (4.34) 
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Допустимо, однако, рассматривать только часть пар ),( RR  , в том числе, при каждом 

фиксированном излучателе S  рассматривать свой индивидуальный набор пар ),( RR  . 

Поскольку в построении изображений (4.32), (4.33) участвуют непосредственно 
сами сигналы, а не их модули, то эти изображения обладают спекл-структурами, переме-
щающимися вдоль кровеносных сосудов при движении по ним крови. Такое перемещение 
может быть определено корреляционным сравнением небольших фрагментов двух изо-

бражений IZ  и IIZ  при одном и том же излучателе. Сравнение осуществляется путем 
вычисления двумерной (или трехмерной в трехмерной задаче) взаимной пространствен-
ной корреляции этих фрагментов. Коррелируемые фрагменты (в трехмерном случае это 

фрагменты объемов) ),( 1
I prr SZ , 11 Pp ,  и  ),( 2

II prr SZ , 22 Pp , имеют общий 

фиксированный центр r , а переменный вектор 1p  или 2p  характеризует координаты то-

чек в этих фрагментах относительно центра. Фрагменты IZ  и IIZ  имеют, в общем случае, 

разные линейные размеры 1l   и 2l , соответственно, где 21 ll  :  21 PP  . Размер 1l  наи-

меньшего фрагмента IZ  должен быть заведомо больше пятна разрешения. С другой сто-
роны, этот линейный размер в направлении поперечного сечения кровеносного сосуда 
должен быть меньше диаметра сосуда, так как в противном случае можно определить 
лишь некоторое “среднее” значение скорости вдоль поперечного сечения. Относительное 
смещение характерной спекл-структуры (с учетом возможного различного знака этого 

смещения) на участке IIZ , появляющееся за время repT  по сравнению с участком IZ , ле-

жит в пределах repmax
Tv , где 

max
v  – максимальная скорость кровотока. Поэтому 

размер 2l  должен удовлетворять соотношению 

  repmax12 2 Tll v v
 
,   (4.35) 

где v  – абсолютная погрешность оценки скорости. Результатом корреляции является 

взаимная корреляционная функция ),,( rrr  S , построенная для каждой точки изобра-

жения r : 

  ,,() ,(),,(
1

II
norm1

I pr)prrprrrrr
p

dZZ
P

SSS 



   (4.36) 

где  
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II
II
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p

prprr

rprr
rprr  . 

Далее функция   усредняется по всем излучателям при фиксированных r  и r :  

 
S

S ),,(),( rrrrr , и при каждом фиксированном r  ищется вектор сдвига 

maxrr  , соответствующий положительному главному максимуму функции 

),(Re rr  . Условия на максимум при поиске maxr  имеют вид: 
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.),(Im),(Reпричем

,0),(Remax),(Re)(

maxmax

maxmax

rrrr

rrrrr
r






   (4.37) 

 

Максимум функции ),(Re rr   должен обеспечиваться именно за счет того, что при 

сдвиге maxr  два коррелируемых фрагмента изображений оказываются наиболее похо-

жими друг на друга, а не только за счет амплитудных значений этих фрагментов. С этой 

целью, при коррелировании фрагментов в (4.36) больший фрагмент IIZ  следует нормиро-

вать на его среднеквадратичное значение (индивидуальное для каждого сдвига r ) в пре-

делах области 1P , занимаемой меньшим фрагментом, т.е. в (4.36) фигурирует II
norm1Z .  

В итоге, вектор скорости в каждой точке изображения оценивается из очевидного 
соотношения 

repmax)(ˆ Τrr v  .    (4.38) 

В работе [322] вектор смещения оценивался по минимуму невязки сопоставляемых изо-
бражений. 

Важно отметить следующее. Во-первых, прямой доплеровский алгоритм нельзя 
непосредственно использовать в рассматриваемом импульсном режиме, при котором 
смещение за время между соседними посылками одного и того же излучателя не превос-
ходит одной-двух длин волн. Во-вторых, коррелируются фрагменты изображений, соот-
ветствующие именно фиксированному излучателю, поскольку разные излучатели посы-
лают зондирующие импульсы не одновременно, и в фиксированном пространственном 
элементе разрешения при смене излучателя происходит смена совокупностей движущихся 
кровяных телец. Это обстоятельство требует привлечения корреляционных методов оцен-
ки скорости кровотока. Усреднение результата корреляции по излучателям существенно 
повышает точность получаемой оценки искомого вектора, а единственность главного мак-

симума функции ),(Re rr   при фиксированном r  обеспечивается накоплением боль-

шого количества слагаемых. 

Пространственная локализация функции )(max r  четко определяет положение и 

форму кровеносных сосудов, что далее иллюстрируется результатами численного моде-

лирования. Поэтому на карте значений векторного поля )(ˆ rv  следует рассматривать 

только окрестность максимальных значений функции )(max r , определяемую из условия 

   )(max)( maxmax rr
r

 ,    (4.39) 

где   – заданный коэффициент, 10  . Построение карты кровеносных сосудов, ис-

ходя из )(max r , более надежно и устойчиво, чем построение с помощью функции )(rF , 

полученной из промежуточных изображений ),( rrSZ  вида (4.32) или (4.33): 
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S

SZ ),()( rrrF  .    (4.40) 

Роль спекл-эффектов, таким образом, двояка. Выделение сосуда с помощью )(rF  

не всегда оказывается эффективным, поскольку в пространственном распределении )(rF  

могут присутствовать нежелательные, в данном случае, спекл-эффекты. В то же время, в 

пространственном распределении )(max r  спекл-эффекты отсутствуют. С другой сторо-

ны, именно благодаря присутствию спекл-структуры во фрагментах изображений IZ  и 
IIZ  становится возможным определение вектора скорости кровотока предлагаемой мето-

дикой. Здесь принципиально важно то обстоятельство, что движение спекл-структуры по-
вторяет движение крови. Это имеет место даже в случае существенности процессов пере-
рассеяния. 

При сравнении аддитивной и мультипликативной схем важен вопрос о связи вход-

ного отношения сигнал/помеха (по мощности) in)( NS  и выходного отношения 

out)( NS . Этот вопрос подробно освящен в [A 52;  319] на основе общих положений 

[323].  Оказывается, что в томографической схеме, содержащей 100  и более преобразо-

вателей, можно видеть кровеносные сосуды и восстанавливать значение вектора скорости 
в них даже без применения контрастных агентов. Более того, использование только одно-
го излучателя уже дает итоговое выходное отношение сигнал/помеха (с учетом эффекта 
подавления рассеяния от неподвижных рассеивателей) после усреднения по спекл-
структуре, превышающее 1. Усреднение результата пространственной корреляции изо-
бражений по всем излучателям обеспечивает существенное увеличение выходного отно-
шения сигнал/помеха данного пространственно-корреляционного процесса. 

 
Итак, центральным моментом рассматриваемых методов является взаимная про-

странственная корреляция промежуточных изображений, соответствующих фиксирован-
ному излучателю. Благодаря этому, предлагаемые корреляционные алгоритмы, допуска-
ют, в отличие от чисто линейных методов, возможность полной смены рассеивателей в 
сосудах, а, следовательно, взаимную некогерентность рассеянных полей, соответствую-
щих различным излучателям. Тем самым, они допускают последовательное облучение ис-
следуемой области с различных направлений, несмотря на многократную смену рассеи-
вающих центров в течение полного времени съема информации. Рассмотренная некоге-
рентная томографическая система делает возможным измерение скорости кровотока неза-
висимо от величины реального перемещения крови за суммарное время измерений. Про-
цесс измерений при посылках от разных излучателей может быть синхронизован с ритми-
кой сердца. Если для определения скорости кровотока используется излучение одного или 

небольшого количества излучателей, то весь процесс съема данных -300200  ми при-

емниками занимает несколько миллисекунд. Если же используется весь набор излучате-

лей ( 300200   штук), то весь процесс съема данных занимает уже до 5.0  секунды, т.е. 

сравним с интервалом сердцебиений. Поэтому его целесообразно разбить на несколько 

групп (по 5010   излучателей), привязав моменты посылок излучений в каждой после-

дующей группе к одному и тому же временнόму интервалу соответствующего нового кар-
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диоцикла. Именно некогерентный характер корреляционной обработки изображений по-
зволяет провести подобное разбиение. Таким образом, при использовании круговой ре-
шетки со сплошным заполнением время непосредственного съема данных при осуществ-
лении трехкратного обзора, требуемого алгоритмом, занимает менее 1 секунды и не тре-
бует никакого дальнейшего накопления (например, за счет длительности посылки), так 
как коэффициент пространственно-временнόго накопления в этой решетке может превы-

шать 610 . Время же обработки зависит от производительности вычислительного ком-

плекса. 
Подобные томографические системы допускают множество вариантов своей реа-

лизации. В двумерной томографической схеме, описываемой в разделе 2.3, восстанавли-

вается двумерный вектор кровотока v , являющийся проекцией полного трехмерного век-

тора на плоскость томографирования. Для восстановления вертикальной компоненты ско-
рости нужна трехмерная схема томографирования. В то же время, можно использовать 
двумерную антенную решетку с наклонными приемоизлучающими элементами, позво-
ляющую повысить в несколько раз разрешающую способность в вертикальном направле-
нии в классическом активном томографировании неподвижных объектов (см. раздел 4.2). 

 
 

§ 4.4.2. Численное моделирование корреляционно-
томографических методов восстановления вектора скорости 

кровотока  
 
Детально процесс численного моделирования изложен в [A 52;  A 111;  319]. По-

этому ниже будут кратко отмечены только основные моменты. 
Исходные параметры при численном моделировании выбирались близкими к ха-

рактеристикам двумерного томографа и имеющимся данным по акустическим характери-
стикам крови. Предполагалось, что в антенной решетке томографа используется равно-
мерное круговое расположение приемоизлучающих преобразователей, хотя большое ко-

личество (более 300200  ) равномерно расположенных преобразователей может быть 

заменено гораздо меньшим количеством преобразователей (порядка 3020  ) в сочетании 

с вращением антенной решетки [A 62] (см. также выше раздел 2.3). 
Кровоток представляет собой поток кластеризованной среды. Размер кластеров 

крови 10 мкм [324] много больше размера биологической клетки, но много меньше раз-

мера ячейки разрешения в мегагерцовом диапазоне частот. Поэтому при численном моде-
лировании каждый кластер может рассматриваться, как практически точечный рассеива-
тель с некоторой координатой фазового центра рассеяния. Выбранное при моделировании 

среднее расстояние между соседними точечными рассеивателями 200  обеспечивает 

присутствие в пятне разрешения с размером 40  большого числа рассеивателей. За-

висимость среднего размера кластеров от градиента скорости кровотока [325] при моде-
лировании не учитывалась. Однако трудно ожидать заметного изменения результатов при 
учете подобных факторов. 

Моделируемые ультразвуковые импульсы длительности 000 fNT , посылаемые 

фиксированным излучателем на несущей частоте 5.10 f МГц, имеют вид: 
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5.20 N . На этапе фазирования разностных сигналов  )(,,sc rrr RSSR tu  дополни-

тельная задержка 0t  (см. § 4.4.1) полагалась равной 2/0T . В модели кровотока рассеива-

тели-кластеры при смене излучателя продолжали двигаться вдоль кровеносного сосуда. 
Задача восстановления пространственного распределения вектора скорости крово-

тока моделировалась для кровеносных сосудов различной формы [A 52;  A 111;  319]. Ни-
же результаты описываются на примере модели, в которой ставилась задача оценки не-
равномерного пространственного распределения скорости в поперечном сечении доста-
точно крупного кровеносного сосуда. Задавалась модель разветвленного кровеносного со-

суда с толщиной основной части 03d  и толщиной двух ответвлений 02d  и 

0d  (рис. 4.9а). Различная толщина отдельных частей сосуда позволяет оценить эф-

фективность восстановления кровотока в сосудах с поперечным линейным размером как 

близким к 0 , так и более крупным. Вводятся локальные взаимно ортогональные оси 

),(  , индивидуальные для каждого участка сосуда неизменной толщины. “Продоль-

ная” координата η  задает направление вдоль оси данной части сосуда, а “поперечная” ко-

ордината  соответствует расстоянию в поперечном сечении от центра этого сечения. 

Значение скорости при перемещении точки наблюдения в поперечном сечении менялось 

по параболическому закону от 30 см/с на оси ( 0 ) до 6 см/с  вблизи стенок сосудов 

( 2d ). Полагалось 3rep T мс и 012 2 ll . Такой диапазон скоростей доста-

точно широк, и, одновременно, он удовлетворяет требованию (4.31) при 400 r . 

Для достаточно толстых сосудов аддитивно-корреляционный метод дает оценку 

профиля скорости )(ˆ rv , близкую к истинному значению (рис. 4.9б–д;  201 l , 

01 5.2 l , количество излучателей и количество приемников составляло 64K ). А 

именно, функция )(I rF , являющаяся результатом объединения (4.40) по излучателям 

всех изображений ),(I rrSZ , комплексна при аддитивном алгоритме (4.32). В этом случае 

ни )(Re I rF , ни )(Im I rF  не выделяют четко карту кровеносных сосудов. Несколько от-

четливее сосуды видны из пространственного распределения )(I rF  (рис. 4.9б), хотя 

присутствие спекл-эффектов играет здесь отрицательную роль. При мультипликативном 

алгоритме (4.34) функция )(I rF  действительна, и в случае большого количества преоб-

разователей кровоток выделяется хорошо. 
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Рис. 4.9.  Результат модельного восстановления ад-
дитивно-корреляционным методом вектора скорости, 
неравномерно распределенного в поперечных сече-
ниях разветвленного сосуда: 
– модель кровеносного сосуда (а); 
– модуль результата аддитивного накопления сфази-

рованных разностных сигналов (б); 
– нормированное пространственное распределение 

максимумов функции корреляции (в); 
– оценка модуля вектора скорости кровотока (г) и вос-

становленное векторное поле скорости (д); 
– пространственное распределение оценки осевой 

компоненты скорости (е) в поперечном сечении со-
суда толщины 03  (сплошные линии),  02  (пунк-

тирные линии),  0  (линия, составленная из точек); 
– результат восстановления векторного поля скорости 

при const|| v  (ж). 
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Пространственное распределение максимумов функции )(max r , определяемое 

соотношением (4.37), четко характеризует область локализации движущихся рассеивате-
лей как при аддитивных (рис. 4.9в), так и при мультипликативных изображениях.  

Область использования оценки вектора скорости )(ˆ rv  выделяется в соответствии 

с критерием (4.39). На рис. 4.9г представлен модуль )(ˆ rv , а на рис. 4.9д приведено про-

странственное распределение оценки полного векторного поля )(ˆ rv . Качество оценок, в 

целом, оказывается достаточно хорошим. При мультипликативно-корреляционном методе 
в оценке иногда возникают области с аномальной ошибкой (их размеры невелики) там, 
где в область меньшего коррелируемого фрагмента изображения попадают разные участ-
ки со скоростью кровотока, отличающейся по величине или направлению. В мультипли-

кативном методе высокое качество оценки )(ˆ rv  и отсутствие артефактов в распределени-

ях )(I rF  и )(max r , хорошо отражающих картину кровотока, обеспечивается при боль-

шем количестве усредняемых слагаемых, чем в аддитивном методе.  
Количественным критерием качества восстановления служит относительная сред-

неквадратичная погрешность оценки v̂  вектора скорости v :  
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v , где интегрирование осуществляется по области расположе-

ния истинного сосуда. Отдельно рассматриваются погрешности ax  и tr  для простран-

ственных распределений вектора скорости вдоль центральной оси и в поперечном сечении 

сосуда, соответственно. В случае ax  интегрирование осуществляется по координате   

при 0 . В случае tr  интегрирование происходит по точкам  поперечного сечения 

при фиксированном η . При этом могут быть выбраны как отдельные сечения, так и оцен-

ка 


)(ˆ rv , усредненная по ряду поперечных сечений. 

На рис. 4.9е для участков сосуда различной толщины проведено сравнение усред-

ненных оценок пространственного распределения осевой компоненты скорости 
|  |

v̂  

(толстые линии определенного типа) с истинным пространственным распределением 

)(
|  |
v  в поперечном сечении (тонкие линии соответствующего типа). Усреднение значе-

ний )(ˆ
|  |

rv  происходит по различным поперечным сечениям. Среднеквадратичные по-

грешности для оценки вектора скорости на оси сосуда и для поперечного пространствен-
ного распределения вектора скорости, усредненного вдоль длины сосуда, составляют: 

06.0ax ,  0.07tr   в толстом сосуде ( 03d );  09.0ax ,  20.1tr   в сосуде 

средней толщины ( 02d );  0.14ax ,  0.37tr   в тонком сосуде ( 0d ). Увели-

чение погрешности для тонкого сосуда связано с тем, что размер 1l  равен половине тол-

щины данного сосуда. Поэтому в тонком сосуде параболический профиль не воспроизво-
дится, а получается оценка усредненной скорости. Для сравнения на рис. 4.9ж приведен 
результат восстановления в случае постоянной в поперечном сечении скорости. 
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Оценка )(ˆ rv  устойчива к выбору вспомогательных параметров ),( 21 ll  процесса 

восстановления. Качество оценки вектора скорости мультипликативно-корреляционным 
методом оказывается, по сравнению с аддитивным методом, существенно различным на 
протяжении сосуда [319]. 

Наконец, исследовалась помехоустойчивость решения при влиянии медленных 
движений фоновой среды и аппаратурных шумов. Так, важную роль в рассматриваемой 
задаче играют помехи, возникающие за счет случайного смещения рассеивателей, участ-
вующих в создании кровотока, и рассеивателей фоновой ткани, которая лишь в идеале не-
подвижна. Такие смещения обусловлены, например, естественными сокращениями мышц 
и непроизвольными движениями человека. При попарном вычитании рассеянных сигна-
лов влияние этих смещений компенсируется неполностью.  

В присутствии помех от смещения малоподвижного фона кровоток моделировался 
в виде потока рассеивателей, координаты которых флуктуируют в процессе движения. 
Привносились малые смещения рассеивателей фоновой среды относительно их среднего 
положения. При этом малоподвижные рассеиватели располагались как вне кровеносных 
сосудов, так и внутри их, создавая сплошной фон. Присутствие фоновых рассеивателей 
“внутри” кровеносных сосудов реально вызывается конечной толщиной слоя, озвученного 
при томографировании. В таком слое сверху и снизу кровеносного сосуда присутствует 
фоновая биоткань. При излучении нового зондирующего импульса положение каждого 
фонового рассеивателя изменялось случайным образом (как по величине, так и по направ-

лению) в пределах участка площади  , где   – заданный линейный размер. Направ-

ление смещения было ориентировано всегда в сектор первого квадранта. Подобные сме-
щения с ориентацией в определенном секторе направлений возникают, например, при ды-
хании пациента. Поскольку биологическая ткань рассеивает сильнее, чем кровь 
[326 (§ 4.3) ], коэффициент рассеяния от малоподвижных рассеивателей полагался слу-

чайной величиной в интервале ]10;1[ , а от рассеивателей в сосудах – ]1;0[ . Среднюю 

скорость малоподвижного фона можно принять равной )2( repbg Tv . Например, 

при 1rep T мс, 50/0  или 30/0  имеем, соответственно, 4.1bg v см/с  или 

4.2bg v см/с.  

Другой вид помехи – шум аппаратурного происхождения, т.е. нормально распреде-
ленный случайный процесс, который привносится независимо к каждой реализации 

1)(
sc
qu , )2(

sc
qu , )3(

sc
qu . Численное моделирование показало, что устойчивость аддитивно-

корреляционного и мультипликативно-корреляционного методов к помехам обоих типов 
приемлема для реализации томографической схемы в практических условиях [A 52;  319].  

 
Итак, сравнение методов восстановления скорости кровотока показывает, что для 

восстановления пространственного распределения вектора скорости кровотока наиболее 
удобным, в практическом отношении, оказывается аддитивно-корреляционный алгоритм. 
Аддитивно построенные изображения, участвующие в процессе корреляции, обладают 
развитой спекл-структурой и, при небольшом количестве приемников, более высоким от-
ношением сигнал/помеха. В этом случае аддитивный алгоритм обеспечивает высокое ка-
чество восстановления скорости при меньшем количестве данных рассеяния, по сравне-
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нию с мультипликативно-корреляционным алгоритмом. В то же время, помехоустойчи-
вость аддитивного и мультипликативного алгоритмов как к помехам за счет отражений от 
малоподвижного фона, так и к аппаратурным шумам достаточно высока. С другой сторо-
ны, мультипликативный метод построения изображений имеет то преимущество перед 
аддитивным методом, что он не требует выполнения этапа корреляции промежуточных 
изображений при воспроизведении только пространственного распределения кровенос-
ных сосудов с целью оценки их формы и толщины, без оценки вектора скорости кровото-
ка. Визуализация картины кровоснабжения может быть осуществлена также с помощью 
пространственного распределения максимумов функции корреляции как аддитивных, так 
и мультипликативных изображений в процессе решения полной задачи восстановления 
пространственного распределения вектора скорости кровотока. 

Описанная методика восстановления карты вектора скорости кровотока апробиро-
вана на экспериментальных данных, полученных на опытном образце ультразвукового 
томографа (см. раздел 2.3). Описанию результатов экспериментов посвящены работы 
[A 38;  319]. Более того, методика восстановления вектора скорости кровотока обобщена 
на случай использования данных рассеяния, которые получаются при томографировании 
акустического нелинейного параметра второго порядка [A 49;  A 50;  A 110;  A 111;  319]. 
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ЧАСТЬ II.  ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
МНОГОМЕРНОЙ АКУСТИЧЕСКОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 

РАССЕЯНИЯ 
 
 
 

Глава 5. Вступление к Части II (по материалам библио-
графических источников) 

 
Необходимость вводной главы к части II настоящей работы обусловлена рядом об-

стоятельств. Во-первых, физико-математическая специфика развития функциональных 
методов решения обратных задач рассеяния отличается ее квантово-механической на-
правленностью и сугубо математическим характером ряда работ в данном направлении. 
Это привело к заметному отрыву имеющегося богатого теоретического материала от про-
цесса развития прикладных исследований в области волновой, в частности, акустической 
томографии. Во-вторых, абстрактная постановка задачи и характерная для математиче-
ской литературы терминология не способствуют легкости восприятия важных и перспек-
тивных, по своей сути, результатов акустиками-прикладниками. Однако в математических 
и физико-теоретических работах, ставящих своей целью исследование процессов кванто-
вой теории рассеяния и, соответственно, решение прямых и обратных задач потенциаль-
ного рассеяния, накоплено большое количество результатов общего характера. Эти ре-
зультаты касаются, например, единственности решения, характеризации данных рассея-
ния (поскольку данные рассеяния – т.е. поля, доступные для измерения – в многомерном 
случае могут обладать существенной избыточностью), формальных алгоритмов решения. 
Материал части II следует рассматривать только как одну из первых попыток ввести в 
круг активного использования лишь часть богатого теоретического багажа, обретенного в 
этой области рассмотрения обратных задач рассеяния. 

Функционально-аналитические методы решения обратных задач рассеяния как в 
квантово-механической постановке, так и в классическом волновом варианте приобретают 
в настоящее время все большее значение, хотя они находятся еще в стадии развития даже 
в теоретическом плане. Имеются в виду методы, базирующиеся на положениях современ-
ного функционального анализа, теории функций комплексных переменных и отличаю-
щиеся высокой математической строгостью и общностью полученных результатов. Акту-
альность проблемы связана с тем, что функциональный подход к обратным векторным и 
скалярным волновым задачам является, в целом, наиболее общей и информативной теори-
ей. Его основные преимущества заключаются как в получении аналитическим образом 
строгого или почти строгого решения, так и, в ряде случаев, в меньшем количестве вы-
числительных операций, по сравнению с итерационными методами, при получении чис-
ленных решений. Кроме того, открывается возможность глубже исследовать механизм 
действия традиционных алгоритмов реконструкции рассеивателей и четко определить 
границы их практических возможностей. По-видимому, функционально-аналитические 
методы займут, со временем, одно из ведущих мест в анализе и решении прямых и обрат-
ных задач прикладной физики, именно благодаря своей общности и информативности. 
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Первоначально функционально-аналитические методы начали развиваться в 1950-е 
годы в математических и физико-теоретических работах ряда авторов, исследовавших 
процессы рассеяния в физике элементарных частиц и, соответственно, решение прямых и 
обратных задач рассеяния на потенциале. Достаточно подробный исторический обзор, на-
чиная с этого периода времени и кончая современным состоянием проблемы, дан, напри-
мер, в [124;  125;  136;  327]. С другой стороны, можно выделить основные направления, в 
которых шло развитие функциональных методов. Основоположниками этих методов яв-
ляются И. М. Гельфанд, М. Г. Крейн, Б. М. Левитан, В. А. Марченко, разрабатывавшие, 
прежде всего, спектральный подход к решению обратных квантово-механических задач с 
одномерным или сферически симметричным потенциалом [125;  327–332]. Этот подход 
(за исключением [332] ) предполагает использование данных рассеяния для неограничен-
ного множества (возможно, дискретного) частот, поскольку в одномерной схеме измере-
ния данных рассеяния частота является единственным изменяемым информативным па-
раметром. В сферически симметричном случае многочастотность данных требуется при 
фиксировании положения единственного излучателя и единственного приемника. Изме-
нение положений приемоизлучающих преобразователей смягчает это требование или да-
же устраняет его при достаточном объеме данных рассеяния пространственного типа. Так, 
в [332] используется зависимость характеристик рассеянного монохроматического поля от 
угла между направлениями падения и рассеяния. Этого оказывается достаточным для вос-
становления сферически-симметричного потенциала. 

Развитие функциональных методов в многомерном случае начинается с математи-
ческой постановки обратных задач И. М. Гельфандом [333] и продолжается в работах 
Г. Мозеса, Р. Проссера [202–205], Ю. М. Березанского [150], Л. Д. Фаддеева [123;  124;  
334;  335], Р. Ньютона [127;  336–342].  Г. Мозес и Р. Проссер рассматривали решение 
волновой обратной задачи рассеяния, в том числе и многомерной, используя рекурсивную 
процедуру, получившую название обратного ряда Борна [202–205].  Ю. М. Березанский в 
[150] дал схему решения поставленных И. М. Гельфандом обратных многомерных задач в 
рамках общего подхода. Он исследовал, главным образом, вопросы единственности реше-
ния и эквивалентности различных формулировок при постановке некоторых из рассмот-
ренных задач. В конце этой большой, носящей программный характер, работы, предпри-
нята одна из первых попыток рассмотрения волновой обратной задачи в акустической по-
становке для среды с плотностной неоднородностью. Ю. М. Березанский коснулся также 
общих положений многомерной акустической обратной задачи, вне зависимости от кон-
кретных методов ее решения. 

Обобщение одномерных уравнений Гельфанда–Левитана и уравнения Марченко на 
многомерное пространство без предположения о сферической симметрии было выполнено 
Л. Д. Фаддеевым. Для этого Л. Д. Фаддеев использовал результаты его предшествующих 
работ [334;  335]; затем они были обобщены им в [124]. Независимо Р. Ньютоном [127;  
129 (гл. 2.2.2);  336–342] была разработана иная схема обобщения и изложено свое виде-
ние результатов Л. Д. Фаддеева [127]. В этих исследованиях Л. Д. Фаддеевым были введе-
ны мнимые добавки к волновому вектору падающего поля, отсутствующие в реальном 
эксперименте [334;  335]. Направление фиксированной мнимой добавки характеризуется 

единичным вектором γ  с произвольной ориентацией. Подробно такая процедура описана 

далее в разделе 6.1 настоящей работы. При этом Л. Д. Фаддеев, стремясь следовать ходу 
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решения одномерной обратной задачи [123;  124], ввел функции Грина G , которые соот-

ветствуют бесконечно малой мнимой добавке к волновому вектору [335] и реализуют 
“свойство вольтерровости”. Данное свойство позволяет придать основным интегральным 
уравнениям вид уравнений Вольтерра, обеспечивая тем самым их разрешимость итераци-
онными методами. С этой целью было необходимо отказаться от рассмотрения изотроп-
ной задачи и использовать особые “направления вольтерровости”, характеризуемые вы-

шеупомянутым единичным вектором γ , так что в интегральных уравнениях (уже не од-

номерных) один из пределов интегрирования становится зависящим от аргументов ядра. 

Такие преобразования потребовали использования функций Грина G , также анизотроп-

ных, причем рассматривается аналитическое продолжение зависимости G , как функции 

от комплексного множителя s , в верхнюю комплексную полуплоскость. По физическому 

смыслу множитель s  равен проекции волнового вектора с мнимой добавкой на направле-

ние γ , а значение sIm  равно величине мнимой добавки к волновому вектору. Между 

классической функцией Грина (изотропной) и функциями G  имеется однозначная взаи-

мосвязь [124 (уравнение 3.2 главы III);  335]. Однако функции Грина G  не обладают 

свойством вольтерровости; тем не менее, уравнениям с их участием можно придать вид 
уравнений Фредгольма [127;  136 (§ 2.1) ]. 

Разработанный при таком подходе алгоритм решения обратной задачи рассеяния 
изложен, например, в [136 (§ 1.1) ]. В нем в качестве первого шага осуществляется пере-

ход от измеряемых данных рассеяния (например, амплитуды рассеяния f ) к обобщенным 

данным h . Дальнейшие шаги этого алгоритма включают в себя процедуры, использую-

щие данные для всех энергий, и при этом подразумевают ослабление эффектов рассеяния 
по мере увеличения энергии. Даже в простейшем случае отсутствия связанных состояний 
алгоритм оказывается очень сложным, и его практическая (численная или прикладная) 
реализация для квантово-механических или волновых задач в настоящее время нам неиз-
вестна. В случае акустических задач возникает дополнительная сложность его непосред-
ственной реализации. Дело в том, что имея много общего с волновыми обратными зада-
чами рассеяния, обратные задачи потенциального рассеяния обладают, в то же время, ря-
дом принципиальных отличий, основное из которых – различие в энергетической зависи-
мости процессов потенциального рассеяния в квантовой механике и частотной зависимо-
сти рассеяния волн на неоднородностях фазовой скорости. В квантовых задачах рассеи-
вающий потенциал не зависит от частоты (т.е. энергии налетающей частицы)  [336], бла-
годаря чему на высоких частотах рассеяние приобретает квазиборновский характер. В 
акустике же рассеиватель представлен, в первую очередь, неоднородностями фазовой 
скорости звука в исследуемом объекте, вклад которых в функцию рассеивателя пропор-
ционален квадрату частоты. Следовательно, в отличие от ситуации в квантовой механике, 
рассеиватель является частотно (энергетически) зависимым, причем вклад в функцию 
акустического рассеивателя за счет неоднородности скорости увеличивается с ростом час-
тоты. Как следствие, сила рассеивателя, т.е. его влияние, неограниченно возрастает на 
бесконечно больших частотах, т.е., в противоположность ситуации в квантовой механике, 
процессы перерассеяния становятся чрезвычайно сильными. Кроме того, вклад в функцию 
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акустического рассеивателя вносят неоднородности коэффициента поглощения, которые 
тоже частотно зависимы. И лишь третья компонента функции рассеивателя, связанная с 
неоднородностью плотности среды, не зависит от частоты. Однако рассеиватели, пред-
ставленные исключительно плотностной компонентой, встречаются достаточно редко. В 
общем же случае подход, использующий широкий спектр частот или энергий и предпола-
гающий отсутствие зависимости функции рассеивателя от частоты, не может быть ис-
пользован в акустике в непосредственном виде (за исключением монохроматических за-
дач, где это предположение может быть принято явным или неявным образом). 

Другой вариант обобщения уравнения Гельфанда–Левитана на многомерный слу-
чай разрабатывался в цикле работ Р. Ньютона [127;  336–342]. Получив обобщение урав-
нения Марченко для трехмерных квантово-механических потенциалов без условия сфери-
ческой симметрии, Р. Ньютон начал теоретические исследования вопросов однозначного 
восстановления потенциала с помощью предложенного им квантово-механического мето-
да на основе данных рассеяния, полученных в дальней зоне на всех частотах и для всех 
направлений падения и рассеяния падающей волны. Итог исследований нашел отражение 
в книге Р. Ньютона [127]. Часть этой книги посвящена изложению подхода Л. Д. Фаддеева 
к обратным многомерным задачам рассеяния. Приведены итоговые варианты алгоритмов 
решения обратной задачи, найденных в результате исследований Л. Д. Фаддеева, 
Р. Ньютона, а также Р. Г. Новикова и Г. М. Хенкина [136], Р. Б. Лавина и А. И. Нахмана 
[343]. Эти алгоритмы состоят из ряда последовательных шагов, которые приводят к оцен-
ке потенциала, – как создающего связанные состояния, так и свободного от них, – на ос-
нове данных рассеяния для всех энергий (т.е. частот в акустическом случае) падающего 
излучения. Однако данное технически не реализуемое требование к данным рассеяния, а 
также общая сложность интегральных уравнений, которые необходимо решать, затрудня-
ют в той или иной степени приближенное практическое восстановление потенциалов по 
этим схемам. Кроме того, данные схемы непосредственно применимы сугубо для обрат-
ных задач квантово-механического типа, в которых предполагается отсутствие зависимо-
сти потенциала от энергии зондирующего излучения. 

Метод выделения определенного направления, связанного с направлением падаю-
щего поля, и перехода к новому волновому вектору, имеющему добавку (в данном случае, 

мнимую) в направлении γ , нашел свое развитие в приложении к двумерным, а позднее и 

к трехмерным, обратным скалярным задачам в монохроматическом режиме. В двумерном 
случае этот путь рассмотрен в цикле работ Р. Г. Новикова и П. Г. Гриневича, опирающих-
ся на работы А. П. Веселова, С. В. Манакова, С. П. Новикова, о чем подробно будет сказа-
но в главе 6. В трехмерном случае подобный путь развивался Р. Г. Новиковым и 
Г. М. Хенкиным (см. главу 9), которые использовали, в частности, подход, восходящий к 
работе Р. Билса и Р. Р. Койфмана [344]. Для обеспечения монохроматичности как в дву-
мерном, так и в трехмерном пространствах использовались именно такие комплексные 
волновые векторы, ненулевая или же бесконечно малая мнимая часть которых ортого-
нальна действительной части. Такая ортогональность позволяет работать, в математиче-
ском смысле, в рамках монохроматической задачи, поскольку квадрат волнового вектора 
остается неизменным, в то время как модуль волнового вектора может изменяться. Таким 
образом, монохроматический режим, обеспечиваемый при этом подходе, позволяет от-
влечься от специфики квантово-механических задач и различий в энергетической (частот-
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ной) зависимости квантово-механических процессов от процессов классического волново-
го рассеяния, в то время как многие предшествующие подходы основывались на наличии 
данных рассеяния для всех частот или некоторого частотного интервала. 

В работах М. Абловица, Д. Бар Якова, А. Фокаса, А. Нахмана, Р. Билса и 
Р. Р. Койфмана положено начало многомерному функциональному подходу, получивше-

му название “ -метод”, в основе которого лежит  -уравнение [345–351]. Имеется в виду 

дифференциальное уравнение, которое характеризует внутреннее волновое поле (т.е. поле 
внутри области рассеяния) с помощью производной этого поля по аргументу, комплексно 
сопряженному с основным аргументом задачи, что и дало название методу. Для решения 

монохроматических обратных задач по физически содержательным данным  -метод был 

приспособлен в двумерном случае Р. Г. Новиковым и П. Г. Гриневичем [137;  352] и в 
трехмерном случае Г. М. Хенкиным и Р. Г. Новиковым [136] с помощью приема исполь-
зования ортогональной мнимой добавки к волновому вектору. При этом восстановление 
рассеивающего объекта (уже вне зависимости от его квантово-механической или волно-
вой природы) опирается на тот факт, что при увеличении модуля волнового вектора про-
цессы перерассеяния ослабевают, подобно тому, как это имело место в случае рассеяния 
на квантово-механическом потенциале с ростом энергии. Подробное рассмотрение общей 

ситуации, сложившейся в связи с решением обратной задачи рассеяния  -методом, дано в 

работе [136]. Пример численного решения двумерных обратных задач на основе  -метода 

приведен в [353]. 
 
В литературе по многомерным обратным задачам восстановления внутренней 

структуры объектов, прозрачных для того или иного вида излучения, заметное место за-
нимает обширный цикл работ М. И. Белишева с коллегами [354–363], выполненных ими 
на протяжении многих лет. Результаты значительной части этих исследований обобщены 
в [358;  359;  362;  363]. Аналитический метод, разработанный М. И. Белишевым и полу-
чивший название метода граничного управления (ГУ), т.е. в английской транскрипции – 
boundary control (BC) method, развивает спектральный подход к одномерной задаче и в 
существенной мере отличается от подходов, рассматриваемых ниже в представляемой ра-
боте. В рамках метода ГУ для нахождения неоднородностей среды используются неста-
ционарные волновые эффекты при импульсном или широкополосном облучении. Метод 
ГУ представляет собой строгое математическое развитие классических подходов к одно-
мерным обратным задачам, а также тех соображений, которые использовались в ранний 
период развития методов томографии в работах по “времяпролетному” томографирова-
нию и томографированию в приближении однократного рассеяния (в первую очередь, 
акустическому). Первые результаты метода ГУ обсуждены в конце обзора [136 (§ 5.2) ]. 
На протяжении ряда лет совершенствовались терминология, круг понятий, методы реше-
ния, а ограничения, накладываемые исходными предположениями, постепенно устраня-
лись или снижались. В самом кратком виде постановка проблемы и подходы к ее реше-
нию могут быть сформулированы следующим образом. 

В свободном волноведущем пространстве (размерности 2 или более) выделена ис-

следуемая область 


 с гладкой границей  . В области 


 задан метрический тензор, 

гладко зависящий от точки. Метрика в 


 определяется временем распространения сигна-
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ла между точками по геодезической траектории. В простейшем случае изотропной неод-
нородной среды метрический тензор в декартовых координатах пропорционален единич-

ной матрице с зависящим от точки коэффициентом пропорциональности )(1 rc , где )(rc  

имеет смысл скорости звука. Отсутствие внутренних течений в 


 делает метрику среды 

неориентированной. На границе   задается возбуждение (источники) с неограниченно 
широкой полосой излучаемых частот, что позволяет рассмотреть не только математиче-
ские, но и физические лучи, перпендикулярные границе в конкретной ее точке, и описать 

метрический тензор в 


 с помощью последовательности времен  , необходимых для 

достижения той или иной точки, лежащей на фиксированном луче. Волновые поля, кото-
рые порождаются исчезающе короткими возбуждениями, идущими одновременно от всех 

точек границы, заполняют всю область 


 за время *T  (верхний символ “* ” в обозначе-

нии *T  не имеет отношения к обозначению комплексного сопряжения, общепринятому в 

настоящей работе, что очевидно по контексту). 

При решении обратной задачи восстановления метрики в 


 и, следовательно, не-
однородностей, расположенных в ней, несколькими предлагаемыми в работах 
М. И. Белишева алгоритмами выделяются две постановки: спектральная и динамическая. 
Показана взаимосвязь этих постановок: возможен переход от спектральных данных к ди-
намическим данным и обратно. При спектральной постановке задается множество собст-

венных значений (спектр) оператора Лапласа в области 


 при условии Дирихле или 

Неймана на   и нормальные производные на   соответствующих нормированных собст-
венных функций. При динамической постановке роль экспериментальных данных играет 

оператор отклика, переводящий - образное во времени возбуждение от точечного пер-

вичного источника в реакцию (отклик) в виде нормальной производной поля на границе 

на протяжении промежутка времени T2 . Здесь T  обозначает произвольный фиксиро-

ванный промежуток времени. Значение T  определяет ту приграничную подобласть T


 

области 


, которая заполняется идущими от границы полями к моменту Tt . Экспе-

риментальные данные, используемые для восстановления скорости звука )(rc  при 




r , представлены в виде оператора отклика T2
(B)R̂ . Этот оператор описывает полное 

поле, которое после прохождения через область 


 наблюдается в точке y  границы   в 

ответ на локальное пространственно-временнόе - образное возбуждение, создаваемое в 

точке x  этой же границы  . Поле, порожденное возбуждением, распространяется внутрь 




 с переменной скоростью )(rc  и при этом взаимодействует с неоднородностями среды, 

что приводит к появлению рассеянных полей, возвращающихся к границе и регистрируе-

мых наблюдателем. В результате оператор T2
(B)R̂ , соответствующий промежутку времени 

именно T2 , содержит информацию о среде не во всей 


, а лишь в ее подобласти T


, 

заполненной полем к моменту Tt . Эти соображения делают естественной следующую 

постановку обратной задачи: по заданному оператору T2
(B)R̂  восстановить скорость )(rc  в 

подобласти T


, заполненной полем к моменту T . Если *TT  , то имеется вся необхо-
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димая информация для решения обратной задачи восстановления пространственного рас-

пределения )(rc  во всей области 


. 

Важное свойство волновых процессов в 


, используемое на этапе решения обрат-
ной задачи методом ГУ, состоит в следующем. Подбирая возбуждение на границе, т.е. 

управляя им и одновременно зная оператор отклика T2
(B)R̂ , можно создавать волновые по-

ля любой желаемой формы. Эти поля создаются в подобласти T


, причем только в тече-
ние исчезающе короткого временнόго интервала в окрестности заранее заданного момента 

времени Tt . Такая возможность позволяет создавать на некоторое мгновение последо-

вательность полевых конфигураций, образующих полный (в том или ином смысле) базис. 
Об этом свойстве говорят как о свойстве граничной управляемости физической системы, в 
которой протекают волновые процессы. Нужно отметить, что здесь речь идет только о 
принципиальной возможности при решении обратной задачи контролировать форму вол-
ны, а не о ее физической реализации в томографическом эксперименте. Используя свойст-
во управляемости, в рамках метода ГУ удается подобрать граничные возбуждения, соз-

дающие в фиксированный момент времени поля - образной формы – “острые пики” в 

окрестности определенной точки подобласти T


. Именно такие поля используются при 
восстановлении скорости. Алгоритм, основанный на методе ГУ, дал положительные ре-
зультаты при апробации в ряде численных экспериментов  [360;  363]. 

Л. Н. Пестовым предложена версия метода ГУ [364–366], предполагающая измере-

ния на границе в течение временнóго интервала ]2;0[ T  при *TT  . Результаты работ 

по моделированию в двумерном и трехмерном случаях, выполненные Л. Н. Пестовым с 
соавторами [365;  366], весьма успешны. В этом исследовании в качестве эксперименталь-

ных данных использован оператор отклика T2
(P)R̂ , который является обратным к упомяну-

тому выше оператору T2
(B)R̂  в работах М. И. Белишева и связывает точечное возбуждение 

на границе в виде нормальной производной (возбуждение Неймана) со значением собст-

венно скалярного поля на границе  . Оба вида данных, по сути, эквивалентны. Другое 
непринципиальное отличие состоит в том, что М. И. Белишевым восстанавливается мет-

рика в 


, и тогда )(rc  находится как отношение приращения расстояния к соответст-

вующему приращению времени распространения, а в работах Л. Н. Пестова осуществля-
ется восстановление пространственного распределения функционального коэффициента 

)(rρ  при второй производной полевой переменной по времени. Этот коэффициент назван 

в ряде работ М. И. Белишева и Л. Н. Пестова “плотностью”, однако по физическому (аку-
стическому) смыслу он описывает, в случае среды с постоянной физической плотностью, 
произведение значений объемной сжимаемости среды и физической плотности среды в 

точке r , т.е., фактически, величину, обратную квадрату скорости звука: 
)(

1
)(

2 r
r

c
ρ  

(предполагается отсутствие поглощения). Рассмотренный и промоделированный в работе 
[365] алгоритм заключается в следующем. Исходное акустическое возбуждение в реаль-
ном или модельном эксперименте представляет собой сигнал wavelet-типа с полосой око-
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ло одной октавы. Это возбуждение, создающее звуковое поле, соответствует заданному 

значению нормальной производной ),(0 tf x  на границе в точке x  в момент времени 

t . Такое возбуждение действует в течение интервала времени T . Осуществляется после-

довательный перебор совокупности точек x , достаточно плотно распределенных вдоль 
границы. Экспериментальные данные, с помощью которых восстанавливается зависящая 

от координат функция )(rρ , содержат в себе реакцию всей области 


 в виде поля 

),(0 tu f y , наблюдаемого как функция времени t  на интервале ]2,0[ Tt  в плотном на-

боре точек границы y . Вся совокупность экспериментальных данных позволяет по-

строить оператор отклика T2
(P)R̂  области 


 на основе соотношений 

  ),(),(R̂ 0
0

2
(P) tutf f yy T ,   y ,   ]2,0[ Tt .   

 
Эти выражения, фактически, имеют вид интегральных соотношений на границе, посколь-

ку оператор отклика выражается через ядро ),,(2
(P) ttR xyT  этого оператора как 

 

    


),,(R̂ 2
(P)

0

2
(P) ttRtdd

t

xyx TT  ,     

т.е. 

),(),(),,( 0
0

2
(P)

0

tutfttRtdd f
t

yxxyx 


T  ,     y ,  ],0[ Tt ,  ]2,0[ Tt  

 
(все рассматриваемые в алгоритме функции предполагаются вещественнозначными). Да-

лее для восстановления функции )(rρ  используется оригинальный прием. Найденный 

оператор T2
(P)R̂ , который индивидуален для каждого фиксированного пространственного 

распределения )(rρ , позволяет управлять граничными возбуждениями и тем самым за-

дать (не в эксперименте, а уже на этапе решения обратной задачи) на границе   набор 

специальных возбуждений  ),( tfi x , где i  – индекс, задающий функцию из данного на-

бора. При каждом фиксированном i  возбуждение ),( tfi x , идущее одновременно от всей 

границы   (а не от фиксированной точки границы, как в реальном эксперименте) лоциру-

ет область 


, содержащую неизвестное пространственное распределение )(rρ . Функции 

),( tfi x , определяемые на границе, должны быть такими, чтобы в момент Tt   

( *TT  ) в области 


 создавались требующиеся поля возмущений 

),()( T tu if
i rr , 


r . В качестве набора   )(ri  выбираются гармонические 

функции (т.е. функции, удовлетворяющие однородному уравнению Лапласа в области 


 
с граничным условием Неймана), поскольку они особенно удобны для дальнейших вы-
числений. Такие функции используются в алгоритме Л. Н. Пестова вместо “острых пиков” 
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- образной формы у М. И. Белишева. Итак, поля )(ri  имеют априори известный и 

удобный для дальнейших вычислений гармонический вид в области 


. Однако прямой 

синтез таких функций )(ri  для всей области 


 невозможен, поскольку пространствен-

ное распределение )(rρ  неизвестно, и, следовательно, ядро оператора отклика 

),,(2
(P) ttR rrT  неизвестно для произвольных точек 


rr, , но только для точек гра-

ницы. Тем не менее, оказывается, что, используя только оператор отклика T2
(P)R̂  с ядром 

),,(2
(P) ttR xyT , уже известный из эксперимента ( yx, ), можно создать граничные 

возбуждения ),( tfi x , благодаря которым в фиксированный момент времени Tt  на 

границе y  будут порождаться требуемые гармонические функции 

),()( T tu if
i yy . Как показано в [365], эти функции )(yi , y , являются “сле-

дом” на границе   функций )(ri , 


r . Доказывается ряд теорем о том, что задание 

граничных возбуждений  ),( tfi x  и, следовательно, задание функций   )(yi  на гра-

нице   одновременно обеспечивает почти точное задание требуемых функций   )(ri  

во всей области 


. В этом смысле такой результат перекликается с результатом, содер-
жащимся в одной из самых ранних фундаментальных работ по многомерным обратным 
задачам рассеяния [150 (§ 3) ], где рассмотрено возбуждение с границы гармонической 
волны во внешней области, не содержащей неоднородности, а также перекликается с ре-
зультатом более поздней работы [367], где подобные соотношения приведены для облас-
ти, содержащей неоднородность. При этом показано, что возбуждение должно создавать 

поле (являющееся аналогом для поля )(ri  в настоящем контексте), которое на границе 

области y  будет совпадать со значениями требуемого поля (являющегося аналогом 

для )(yi  ). В [365] гармонические функции )(ri , выступающие в качестве зондирую-

щих полей, создаются в области 


, содержащей неоднородное распределение )(rρ . То-

гда соотношения для решения вспомогательной задачи определения искомых граничных 

возбуждений ),( tfi x , создающих при Tt  заданные гармонические поля )(yi , стро-

ятся при каждом фиксированном i  с помощью интегрального уравнения вида 

 

)(),(),,(2
(P)

0

yxxyx ii tftRtdd 


TT
T

 ,    

т.е.  

  )(),(R̂ 2
(P) yy ii tf  TT ,     y .     

 

Эти соотношения для нахождения ),( tfi x  линейны и имеют схематический вид 

 

),(],[ 0func0 ii fff  F  .     (5.1) 



 
190

 
Здесь в качестве известных данных используются имеющиеся данные в виде оператора 

отклика T2
(P)R̂ ;  ],[ 0 jff  – интегральная форма, которая вычисляется для любых возбуж-

дений 0f  по явной формуле, использующей оператор T2
(P)R̂ . Функционал ),( 0func if F  

также явно определяется оператором T2
(P)R̂ , возбуждением 0f  и гармонической функцией 

i . Именно процесс нахождения граничных возбуждений ),( tfi x , создающих в области 




 при Tt  желаемые поля )(yi   (или поля - образной формы у М. И. Белишева),  

дал  общее  название  рассматриваемому методу  –  “метод граничного управления”   
[357–363]. 

Возможность создания достаточно произвольной функции поля )(rF  во внут-

ренней области 


r  с помощью контролируемых излучателей (возбуждений) ),( tF x , 

расположенных на границе  , обеспечивается широкой полосой частот излучаемого сиг-
нала и необходимостью создания требуемой формы волны только в один определенный 

момент времени T . Излучаемая полоса временных частот не обязательно должна быть 

неограниченно широкой, однако при этом полоса пространственных частот воспроизво-

димой функции )(rF  также претерпевает определенные ограничения. При приеме на 

границе   поля, пришедшего из области 


, имеет место обратная ситуация: определен-

ная конфигурация поля )(rF  в 


, будучи предоставленная “сама себе”, т.е. эволюцио-

нирующая в соответствии с волновым уравнением в неоднородной среде, создает на гра-

нице   принимаемые сигналы, имеющие однозначное поведение во времени. Важно то, 

что тот и другой процессы порождаются в 


 в присутствии неоднородного пространст-

венного распределения )(rρ , т.е. связаны, в конечном счете, с известным оператором от-

клика T2
(P)R̂ . В определенном смысле эти два процесса являются обобщением процесса 

монохроматического борновского рассеяния, о чем далее будет идти речь в связи с соот-
ношениями (5.2) и (5.3). 

Когда в качестве зондирующей волны выступает поле )(ri  при фиксированном 

i , оно удовлетворяет уравнению [365]  0)()()(2  rrr ii ρ ,  


r . Это соотноше-

ние можно трактовать как уравнение Лапласа )()()(2 rrr ii  ρ  с вторичными источ-

никами )()( rr iρ , возбуждаемыми в области 


 и порождающими поля )(ri . С другой 

стороны, оператор отклика T2
(P)R̂  описывает поле, принимаемое на границе  , а также по-

зволяет описать поле, существующее во всей области 


. В результате, вторичные источ-

ники )()( rr iρ  можно разложить по системе тех же функций  


 )(rj  , что приводит к 

коэффициентам разложения rrrr





dji )()()(ρ . Вторым важным моментом является 

полученная в [365] связь этих коэффициентов разложения с интегральной квадратичной 
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формой ],[ ji ff  от функций возбуждения ),( tfi x  и ),( tf j x  на границе. Эта форма иг-

рает роль некоторого внутреннего произведения в пространстве значений граничных воз-

буждений  ),( tfi x , x , на интервале времени ],0[ Tt . Таким образом, централь-

ное соотношение алгоритма Л. Н. Пестова имеет вид: 
 

],[)()()( jiji ffd 


rrrr

ρ  .   (5.2) 

 
Это соотношение обобщает классическое соотношение, имеющее место в теории рассея-
ния в первом приближении Борна (приближении однократного рассеяния), – см. (1.40): 
 

),()2()(~ ll kk fv D  ,    (5.3) 

 

где D  – размерность пространства. В (5.3) пространственное фурье-преобразование 

  rrkrk divv )(exp)()(~   ll  функции неоднородности )(rv  выражается че-

рез экспериментальные данные – амплитуду рассеяния ),( lkf  в направлении волнового 

вектора l  в ответ на падающую плоскую волну с волновым вектором k , – см. (1.38). В 

методе граничного управления вида (5.2) аналогом пространственного спектра рассеива-

теля )(~ klv  являются коэффициенты разложения rrrr





dji )()()(ρ  неизвестного 

пространственного распределения )(rρ  по базису в виде попарных произведений функ-

ций )()( rr ji  , 


r . В этих произведениях поля )(ri  и )(rj  соответствуют “ба-

зисным” возбуждениям i  и j  всей границы, выступающим в качестве аналогов направ-

лений векторов k  и l . В роли аналога амплитуды рассеяния ),( lkf  в (5.3) выступает 

форма ],[ ji ff  в (5.2). 

Решение уравнений (5.2) может оказаться некорректным и неединственным, осо-
бенно в области высоких пространственных частот восстанавливаемого распределения 

)(rρ . Расширение области восстанавливаемых пространственных частот (в сторону их 

повышения) связано, в свою очередь, с возникающей при этом некорректностью уравне-

ний (5.1) для нахождения граничных возбуждений ),( tfi x  по заданным гармоническим 

полям )(yi . Тогда требуются определенные способы регуляризации решаемых уравне-

ний, а также критерии выбора одного из возможных решений. По рассчитанным из (5.2) 

коэффициентам разложения далее восстанавливается сама функция )(rρ  с учетом того, 

что система произведений функций  


 )()( rr ji  не является ортогональной и при 

этом не только полна, но и переполнена. 
Предложенный в работах М. И. Белишева с соавторами метод ГУ, в том числе, 

один из вариантов этого метода, рассмотренный в работах Л. Н. Пестова с его соавторами 
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и доведенный до численной реализации, открывает перспективное направление в методах 
решения томографических задач акустики. Можно лишь добавить, что такой подход дает 
непосредственное решение, не привлекая итерационные схемы, за счет чего он свободен 
от ограничений, связанных с обеспечением сходимости итераций. При этом он использует 
богатый набор данных, являющийся существенно переопределенным. Это увеличивает 
объем вычислений, но делает алгоритмы восстановления более устойчивыми, а их даль-
нейшее исследование многообещающим. Степень избыточности экспериментальных дан-
ных особенно велика в случае решения методом ГУ трехмерной обратной задачи и ис-
пользования широкой полосы частот – в одну или более октавы. 

Сложным для описываемого подхода является определение поглощения в среде. 
Это связано с отсутствием в рассматриваемой схеме каких-либо измерений амплитудного 

или энергетического характера для сигнала, прошедшего через 


. Тем не менее, такая 

информация в неявном виде присутствует в операторах отклика T2
(B)R̂  или T2

(P)R̂ , что по-

зволяет, в принципе, при определенной модификации алгоритма, определить энергетиче-

ские потери в 


 и восстановить карту коэффициента поглощения [368;  369]. 
 
Цикл работ Б. Н. Захарьева [370–373] посвящен анализу прямых и обратных задач 

квантово-механического рассеяния – одномерных и сферически-симметричных. Полное 
изложение результатов, полученных к 1985 году, дано в [372]. Особое внимание уделено 
связанным состояниям и аспектам численного решения подобных задач на ЭВМ. Важно 
отметить, что Б. Н. Захарьев впервые стал использовать результаты функционально-
аналитического подхода для решения конкретных физических задач. Более поздняя книга 
[373] поднимает ряд новых проблем.  

Обратная задача рассеяния, работающая с полными данными в монохроматическом 
режиме, является размерностно-безызбыточной в двумерном случае: двумерное многооб-
разие неизвестных и двумерное же многообразие данных, получаемых при всестороннем 
зондировании и приеме. В трехмерном случае она становится размерностно-избыточной: 
трехмерное многообразие неизвестных и четырехмерное многообразие данных. При пере-
ходе к полихроматическому или импульсному режиму уже двумерная обратная задача 
становится избыточной. Поэтому встает задача характеризации, определяющая взаимо-
связь избыточных данных рассеяния. В литературе ее анализу уделялось достаточно мно-
го внимания [124;  136;  339]. Возможно, что со временем соотношения характеризации 
будут “вплетены” в функциональные алгоритмы, что послужит, в частности, повышению 
их помехоустойчивости или восполнению недостающих данных рассеяния, которые не 
удается измерить экспериментально в силу технических или анатомических (в медицин-
ских приложениях) причин. 

Можно ослабить избыточность многомерной задачи, работая в конечной полосе 
частот. Это предполагает функциональный метод реконструкции акустических рассеива-
телей на основе данных, измеренных в ограниченной полосе [374–376]. Он использует 
асимптотические свойства волновых акустических полей при стремлении частоты поля к 
нулю. Дело в том, что чем ниже частота, тем меньше влияние акустического рассеивателя 
в виде неоднородности фазовой скорости звука, и, следовательно, приближение однократ-
ного рассеяния может быть использовано с тем большей точностью, подобно квантово-
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механическому рассеянию на высоких частотах. Трудность практической реализации дан-
ного подхода заключается в том, что непосредственные измерения в эксперименте на 
очень низких частотах затруднительны. Кроме того, разрешающая способность изображе-
ния, восстанавливаемого при решении обратной задачи и определяемого длиной волны, 
становится неприемлемо низкой при слишком низких частотах. Как следствие, процедура 
аналитического продолжения данных на предельный случай нулевой частоты, которую 
необходимо выполнить в том или ином виде для решения задачи, обладает сильной неус-
тойчивостью. 

Любой способ решения обратных задач рассеяния в прикладных областях требует 
детального исследования алгоритмов восстановления рассеивателей с целью их функцио-
нального и технического согласования с реальной измерительной установкой (томогра-
фом), методом получения первичных данных рассеяния, вычислительными возможностя-
ми имеющегося оборудования и способами отображения итоговых результатов. При этом, 
с одной стороны, функциональные методы являются наиболее передовыми и мощными в 
теоретическом и принципиальном плане, а с другой стороны, их применение для решения 
прикладных обратных задач рассеяния классических полей находится только в начальной 
стадии исследования, и дальнейшее продвижение в этом направлении является несомнен-
но важным. Требуется детальная проработка общих идей и методов функционально-
аналитических подходов, развивавшихся в чисто математическом плане, с целью их при-
менения к конкретным волновым и, в частности, акустическим обратным задачам рассея-
ния. При этом принципиальны все стороны процесса решения: важно разобраться в меха-
низме, позволяющем тому или иному алгоритму учесть явление многократного рассеяния; 
найти границы применимости схемы вычисления, определяемые заданной точностью ре-
шения и физическими характеристиками рассеивателя (решение должно быть устойчиво к 
неизбежным ошибкам измерения в эксперименте, а также к возможным ошибкам другого 
типа, связанным с нестрогим приближением реальных данных рассеяния к их теоретиче-
ской идеализации); обеспечить единственность восстановления рассеивателя; определить 
роль избыточности в данных рассеяния; оценить практическую реализуемость алгоритмов 
средствами вычислительной техники и удобство их сопряжения с техническими возмож-
ностями конкретных томографических систем.  В частности, в литературе практически не 
уделялось внимание тому факту, что некоторые из алгоритмов, разработанных на основе 
функционально-аналитических методов, весьма чувствительны, в силу некорректности 
задачи, к ошибкам в данных рассеяния. Поэтому при решении прикладных задач требует-
ся сопряжение этих алгоритмов с процедурами функциональной, а затем и вычислитель-
ной регуляризации, методы которой [377;  378], в приложении к подобным обратным за-
дачам, далеко не так хорошо изучены и освоены, как это имеет место в линейных обрат-
ных задачах [377–379]. 

В настоящей части II представляемой диссертационной работы предпринята по-
пытка дать, хотя бы частично, ответы на подобные вопросы, возникающие в связи с при-
менением разработанных в последнее время функционально-аналитических алгоритмов. 
Детально анализируются несколько особенно перспективных, на наш взгляд, функцио-
нально-аналитических методов решения двумерной и трехмерной обратных задач рассея-
ния, в контексте возможности их практического применения в обратных акустических за-
дачах томографического типа. По ходу изложения даются подробные ссылки на соответ-
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ствующие работы ряда авторов, идеи которых были положены в основу алгоритмов вос-
становления внутренних полей и, в итоге, характеристик самого рассеивателя. Тем не ме-
нее, обсуждаемые методы, использующие круг идей квантово-механического происхож-
дения, по-видимому, не исчерпывают всех возможностей, открывающихся в данном на-
правлении, и в дальнейшем на этом пути можно ожидать новых важных результатов. 

Рассматриваемый в главе 6 и в главе 7 алгоритм Новикова–Гриневича–Манакова 
перспективен для решения прикладных двумерных обратных задач рассеяния, исполь-
зующих монохроматический режим. Этот алгоритм хорошо реализуем на современных 
вычислительных машинах. Однако если в случае монохроматических волновых полей 
акустические обратные задачи рассеяния можно рассматривать в рамках схемы, общей с 
квантово-механическими задачами, то в случае многочастотного или импульсного режима 
необходимо учитывать специфику рассеяния именно акустических полей. Методу реше-
ния многочастотной акустической двумерной задачи томографического типа, основанной 
на функциональном подходе, посвящена глава 8. Этот метод можно применять также и 
для импульсного режима работы медицинских томографов, повысив, тем самым, их ин-
формативность и расширив область работоспособности. 

Для большинства практических приложений представляют интерес трехмерные 
томографические системы. В настоящее время трехмерное изображение синтезируется, в 
основном, в виде объединения двумерных изображений слоев томографируемого органа 
[213–215;  239;  243;  293]. Строгое решение трехмерной обратной задачи рассеяния функ-
циональными методами не удается получить простой модификацией двумерных алгорит-
мов, и нужна разработка новых методов решения. Результаты этих исследований появи-
лись относительно недавно, но их практическая пригодность в акустических системах бы-
ла не очевидна, а требуемый объем вычислений в настоящее время представляется чрез-
вычайно большим. Тем не менее, быстрый прогресс в области вычислительных систем 
позволяет поставить вопрос о перспективности реализации этих новых подходов при ре-
шении трехмерных обратных задач акустического рассеяния, хотя бы в самой простой по-
становке. Глава 9 открывает цикл исследований по применению в решении трехмерных 
обратных задач акустического рассеяния строгих функциональных методов их решения. 
Эти исследования направлены, в конечном счете, на создание трехмерных систем акусто-
скопии принципиально нового типа. 
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Глава 6. Точное решение двумерной монохроматической 
обратной задачи рассеяния 

 
 
Практически вся имеющаяся на сегодняшний день литература, посвященная реше-

нию обратной задачи рассеяния на основе функционально-аналитических методов, имеет 
четко выраженную математическую направленность и квантово-механическую приклад-
ную специфику, и поэтому она не всегда попадает в поле зрения читателей с несколько 
иным профилем интересов. Учитывая это обстоятельство, в начале данной главы излага-
ются основные понятия, идеи, обозначения и соотношения, используемые в многомерных 
функционально-аналитических алгоритмах восстановления рассеивателя. Такой подход 
был развит в работах Л. Д. Фаддеева и ряда других авторов, на часть работ которых ниже 
даются ссылки по мере изложения материала. Подход привел к разработке законченного 
алгоритма, названного ниже алгоритмом Новикова–Гриневича–Манакова. В свою оче-
редь, данный алгоритм показал нам путь модификации подхода Роуза, снимающей про-
блему неединственности решения. 

Настоящая глава посвящена анализу и модельной реализации строгих двумерных 
функционально-аналитических алгоритмов решения двумерной монохроматической об-
ратной задачи рассеяния: модифицированному алгоритму Роуза и алгоритму Новикова–
Гриневича–Манакова. 

 
 

Раздел 6.1. Применение формализма комплексных волновых векторов 
к обратным задачам 

 
Скалярная обратная задача рассеяния в классическом варианте предполагает вос-

становление скалярной функции рассеивателя (рассеивающего потенциала) ),( rv , кото-

рая локализована в конечной области   координатного пространства, описываемого век-

тором r . Поскольку далее рассматривается монохроматическая задача, то параметр   в 

аргументе функции )(rv  будет опускаться, за исключением главы 8, где анализируется 

многочастотный случай. При используемой временнόй зависимости полей )exp(~ ti  

функция )(rv  связана с акустическими характеристиками рассеивателя, находящегося в 

области r  на фоне однородной непоглощающей среды с постоянной плотностью, 

следующим образом, – см. (1.10): 
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  (6.1) 

Здесь 00 ck   и 0c  – волновое число и фазовая скорость в фоновой среде; 

)()( rr ck   и )(rc  – эти же величины в присутствии рассеивателя; ),(  r  – ампли-

тудный коэффициент поглощения в области рассеяния  . 
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Запаздывающее ),( kzu  и опережающее ),( kzu  волновые поля в произвольной 

точке z , лежащей вне области расположения первичных источников этих полей, 
подчиняются неоднородному уравнению Гельмгольца 

),()(),(),( 2
0

2 kzzkzkz   uvuku ;   (6.2) 

0)( zv  при z . Исходными данными рассеяния в рассматриваемом далее методе 

являются значения классической амплитуды рассеяния ),(),( ll kk ff   для всех на-

правлений падения и рассеяния плоских запаздывающих волн. В настоящей части пред-
ставляемой работы под термином “классические” здесь и далее будут подразумеваться 
обычно используемые в акустике волновые величины, в отличие от вводимых далее 

обобщенных величин.  Волновые векторы k  и l  характеризуют направление падения на 

рассеивающий объект плоской монохроматической волны с единичной амплитудой 

)exp(),(0 zkkz iu   и направление рассеяния в дальнем поле, соответственно. Посколь-

ку поглощение в фоновой среде отсутствует, то k  и l  – действительные векторы: 

DRI, lk ,        2
0

22 k lk ,      

где D  – размерность пространства. Понятие амплитуды рассеяния кратко обсуждалось в 
связи с (1.38) и более подробно в [A 2 (раздел 5.1) ]. По физическому смыслу, амплитуда 

рассеяния ),(
~

)2(

1
),( kξk ll 


 If

D
 пропорциональна излучающей части ( 0kξ ) 

пространственного спектра  




 rrξkrkξ diII )exp(),(),(
~

      (6.3) 

вторичных источников ),()(),(),( krrkrkr   uvII , – см. выше главу 1  

[A 2 (раздел 5.1) ]. Здесь ),( kru  – полное запаздывающее поле в точке r   в при-

сутствии рассеивателя, ξ  – вектор пространственной частоты: 




 


 rrkrrk diuvf
D

)exp(),()(
)2(

1
),( ll ,   (6.4) 

– см. (1.33). При определении ),(
~

kξI  и ),( lkf  интегрирование по координатному про-

странству DRIr  сводится к интегрированию по области рассеяния  , где функция 

рвссеивателя )(rv  отлична от нуля.  

Уравнение Липпмана–Швингера для полного поля в произвольной точке DRIz  

имеет вид 
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  rrkrrzzkkz dvukGiu )(),(),()exp(),( 00  .    

Здесь ),(),( 000 kGG   kzkz  – запаздывающая функция Грина однородного изо-

тропного непоглощающего пространства для оператора 22 k , т.е. 

)(),(),( 0
2

0
2 zkzkkz   GG . Тогда уравнение Липпмана–Швингера при переходе в 

дальнюю зону приводит к связи между наблюдаемым рассеянным полем 

)exp(),(),(sc zkkzkz iuu    и амплитудой рассеяния ),( lkf  – см. (1.38): 
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                где 
0

)1(

k

i
CD


  при 2D ;         22DC  при 3D . 

 

В случае опережающего классического волнового поля ),( kzu  в уравнении 

Липпмана–Швингера 

   


  rrkrrzzkkz dvukGiu )(),(),()exp(),( 00     

участвует опережающая функция Грина однородного непоглощающего пространства 

),(),( 000 kGG   kzkz . Между запаздывающим и опережающим полем существует 

интегральная связь через амплитуду рассеяния для запаздывающего поля 
[124 (уравнение 1.9 главы III );  136]: 

.),()(),(2),(),(
RI

22


 
D

dufiuu
l

llll zkkkzkz  (6.6) 

Одним из ключевых моментов в функционально-аналитических методах является 
формальное распространение волновых векторов в “нефизическую” область комплексных 

значений путем искусственного введения дополнительных векторов Ik  и Il , соответст-

вующих мнимой части векторов k  и l   [123;  124;  136;  334;  348;  349]: 

IR ikkk  ,    IR illl  ,  причем  RR lk ,    II lk ,  

где D
IIRR RI,,, ll kk   [367;  386]. Такой прием можно рассматривать как переход от 

плоских однородных волн к волнам неоднородным, причем характер неоднородности оп-
ределяется соотношением между мнимыми и действительными компонентами волновых 
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векторов k  и l :  величиной угла между мнимой и действительной частями волнового 

вектора, а также их абсолютными значениями. Падающее поле теперь приобретает вид 

)exp()exp( zkzkzk IRii  .     (6.7) 

При 0Ik , т.е. в условиях реального эксперимента, волна остается плоской. С увеличе-

нием же Ik  при математическом оперировании с комплексными k  нарастает неодно-

родность значения амплитуды вдоль фронта. 
Переход к комплексным волновым векторам влечет за собой необходимость обоб-

щения всех величин и функций, зависящих от волновых векторов, на случай комплексных 
аргументов. Так, по аналогии с классическим уравнением Гельмгольца (6.2), обобщенное 

(неоднородное) волновое поле ),( kz , является решением уравнения 

),()(),(),( 22 kzzkzkkz  v  ,     (6.8) 

рассматриваемого уже для комплексных DCIk . Тем самым, уравнение Гельмгольца по-

лучает параметрическую зависимость от вектора k , квадрат которого определяет коэф-

фициент при  . При падающем поле, имеющем вид (6.7), для всех k , за исключением 

некоторых значений DD RI\CIk   [136], существует единственное решение уравнения 

(6.8), имеющее при z  асимптотику 
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1)exp(),(
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zkkz   и 

называемое решением Л. Д. Фаддеева. Интегральная форма соотношения (6.8) является 

аналогом уравнения Липпмана–Швингера для полей ),( kz : 




 rrkrkrzzkkz dvGi )(),(),()exp(),( Fad  ,    DCIk .  (6.9) 

Здесь ),(Fad kzG  – функция Грина, введенная Л. Д. Фаддеевым для комплексных k  по 

следующему принципу [334]. Выражения для запаздывающей 

),(),( 0000 kGkG zkz    и опережающей ),(),( 0000 kGkG zkz    функций 

Грина однородного изотропного непоглощающего пространства можно записать в виде 
[A 1 (Введение) ]: 
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  (6.10) 

ξ  – вектор пространственной частоты; )( i  – бесконечно малая мнимая добавка 

соответствующего знака. Тогда функция Грина–Фаддеева для комплексных 
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IR ikkk   вводится путем замены в выражении (6.10) вектора ξ  на Iikξ   и, одно-

временно, величины 02
0 ik   на 22 )( IR ikkk  : 
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  (6.11) 

Функции, описывающие обобщенные поля, удобно переопределить, вводя функции 

),()exp(),( kzzkkz  i  ,     (6.12) 

которые стремятся к единице при z . Операция (6.12) снятия “несущей” волны 

)exp( rki  с падающего поля аналогична снятию несущей частоты при временнόй обра-

ботке. Функции ),( kz  удовлетворяют уравнению, следующему из (6.8) с учетом (6.12): 

  ),()(),(2),(2 kzzkzkkz  vi  .   (6.13) 

Интегральная форма соотношения (6.13) является аналогом уравнения Липпмана–

Швингера для полей ),( kz : 




  rrkrkrzkz dvG )(),(),(1),(  ,   (6.14) 

где ),( kzG  – функция Грина–Фаддеева в терминах полей ),( kz , т.е. функция Грина 

оператора  ki22 . По аналогии с (6.12), имеет место связь 

),()exp(),( Fad kzzkkz GiG  . 

В отличие от классических функций Грина, являющихся изотропными относитель-
но направления в однородном координатном пространстве, функции Грина–Фаддеева 

),(Fad kzG  и ),( kzG  изотропией не обладают. При этом вектор DCIk  выступает в 

качестве параметра, который определяет характер анизотропии этих функций. Предель-

ные значения функций ),(Fad kzG  и ),( kzG  получаются при 0Ik . Эти значения 

кардинальным образом зависят от величины угла между векторами Rk  и Ik , а также от 

ориентации как действительной Rk , так и мнимой Ik  частей волнового вектора k . В ча-

стности, классические функции Грина однородного безграничного пространства 

),(0 RG kkz  , соответствующие запаздывающим и опережающим волнам, получаются 

как предел функции ),()exp(),(Fad kzzkkz  GiG  при 0Ik , если Rk  и Ik  либо 

сонаправлены ( RI kk  ), либо направлены противоположно ( RI kk  ): 
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Подобно этому определяются и сами классические запаздывающие и опережающие вол-

новые поля  Ru kkz  , : 

  













R

R
RR iu

k

k
kkzkkz ,lim,

0
 .  (6.16) 

Аналогичным образом, обобщением амплитуды рассеяния ),( lkf , где DRI, lk , 

на случай комплексных волновых векторов является функция ),( lkh , где DC, Ilk . Эта 

функция, определяемая по аналогии с (6.4), рассматривается для комплексных векторов 
DC, Ilk  с одинаковой мнимой добавкой II lk : 
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Классические амплитуды рассеяния ),(),( lll kkk  ff RR   и  ),( lkf , 

соответствующие запаздывающему ),( kzu  и опережающему ),( kzu  полям, получа-

ются как предельные значения обобщенной амплитуды рассеяния ),( lkh  при 0Ik , 

когда векторы Rk  и Ik  остаются при переходе к пределу сонаправленными друг другу 

(для f ) или направленными противоположно (для f ): 

  












R

R

R
RRR ihf lll ,lim,

0 k

k
kkkk  .   

Обобщенные поля реально в эксперименте не возбуждаются и не принимаются, но 
измеренная в эксперименте (или пересчитанная из экспериментальных данных) амплитуда 

рассеяния ),( RRf ll  kk  для запаздывающего поля позволяет найти предельные зна-

чения 

),(lim),(
0

RRRR ihh lll γkkkkγ 


    

обобщенной амплитуды рассеяния ),( lkh   ( DC, Ilk )  для произвольной ориентации в 

направлении γ   ( 1γ )  бесконечно малой мнимой добавки 0 γk I , где Ik .  

Ниже приводятся некоторые соотношения (их обоснования со ссылками на соот-
ветствующие оригинальные работы можно найти, например, в [A 131 – раздел 16.1] ), ко-
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торые связывают предельные значения функций, обобщенных на случай комплексных 
волновых векторов, с классическими функциями. Так, в [335] вводятся предельные значе-
ния функции Грина–Фаддеева: 

),(lim),( Fad
0

γkkzkkzγ 


iGG RR ,    

и тогда предельные значения 

),(lim),(
0

γkkrkkrγ 


iRR      

обобщенных волновых полей   связаны с классическими полями ),( kzu  соотношени-

ем [124 (глава III)]: 
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 (6.18) 

где }0при0;0при1{)(  ttt  – функция Хевисайда.  

Уравнение (6.18) и уравнение (6.6) для взаимозависимости функций ),( kzu  и 

),( kzu , позволяют получить уравнение, связывающее предельные значения обобщен-

ной амплитуды рассеяния ),( lkγh  и классическую амплитуду рассеяния ),( lkf  для 

запаздывающего поля в пространстве с размерностью 3,2D   [124 (уравнение 3.7 гла-

вы III );  136 (уравнение 1.7);  335]: 
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Поскольку 
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и  memmm ddd
D 1 , где 

m

m
em   – единичный вектор, то (6.19) принимает вид 
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Надо обратить внимание, что векторы k  и γ  одинаковы в левой и правой частях каждого 

из интегральных уравнений (6.18), (6.19) и (6.21). 
Введенные обобщения классических функций на случай комплексных волновых 

векторов IR ikkk   правомерны при произвольной ориентации векторов Rk  и Ik  

друг относительно друга. Однако непосредственная реконструкция рассеивателя на базе 
функционально-аналитических методов предполагает работу с комплексными волновыми 
векторами, которые удовлетворяют условию [386;  387] 

2
0

22 k lk ,   где   DC, Ilk ,    (6.22) 

имеющему место и в случае действительных волновых векторов в монохроматической за-

даче. Поскольку 0k  – действительная величина, требования (6.22) означают, во-первых, 

ортогональность действительной и мнимой частей каждого из волновых векторов, а, во-
вторых, однозначную взаимосвязь между абсолютными величинами этих частей: 

.,;, 2
0

222
0

22 kk IRIRIRIR  llllkkkk   (6.23) 

При этом неоднородность “возбуждаемых и регистрируемых” обобщенных волн имеет 

место вдоль фронта. Величина 222
IR kkk   может быть сколь угодно велика, однако с 

ростом Rk  растет также Ik , так что, согласно (6.23), разница их квадратов всегда равна 

“энергии” падающей волны 2
0k . 

В трехмерном случае требованию (6.23) отвечают волновые векторы, мнимая часть 
которых лежит в плоскости, перпендикулярной фиксированному вектору действительной 
части.  

В двумерном случае существуют лишь две ортогональные ориентации ненулевой 
мнимой части волнового вектора относительно его фиксированной действительной части 

(рис. 6.1). Левосторонняя ортогональная ориентация соответствует вектору  II kk , пра-

восторонняя – вектору  II kk . Далее в настоящей главе рассматриваются именно дву-

мерные рассеиватели. Предельные значения функций ),( kzG ,  ),( kz ,  ),( kz   и  

),( lkh   при 0 
II kk ,  0 

II ll  будут обозначаться как ),(),(  



 zkz GG R ,  

),(),(   zkz R ,  ),(),(   zkz R   и  ),(),(   hh RR lk .  Углы   и 

  обозначают направления действительных векторов },{ 0  kRkk   и  

},{ 0  kRll  в полярной системе координат, причем 0kRR  lk . Индексы “ ” 

для перечисленных функций не означают запаздывающего или опережающего решения, а 

соответствуют левосторонней и правосторонней ориентации добавки 0
Ik . 
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Рис. 6.1.  Левосторонняя и правосторонняя 
ортогональные ориентации вектора мни-
мой части относительно вектора действи-
тельной части в двумерном случае. 
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Ik

X O
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Здесь нужно ввести понятие  -плоскости, используемое авторами 

рассматриваемого алгоритма и тесно связанное с понятием комплексных волновых 
векторов именно в двумерном пространстве [137;  352;  386;  387].  Тот факт, что волновой 

вектор k  (для волнового вектора l  дальнейшие действия аналогичны) имеет именно две 

компоненты  yx kk ,k , позволяет перейти от векторной переменной 
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  (6.24) 

При этом требуется только выполнение условий (6.22), равносильных условиям (6.23). 
Преобразование, обратное к (6.24), имеет вид 

.
1

2
,

1

2
00 





















k
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k
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R
xx  (6.25) 

Тем самым, каждому комплексному вектору 2CIk  ставится в соответствие точка 
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 на комплексной  -плоскости.  

В случае работы с действительными волновыми векторами ( 0Ik ), многообразие 

всех 2RIk ,  2
0

2 kk ,  отображается на окружность единичного радиуса 1 . Когда 

же 0Ik , величина   зависит от ориентации мнимой добавки относительно вектора 

Rk . Так, из (6.24) с учетом того, что 222 )()( R
y

R
xR kk k   и  222 )()( I

y
I
xI kk k , выте-

кает: 
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    .)(2
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)()(
1 22

2
0

22
2
0

2 R
y

I
x

I
y

R
xIR

R
y

I
x

I
y

R
x kkkk

k
kkkk

k
 kk      (6.26) 

Пусть   – угол между вектором Rk  и осью OX ; тогда 

 cosR
R
xk k ,      sinR

R
yk k ,    (6.27) 

и для декартовых компонент мнимой части имеют место соотношения (рис. 6.1) 

 sinI
I
xk k ,     cosI

I
yk k    при  II kk .  (6.28) 

Следовательно,   IR
R
y

I
x

I
y

R
x kkkk kk2)(2   ,  и подстановка этого соотношения в 

(6.26) дает: 

    





  

IIIR k
kk

kkkk 
22

0
00

11
  при   II kk , (6.29) 

так как 22
0 IR k kk  , согласно (6.23). 

В отличие от неизменной в монохроматическом случае величины 2
0

2 kk , модуль 

комплексного волнового вектора k  зависит от величины мнимой ортогональной добавки 

 II kk , но не зависит от ориентации этой добавки: 

22
0

2222
2 IIRIR ki kkkkkk   ,   (6.30) 

в силу (6.23). Следовательно, по мере увеличения  II kk  значение k  всегда моно-

тонно увеличивается. 

Из (6.29) видно, что в случае левосторонней мнимой добавки  II kk  с ростом 

 II kk  от 0  до   величина волнового вектора k  увеличивается, а величина  

   IIk
k

kk 22
0

0

)(
1

  монотонно уменьшается от 1 до 0 :  0lim 


Ik
. По 

этой причине при изменении величины и направления вектора Rk  (следовательно, и 

 II kk ) на комплексной  -плоскости становятся достижимыми все точки  , которые 

лежат внутри окружности единичного радиуса: 1 . 

Аналогично, в случае правосторонней мнимой добавки  II kk  с ростом 

 II kk  от 0  до   величина    IIk
k

kk 22
0

0

)(
1

  монотонно увеличива-
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ется от 1 до  :  


Ik
lim .  При изменении Rk  достигаются все точки  , лежа-

щие вне окружности единичного радиуса: 1 . Таким образом, устанавливается взаим-

нооднозначное соответствие между волновым вектором 2CIk  и точкой на комплексной 

 -плоскости, а также, в частности, между величиной вектора Ik  с фиксированной орто-

гональной ориентацией и точкой на  -плоскости. Итак, 

1   при  0
Ik ;        1   при   II kk ;          1   при   II kk  .  

 
 
Приводимые далее в настоящей части уравнения справедливы для произвольной 

точки z  двумерного (см. главы 6–8) или трехмерного (см. главу 9) пространства, как 

внутри области рассеяния  , так и вне нее. Однако уравнения будут рассматриваться в 

рамках алгоритмов восстановления функции рассеивателя и полей внутри области  , и 

поэтому вместо общего аргумента DRIz  будет использоваться аргумент r , обозна-

чающий, прежде всего, его принадлежность к области  . 

Известная из эксперимента амплитуда рассеяния 

),(),(),(  fff RR llkk       ( 0k lk ),   

соответствующая запаздывающему классическому полю, позволяет найти предельные 

значения ),(lim),(
0

RRRR ihh lll γkkkkγ 


 обобщенной амплитуды 

рассеяния, определенные для произвольной ориентации в направлении единичного 

вектора γ  бесконечно малой мнимой добавки, с помощью интегрального уравнения 

(6.19), или (6.21). В частности, в двумерном случае ( 2D ) при ортогональных 

бесконечно малых мнимых добавках 0  γkk II , ориентированных в 

направлениях единичных векторов γ , вектор  γγ  перпендикулярен вектору Rkk  . 

Тогда при фиксированных k  и γ  скалярное произведение ),( γkm   будет 

неотрицательно, если вектор m  опережает по фазе вектор k  не более чем на   в случае 
 γγ  и отстает по фазе от вектора k  не более чем на   в случае  γγ  (рис. 6.2). 

Следовательно, с учетом обозначений  },{ 0  kk ,  },{ 0  kl ,  },{ 0  km   и  

 dd me ,  предельные значения ),(),(  
 hh lk
γ

  подчиняются уравнению [386]: 

  .),(),()sin(),(),(
2

0

 


 fdfhih   (6.31) 
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Уравнение (6.31), в котором переменная   играет роль параметра, линейно относительно 

неизвестной функции ),( h . Интегральный член обеспечивает учет перерассеяния 

волн на неоднородности среды и, в то же время, придает нелинейный характер этому 

уравнению относительно данных рассеяния ),( f . Система для нахождения ),( h  

получается перебором всех   при фиксированном  . 

 
 

m  

 γγ  

0) ,(  γkm  

0) ,(  γkm  

k  
km   

  а                                           

 

k  

km 

 γγ

0) ,(  γkm

0) ,(  γkm  

m  

  б 
 
Рис. 6.2.  Зависимость знака скалярного произведения ),( γkm   от направления вектора 

m   ( km  ) при фиксированном векторе Rkk   и фиксированном векторе  γγ , ор-

тогональном к k . Заштрихованы области, соответствующие тем направлениям вектора 

m , при которых 0),(  γkm  в случае  γγ  (а) и  γγ  (б). 

 

 

Далее в двумерном случае на основе ),( h  могут быть вычислены функции 

),(   или ),(  , по своей роли являющиеся ядрами в соответствующих интеграль-

ных уравнениях связи предельных значений ),(  r  обобщенного волнового поля 

),( kr ,  2CIk   [352;  388]: 

.),(),(),(),(

,),(),(),(),(

2

0

2

0















d

d

rrr

rrr



   (6.32) 

Аналогичные соотношения можно также написать для предельных значений ),(  r  

функции ),( kr , так как ),()exp(),( krrkkr  i . Уравнения типа (6.32) будут 

далее называться  -соотношениями.  
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Уравнения, подобные (6.32), существуют и в классическом случае; при этом роль 

функций   играют запаздывающее и опережающее волновые поля u , подчиняющиеся 

уравнению Гельмгольца (6.2) и соотношению (6.16), а вместо функций ),(   и 

),(   стоят классические амплитуды рассеяния ),( f . Одно из таких интеграль-

ных уравнений – (6.6), а другое выражение получается, если в (6.6) поменять местами ин-

дексы “плюс” и “минус”, где функция ),( f  рассчитывается из ),(),(  ff  

на основе уравнения (6.21), поскольку   ),(, ll kk γhf   при 
R

R

k

k
γ  : 

,),()(),(2),(),(
RI

22


 
D

dufiuu
l

llll rkkkrkr     (6.33) 

или, в силу (6.20), 
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D 

   (6.34) 

Уравнения для нахождения ),(   и ),(   строятся на основе уравнения 

связи между обобщенными полями ),(  r  и одним из классических полей ),(  ru  

или ),(  ru . В общем случае, для предельных значений 

),(lim),(
0

γkkrkkrγ 


iRR   справедливо уравнение (6.18). Из него при 

2D   и  0 
II kk , с учетом (6.20), получается: 
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.),()sin(),(),(),(

,),()sin(),(),(),(

duhiu

duhiu
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rrr 

   (6.35) 

Следовательно, разность   , стоящая в левой части уравнения (6.32), будет опре-

деляться интегралом от комбинации функций ),( h  и ),(  ru  или ),(  ru : 

 

   .),()sin(),(

)sin(),(),(),(
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В полученном подынтегральном выражении следует выразить, с помощью уравнения 

(6.35), одну из функций ),( ru  через функцию ),(  r  или через ),(  r  и сопос-

тавить результат с видом соответствующего уравнения (6.32). В итоге получается, что 

функции ),(   и ),(   подчиняются уравнениям 

 

  ,),(),()sin(),(),(

,),(),()sin(),(),(

2,1

2

0
2,1

2,1

2

0
2,1













fidfi

fidfi





   (6.36) 

в которых функция ),(1 f  или равноправная функция ),(2 f  являются линейной 

комбинацией функций ),( h : 

   

    .),()sin(),()sin(),(

,),()sin(),()sin(),(

2

1









hhf

hhf
   (6.37) 

Интегральный член в (6.36) обязан своим происхождением опять же учету многократного 

рассеяния волн. Системы для определения ),(   и ),(   формируются путем рас-

смотрения всех   при каждом фиксированном  . 

Следующий этап связан с определением на основе ),(   или ),(   полей 

),(  r  и функции скачка ),( rK , по своему физическому смыслу характеризующей 

отличие друг от друга предельных значений ),(  r  функции ),( kr  при стремлении к 

нулю левосторонней или правосторонней мнимой добавки 0 
II kk : 

 
    ,),(),()sincos(exp

),(),()exp(),(),(),(

0 







rr

rrkrrrr

yxik

iK
  (6.38) 

где  yx;r  в декартовой системе координат. Левая часть уравнений (6.32) пропорцио-

нальна искомой величине ),( rK , а в правой части этих уравнений через ),( rK  можно 

выразить функции ),(  r  или ),(  r . При этом необходимо различать два случая, 

соответствующие разным типам рассеивателей. 
Первый случай соответствует произвольному двумерному рассеивателю, который 

обладает достаточно широким пространственным спектром. За счет этого при формаль-
ном математическом переходе от действительных волновых векторов к комплексным, т.е. 
от плоских монохроматических волн к неоднородным монохроматическим – в силу тре-
бований (6.22) – волнам, данный рассеиватель может порождать столь сильное рассеяние 
назад обобщенных неоднородных волн, что его необходимо учитывать для строгой рекон-
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струкции рассеивателя. Такое обратное рассеяние описывается функцией ),(  kk lh , 

где верхний символ “ ” означает комплексное сопряжение. И в двумерном, и в трехмер-

ном случаях функция ),(  kk lh   ( DC, Ilk )  является аналогом классической ам-

плитуды рассеяния ),( kk lf   ( DRI, lk ). Из (6.5) видно, что функция 

),( kk lf  пропорциональна классическому полю плоских волн в дальней зоне, рассе-

янному назад, т.е. в направлении вектора kl . Одновременно из (6.4) следует, что 

),( kk lf  порождается компонентами ),(
~

kklI  пространственного спектра (6.3) 

классических вторичных источников ),()(),(),( krrkrkr   uvII . Таким образом, 

за рассеянное назад классическое поле ответственны именно пространственные компо-

ненты ),(
~

kklI ,  DRIk . По аналогии, согласно (6.17), обобщенная амплитуда 

рассеяния ),( lkh  описывает рассеяние неоднородных обобщенных полей в направлении 

действительной части Rl  волнового вектора l , если неоднородная зондирующая волна 

распространяется в направлении волнового вектора Rk . Тогда функция 




 


 rrkkrrkk divh RD
)2exp(),()(

)2(

1
),( l  ,  где DC, Ilk ,   (6.39) 

описывает рассеяние обобщенных волн назад, и это рассеяние назад порождается за счет 

компонент Rkξ 2  пространственного спектра 


  rrξkrkξ diII )exp(),(),(
~

 

обобщенных вторичных источников ),()(),( krrkr  vI ,  DCIk . 

За счет присутствия рассеяния назад обобщенных полей, функция ),(  r  с не-

обходимостью выражается через обе функции ),( rK  и ),( kkh . По этой причине 

для восстановления обобщенных полей и, в итоге, функции рассеивателя необходимо 

знать ),( kkh , причем для всех комплексных 2CIk   [A 83;  386;  389].  Однако сама 

функция ),( kkh   ( 2CIk ),  в отличие от ),( kk f   ( 2RIk ),  не является экспери-

ментально измеряемой величиной, а пересчитывается [136;  137;  367] из измеренной ам-

плитуды рассеяния ),( lkf   ( 2RI, lk ). Процедура пересчета обладает сильной неустой-

чивостью, быстро нарастающей по мере увеличения мнимой части волнового вектора. Это 

не позволяет на практике вычислить ),( kkh  с приемлемой точностью и, в конечном 

счете, адекватно восстановить рассеиватель [A 83;  A 177]. 
Второй случай предполагает работу с классом двумерных рассеивателей, которые 

при всех ракурсах облучения создают пренебрежимо малое рассеяние назад неоднородных 
обобщенных полей. Математически это требование выражается в виде [386;  389]: 

0),(  kkh ,    2CIk ,    2
0

2 kk ,   (6.40) 
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т.е., согласно (6.39), при каждом фиксированном k  должно выполняться условие 

0),2(
~  kkξ RI ,    2CIk .   (6.41) 

Поскольку рассеяния назад не должно быть ни при одном k , а из (6.23) следует, что 

22
0 IR k kk  , т.е. всегда 0kR k , то требование (6.41) может быть мажорирующим 

образом заменено условием локализации пространственного спектра обобщенных вто-

ричных источников внутри круга радиуса 02k : 

0),(
~  kξI    при  02kξ ,    2CIk .    

В терминах классических полей требование (6.41) означает (по крайней мере, приближен-
но), что пространственный спектр классических вторичных источников должен быть ло-

кализован внутри круга радиуса 02k  с центром в точке k ; этот центр индивидуален для 

каждого фиксированного k : 

0),(
~ kξI   при  02kkξ ,    2RIk ,   0kk .  (6.42) 

Смещение центра области локализации пространственного спектра ),(
~

kξI , по сравнению 

со случаем обобщенных полей, происходит из-за того, что в классическом поле ),( kru , 

в отличие от ),( kr , не снята несущая волна )exp( kri : см. также [A 2 (раздел 6.1) ].  

В случае финитных размеров области рассеяния   пространственный спектр 




 rrξrξ divv )exp()()(~  функции рассеивателя )(rv  и пространственный спектр 

вторичных источников ),(
~

kξI  являются аналитическими функциями. Следовательно, 

)(~ ξv  и ),(
~

kξI  не обладают строгой финитностью области их локализации. По этой при-

чине условия (6.41) или (6.42) могут выполняться лишь приближенно. 
Условие (6.42) с практической точки зрения более удобно, чем (6.40) или (6.41), 

поскольку его справедливость легче проверить, исходя из оценки ширины пространствен-

ного спектра ),(
~

kξI  для заданного класса рассеивателей, – об оценке этой ширины см. 

[A 2 (раздел 6.5);  A 10]. 
Процессы многократного рассеяния полей приводят к расширению линейных раз-

меров области локализации пространственного спектра вторичных источников ),(
~

kξI  по 

сравнению с пространственным спектром рассеивателя )(~ ξv   в некоторое количество раз 

10 m . В классическом случае этот эффект обсуждался, например, в [A 2 (раздел 6.1) ]. В 

случае обобщенных волн ситуация аналогична, поскольку поле ),( kr  и вторичные ис-

точники ),()(),( krrkr  vI , можно представить в виде ряда Борна–Неймана по сте-

пеням функции рассеивателя )(rv  с помощью уравнения (6.14). Тогда выражение (6.39) 
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для ),( kkh  представляется в виде ряда Борна–Неймана по степеням )(~ ξv . Следова-

тельно, условие (6.41) или (6.42) может выполняться, если пространственный спектр рас-

сеивателя локализуется в области с радиусом 002 mk , меньшим 02k : 

0)(~ ξv   при  002 mkξ ;    (6.43) 

коэффициент 10 m  характеризует увеличение линейных размеров области локализации 

пространственного спектра вторичных источников ),(
~

kξI  при фиксированном k  по 

сравнению с )(~ ξv . Значение 0m  индивидуально для конкретной функции рассеивателя 

)(rv  и должно быть таким, чтобы многократное рассеяние не приводило к расширению 

пространственного спектра вторичных источников за пределы круга радиуса 02k . Чем 

сильнее рассеиватель, тем больше 0m ; поэтому условие (6.41) или (6.42) приближенно 

может быть выполнено для слабых рассеивателей с достаточно широким пространствен-

ным спектром ( 0m  близко к 1) и для сравнительно узкополосных по пространственному 

спектру ( 10 m ) рассеивателей средней силы, – классификация рассеивателей по их силе 

дана в (1.42)–(1.44). 
Ограничение (6.43) на пространственный спектр рассеивателя обеспечивает вы-

полнение требований (6.41) или (6.42), означающих отсутствие рассеяние назад неодно-
родных волн для любого ракурса облучения рассеивателя, т.е. выполнение требования  

0),(  kkh ,  2CIk .  В то же время, отсутствие рассеяния назад в классическом 

случае, – т.е. 0),( kkf ,  2RIk ,  2
0

2 kk , – является необходимым, но не всегда 

достаточным условием выполнения условий (6.41) или (6.42). Это связано с тем, что рас-
сеяние назад классических волн будет практически отсутствовать, если спектральные 

компоненты )(~ ξv  пренебрежимо малы в определенных областях пространственных час-

тот вне круга радиуса 002 mk , хотя, в отличие от случая обобщенных полей, допустимы 

конечные области значений ξ , в которых значения компонент )(~ ξv  сколь угодно велики. 

При отсутствии рассеяния назад обобщенных полей функция ),( kr  однозначным 

образом связана с величиной ),( rK  своего скачка (6.38) по формуле, являющейся след-

ствием формулы Сохоцкого–Племеля [390 (§ 16) ]: 
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где xk  и yk  – комплексные числа, соответствующие абсциссе и ординате вектора k : 
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Рассмотрение выражения (6.44) при 0 
II kk , т.е. при ),(),(   rkr , в итоге 

дает: 
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0

)(),(
2

1
1),( dK rr , где 

)exp()01(1

1
)(




i
.   (6.45) 

Выражение )01(   означает присутствие бесконечно малой отрицательной ( 0 ) или по-

ложительной ( 0 ) добавки к единице. Кроме того, левая часть первого уравнения (6.32) – 

это 

  ,),()sincos(exp),()exp(

)],(),([)exp(),(),(

0 

 

rrrk

rrrkrr

KyxikKi

i
    

где },{ yxr ,   },{ 0  kRkk ,  а в правой части функция 

  ),()sincos(exp),()exp(),( 0   rrrkr yxiki   

при },{ 0  kk  выражается через K  с помощью (6.45). В итоге получается уравнение 

для нахождения ),( rK  по функции ),(    [391]: 
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 (6.46) 

Система уравнений получается дискретным перебором всех   и решается при фиксиро-

ванном r . 

Раздел 6.2. Уравнения типа Марченко–Ньютона–Роуза в терминах 
обобщенных вторичных источников и данных рассеяния. Роль 
соотношения Сохоцкого в обеспечении единственности решения 

 
В [380] обсуждалась возможность практической реализации метода решения аку-

стической обратной задачи рассеяния путем восстановления источников рассеянного поля 
и самого поля внутри рассеивателя. В основе данного подхода лежит интегральное урав-
нение связи неизвестного акустического поля внутри рассеивателя с данными рассеяния, 
измеряемыми для разных ракурсов облучения зондирующими сигналами и для разных 
положений приемников. Попытка решения обратной задачи рассеяния этим методом была 
предпринята в цикле работ Дж. Роуза с соавторами. Исходным в исследованиях является 
выполненное Л. Д. Фаддеевым [124] и Р. Ньютоном [127;  336] обобщение уравнения 



 
213

Марченко на случай многомерных квантово-механических потенциалов. Начиная с при-
менения этого уравнения к решению плазменного волнового уравнения (равносильного 
уравнению Шредингера) с независящим от частоты рассеивателем [381], Дж. Роуз перехо-
дит к решению многомерной акустической обратной задачи рассеяния для дальнего поля 
[375;  382;  383] и впоследствии (в отличие от Р. Ньютона, оперирующего с данными рас-
сеяния в дальнем поле) не исключает возможности измерения данных вблизи рассеивате-
ля [384;  385;  376], в том числе, и для упругих сред. Исследование практических возмож-
ностей данного метода осуществлено в [A 21;  A 81;  A 82;  380]. 

В настоящем разделе рассматривается алгоритм типа алгоритма Роуза [A 21;  380] 
в терминах функций, представляющих собой обобщение классических волновых полей, 
функций Грина, вторичных источников и данных рассеяния на пространство комплексных 
волновых векторов при сохранении условия монохроматичности задачи. Предлагается 
модификация этого алгоритма в двумерном случае, использующая дополнительное 
интегральное уравнение связи для внутренних полей, что обеспечивает единственность 
решения. Модификация алгоритма Роуза была выполнена под влиянием схемы 
двумерного алгоритма Новикова–Гриневича–Манакова, обсуждаемого далее в разделе 6.3 
и строящегося с помощью описанного обобщения волновых функций. Алгоритм 
Новикова–Гриневича–Манакова был предложен и изложен в работах [137;  352;  386;  
391], использующих методы работ [138;  388;  392;  393]. История вопроса более подробно 
изложена в [268]. Первоначально алгоритм разрабатывался для решения задач рассеяния 
заряженных частиц на потенциале в квантовой механике. Однако уравнение Шредингера 
для постоянной энергии и уравнение Гельмгольца математически тождественны, и 
поэтому алгоритм остается в силе для обратных задач  акустического  рассеяния.   
В [A 21–А 25;  A 83;  A 177] алгоритм проанализирован с физической точки зрения 
применительно к двумерным акустическим задачам рассеяния, выявлен механизм его 
работы (в том числе, физический смысл операций, осуществляемых при восстановлении), 
и установлены пределы его применимости. В отличие от модифицированного алгоритма 
Роуза, алгоритм Новикова–Гриневича–Манакова использует на заключительном этапе 
аналитическую связь между обобщенными внутренними полями и искомой функцией 
рассеивателя. Для практического применения весьма важно, что такая связь линейна в 
силу компенсации эффектов перерассеяния, имеющей место благодаря работе с 
обобщенным вариантом полей. В связи с этим, далее алгоритму Новикова–Гриневича–
Манакова уделяется особое внимание. 

Ниже дается изложение модифицированного алгоритма Роуза, а затем алгоритма 
Новикова–Гриневича–Манакова в виде, наиболее подходящем для их использования в за-
дачах томографического типа [А 23;  A 69]. Для получения связи с алгоритмом Новикова–
Гриневича–Манакова, уравнения типа Марченко–Ньютона–Роуза (далее сокращенно 
МНР)  [A 21;  380]  теперь будут рассматриваться для плоской падающей волны и дальней 
зоны приема. Это не изменяет, по сравнению с ближней зоной, ход рассуждений и полу-

чаемые выводы, но точка излучения заменяется на волновой вектор k  или на угол паде-

ния   зондирующей плоской волны, исходными данными является амплитуда рассеяния, 

и уравнения связи с внешним полем записываются в терминах амплитуды рассеяния. Надо 
заметить, что название “уравнения Марченко–Ньютона–Роуза (МНР)” связано с тем, что 
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подобное уравнения, но во временнόм представлении, получено в работе [376], где оно 
называется уравнением Марченко–Ньютона для ближнего поля. 

В классическом случае уравнения типа МНР имеют вид (6.33), или (6.34). Умноже-

ние левой и правой частей уравнений (6.33) на функцию рассеивателя )(rv  с учетом того, 

что  

),()(),( krrkr   uvI       

– вторичные источники классических полей, приводит к уравнениям типа МНР для связи 
вторичных источников с данными рассеяния в дальней зоне для пространства размерно-

сти D : 
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 (6.47) 

 
Уравнения связи классических вторичных источников с амплитудой рассеяния таковы: 
 

),()exp(),(
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ll krrkr 



 
  fdiI

D
;   DRI, lk .   (6.48) 

 

Система уравнений (6.47)–(6.48) при заданных значениях ),( lkf  заведомо имеет ис-

тинное решение ),( krI , соответствующее истинному рассеивателю )(rv . Однако это 

решение неединственно [A 132 (раздел 16.2);  380], поскольку система, состоящая только 

из уравнений (6.48), но с нулевой правой частью, при фиксированных k  и l  имеет целое 

множество решений – неизлучающих вторичных источников [A 1 (раздел 1.1) ;  
142 (§ 3.1) ].  

 

Уравнения (6.47) и (6.48), справедливые для действительных волновых векторов k  

и l , можно обобщить в двумерной задаче на комплексные k  и 2CIl , используя подход, 

описанный в разделе 6.1. Умножение уравнений (6.32) на )(rv  дает аналоги уравнений 

(6.47) в случае обобщенных вторичных источников ),()(),(),(  



 rrrkr vII   

(сейчас вторичные источники рассматриваются в терминах полей  ): 
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По аналогии с (6.48), уравнения связи обобщенных вторичных источников с обобщенной 
амплитудой рассеяния имеют вид (6.17), т.е. 
 

},{,},{,),()exp(),(
)2(

1
002








 kkhdiI ll krrr         (6.50) 

 

(мнимые компоненты векторов k  и l  исчезающе малы). Функции ),( h  известны: 

они рассчитываются согласно (6.31) из измеряемых запаздывающих данных 

),(  ff .  

Как и в классическом случае, неединственность решения системы (6.49)–(6.50) со-
храняется [A 132 (раздел 16.2);  380]. 

Однако при работе с обобщенными полями ),()exp(),( krrkkr  i  удается 

обеспечить единственность даже в монохроматической задаче в двумерном пространстве, 
если вместо (6.50) использовать соотношение Сохоцкого в виде (6.45), предполагающее 
отсутствие рассеяния назад обобщенных полей. Это соотношение отражает, по сути, факт 

аналитичности функций в пространстве углов   падения зондирующего поля, что под-

робнее поясняется далее. Так, рассмотрение одного из интегральных  -соотношений 

(6.32), записываемых в терминах полей 

  ),()sincos(exp),( 0   rr yxik  ,    },{ yxr  ,   

в сочетании с соответствующим соотношением Сохоцкого обеспечивает единственность 

восстановления значений  . Например, 
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где  },{ yxr ,     )sin(sin)cos(cosexp),(),,( 0exp  yxikr , 

)exp()01(1

1
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i
 .        

Нижняя надпись “exp” в обозначении функции ),,(exp  r  подчеркивает присутствие 

экспоненциального сомножителя в выражении для этой функции. В правой части (6.52) 

учтено, что  K .  

Система уравнений (6.51)–(6.52) будет называться, в контексте анализа метода Ро-
уза, модифицированным алгоритмом Роуза. Единственность решения следует из единст-
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венности нахождения ),(   по данным ),( f  с помощью (6.31), (6.36)–(6.37) и од-

нозначности последующего решения интегрального уравнения (6.46) относительно функ-

ции  K . Уравнение (6.46), получающееся в результате подстановки соотноше-

ния Сохоцкого (6.52) в  -соотношение (6.51), является одним из звеньев в алгоритме Но-

викова–Гриневича–Манакова, описываемого далее в разделе 6.3. Как показано авторами 
этого алгоритма и подтверждено численным моделированием в разделе 6.4 и разделе 7.1, 

решение K  уравнения (6.46) единственно для не слишком сильных рассеивателей. Тогда 

функция   непосредственно рассчитывается из (6.52) на основе найденных значений K , 

и далее функция   рассчитывается из (6.51) на основе  . В свою очередь, единствен-

ность восстановления полей ),(  r  приводит к единственности восстановления функ-

ции рассеивателя )(rv , что подтверждается результатами численного моделирования, об-

суждаемыми далее в § 6.4.1. 
Для анализа модифицированного алгоритма Роуза и его последующей численной 

реализации удобно переписать уравнения (6.51)–(6.52) в терминах угловых гармоник. Как 

и раньше, для произвольной периодической функции )(g  с периодом 2  переход к уг-

ловым гармоникам )(~ qg  и обратно осуществляется по формулам: 
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Здесь символ “~” над функцией означает фурье-преобразование по угловой переменной, а 
не по пространственной. Характер фурье-преобразования в настоящем контексте и далее 
очевиден из смысла приводимых аргументов. 

Тогда  -соотношение (6.51) в результате фурье-преобразования по углу   

принимает вид 
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где ),,(
~~

exp qq  r  – двойная угловая гармоника (по углам   и  ) функции ),,(exp  r . 

Соотношения Сохоцкого (6.45) при переходе к угловым гармоникам преобразуются к ви-
ду 
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Угловые гармоники )(~ q  функций 
)exp()01(1

1
)(




i
, введенных в (6.45), 

вычисляются аналитически: 
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Рассмотрение любого из двух уравнений (6.55) отдельно для нулевых ( 0q ), отрица-

тельных ( 0q ) и положительных ( 0q ) угловых гармоник с учетом (6.56) приводит к 

одним и тем же выражениям: 

.0при0),(~,0при1),(~

;0при0),(~









qqqq

qq

rr

r
   (6.57) 

Следовательно, оба соотношения Сохоцкого (6.55) равноправны и, с точки зрения новой 
информации, не дополняют друг друга. По этой причине в модифицированном алгоритме 
Роуза (6.51)–(6.52) используется только одно из них – (6.52). 

При рассмотрении отдельно отрицательных, нулевых и положительных угловых 

гармоник q ,   -соотношение (6.54) с учетом (6.57) распадается на следующие выраже-

ния: 
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Итак, при переходе к угловым гармоникам из соотношения Сохоцкого следует, что 

значения ),(~ qr  отличны от нуля только для гармоник определенного знака. В силу 

этого факта, система модифицированных уравнений Роуза (6.51)–(6.52) распадается на 
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самостоятельную систему (6.58) относительно ненулевых значений отрицательных гармо-

ник )0,(~  qr  и отдельные выражения (6.59) и (6.60) для последующего расчета нену-

левых значений неотрицательных гармоник )0,(~  qr  по уже найденным 

)0,(~  qr .  

Модифицированный алгоритм Роуза обладает рядом преимуществ. Во-первых, он 

сохраняет свойство линейности относительно неизвестных полей   или их угловых гар-

моник ~ . Во-вторых, для восстановления поля не требуется знание “нефизических” дан-

ных рассеяния (соответствующих опережающим полям), в отличие от прежних вариантов 
систем уравнений типа МНР, в которых использовались значения опережающих полей 

),,(  xyG . В-третьих, данная система уравнений (6.51)–(6.52), или (6.58)–(6.60), одно-

значно разрешима, причем уже обсуждавшаяся единственность решения обеспечивается 
тем, что уравнения Сохоцкого обладают одновременно следующими свойствами. Уравне-
ния Сохоцкого, в отличие от уравнений МНР, неоднородны, хотя и локальны по r . Их не-

однородность отражает тот факт, что вдали от рассеивателя значения полей ),(  r  

стремятся к значению 1),(0  r , соответствующему падающему полю. Кроме того, из 

всех возможных решений, удовлетворяющих уравнениям МНР, уравнения Сохоцкого вы-
деляют только те решения, которые обладают свойством аналитичности. Действительно, 

согласно (6.57), для любого фиксированного r  угловые гармоники ),(~ qr  отличны от 

нуля только при q  определенного знака: 0),(~  qr  при 0q  (для ~ ) или при 0q  

(для ~ ). Следовательно, ),(  r  являются аналитическими функциями по углу падения 

поля  , т.е., фактически, по комплексным векторам 2CIk . В данном контексте переход 

к комплексным k , где 2
0

2 kk , равносилен, с формальной точки зрения, переходу к ком-

плексным  , так как }sin,cos{ 00  kkkk yxk   и  2C, Iyx kk . Именно сово-

купность перечисленных свойств уравнений Сохоцкого обеспечивает единственность вос-
становления поля, поскольку рассмотренные ранее в классическом случае системы урав-
нений типа МНР с дополнительными условиями не имели однозначного решения. Ис-

пользованное Дж. Роузом условие причинности в t -пространстве [A 21;  376;  380] – это 

неявное использование факта аналитичности полей в фурье-сопряженном  -

пространстве; однако уравнения причинности однородны, так же как и основные уравне-
ния МНР, и поэтому не могут обеспечить единственности решения. Дополнительные 
уравнения связи внутренних полей с внешним полем типа уравнений Липпмана–
Швингера являются нелокальными, но их количество намного меньше числа неизвестных 
и недостаточно для обеспечения единственности [A 21;  380]. В то же время, количество 
дополнительных уравнений Сохоцкого (6.52) в дискретизованном варианте такое же, как 
количество основных уравнений МНР в терминах обобщенных полей (6.51), т.е. их доста-
точно много. 
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На основе уже найденных полей   

q

iqq )exp(),(~),( rr  нужно восста-

новить функцию рассеивателя )(rv . Здесь возможны несколько путей. В классическом 

случае, если процессы перерассеяния волн существенны, линейная связь между )(rv  и 

внутренним полем отсутствует. Тогда функцию рассеивателя )(rv  надо находить или из 

уравнения Липпмана–Швингера, или из волнового уравнения (при импульсном режиме), 
переходящего в уравнение Гельмгольца при монохроматическом режиме. При этом вол-
новое уравнение и уравнение Гельмгольца связывают оценку рассеивателя со значениями 
поля и его производных в фиксированной точке пространства, в фиксированный момент 
времени, при фиксированном ракурсе облучения. Тем самым, в случае присутствия помех 
встает дополнительная задача объединения таких “частных” оценок рассеивателя в еди-
ную итоговую оценку [A 18]. Аналогичный путь допустим и в случае обобщенных полей. 

Тогда при использовании монохроматических полей ),(  r  функция )(rv  оценивается 

из интегрального уравнения типа Липпмана–Швингера (6.14) или из дифференциального 

уравнения (6.13). Удобнее использовать поля ),(  r . Тогда из уравнения Гельмгольца 

(6.8) при rz   и фиксированном   следует оценка ),(ˆHel rv  функции )(rv : 
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r

r
r kv , где   ),()sincos(exp),( 0   rr yxik .  (6.61) 

 

Оценка Helv̂  строго совпадает с истинной функцией )(rv , если ),(  r  известны точно; 

иначе Helv̂  зависит от ракурса   падающего поля, и требуется усреднение по всем ракур-

сам   падающих полей ( N  – количество ракурсов): 

 









 




),(

),(1
),(ˆ

2
2
0Hel

r

r
r

N
kv  .   (6.62) 

 
Таким образом, последовательность оценки полей и функции рассеивателя в моди-

фицированном алгоритме Роуза схематически имеет вид: 
 

     


  ),(ˆ),(~),(),(),( Hel rr vqhf . 

                    (6.31)                  (6.36), (6.37)             (6.58)–(6.60)               (6.62) 

 
 
Существенно, что модифицированный алгоритм Роуза получен именно для двумерных 
задач и не имеет непосредственного обобщения на трехмерный случай; в то же время, 
первоначально предполагалось, что исходный алгоритм Роуза будет справедлив как в 
двумерном, так и в трехмерном случаях. Кроме того, на заключительном этапе нахожде-
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ния рассеивателя, и уравнение типа Липпмана–Швингера, и волновое уравнение или 

уравнение Гельмгольца связывают )(rv  с волновыми полями нелинейным образом. Более 

изящный путь нахождения оценки рассеивателя )(rv  – алгоритмическое объединение 

значений полей для всех ракурсов – реализуется в алгоритме Новикова–Гриневича–
Манакова, описанию и обсуждению характерных особенностей которого посвящен сле-

дующий раздел 6.3. Здесь используется линейная связь между )(rv  и скачком обобщен-

ных полей ),(),(),(   rrrK . В классическом случае подобная связь отсут-

ствует.  
 
 

Раздел 6.3. Алгоритм Новикова–Гриневича–Манакова и его связь 
с соотношениями Марченко–Ньютона–Роуза 

 
Алгоритм Новикова–Гриневича–Манакова (НГМ), позволивший получить моди-

фицированный алгоритм Роуза, естественно, имеет с ним ряд общих черт. Этот алгоритм, 

уже упоминавшийся в начале предыдущего раздела 6.2, строится на тех же  -

соотношениях в терминах обобщенных полей (6.51), к которым добавляется соотношение 
Сохоцкого (6.52). НГМ-алгоритм в виде, рассматриваемом в главе 6 и главе 7, предназна-
чен для решения обратной двумерной монохроматической задачи рассеяния. Так же как и 
модифицированный алгоритм Роуза, он не относится к классу итерационных алгоритмов, 
предлагая аналитическое решение задачи в явном виде. Решение достигается в несколько 
этапов. На каждом этапе решается система уравнений, линейная относительно неизвест-
ных величин (поэтому итерационные методы решения необязательны) и нелинейная отно-
сительно экспериментально измеряемых данных рассеяния (за счет чего учитываются эф-
фекты перерассеяния волн внутри рассеивателя). Размерность системы уравнений на каж-
дом фиксированном этапе на порядки меньше, чем в случае итерационных методов, когда 
необходимо одновременное решение системы уравнений, общей для всей совокупности 
неизвестных величин и нелинейной относительно этих неизвестных. Эти и другие осо-
бенности алгоритма рассматриваются в настоящем разделе. 

Последовательность восстановления характеристик двумерного рассеивателя на 

основе известной из эксперимента амплитуды рассеяния ),( lkf  в НГМ-алгоритме имеет 

несколько этапов. В работе [386] НГМ-алгоритму соответствуют уравнения (5.10)–(5.15), 
(9.7), (9.8) в нумерации данной публикации, причем аргументы функций записаны в ней в 

терминах - плоскости (см. раздел 6.1). Первые этапы уже были описаны в разделе 6.1 и 

ниже кратко повторяются для цельности изложения алгоритма. После выполнения пре-

дельных переходов 0
Ik , учитывающих ортогональную ориентацию (левостороннюю 

или правостороннюю) бесконечно малой мнимой добавки 
Ik  к волновому вектору, век-

торы k  и l  рассматриваются далее как действительные. 
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Этап 1. Из данных ),(),(  ff lk  формируется обобщенная амплитуда рас-

сеяния ),(),(   hh lk  для левосторонних и правосторонних добавок на основе ин-

тегральных уравнений (6.31): 

),(),()]sin([),(),(
2

0

 


 fdfhih  .     (6.63) 

Уравнения линейны относительно неизвестных функций h . В то же время, в них учиты-

ваются процессы перерассеяния волн на неоднородностях среды, и это придает нелиней-

ный характер уравнениям относительно экспериментальных данных ),( f : данные 

рассеяния входят не только в правую часть (свободный член), но и в ядро оператора (мат-
рицу при неизвестных). При численном расчете значения всех угловых переменных дис-
кретизуются, и дискретизованный аналог соотношений (6.63) схематично записывается в 
виде 

),(),(),,(  
  fhM

hf
 .    (6.64) 

При каждом фиксированном значении угла   соотношения (6.64) представляют собой 

систему линейных алгебраических уравнений относительно неизвестных ),( h . Мат-

рица ),,( hf
M , зависящая от   как от параметра, состоит из единичного опера-

тора и дискретного аналога оператора взвешенного интегрирования по углу   в (6.63). 

 

Этап 2. Из найденных значений ),( lkh  вычисляется функция ),(),(  lk  

– ядро в первом интегральном уравнении (6.32), связывающем предельные значения 

обобщенных волновых полей ),( kr  и ),( kr  в присутствии рассеивателя. С этой 

целью решаются уравнения (6.36)–(6.37) для ),(   на основе, например, ),(1 f : 

 

),()][sin(),(),(),( 1

2

0
1  



ifdfi  ,  (6.65) 

где  ),()][sin(),()]sin([),(1   hhf . 

 
Дискретный аналог соотношений (6.65) имеет вид 

),(),(),( 1 
 ifM

h
.    (6.66) 

Подобно (6.64), соотношения (6.66) при каждом фиксированном   являются системой 

линейных алгебраических уравнений, однако матрица ),( 
h

M  при неизвестных 

),(   не зависит от  , в отличие от матрицы ),,( hf
M . 
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Этапы 1 и 2 одинаковы для модифицированного алгоритма Роуза и НГМ-

алгоритма. В результате выполнения этих этапов исходные данные ),( lkf  входят в 

функцию   существенно нелинейным образом. 

 

Этап 3. Найденные значения ),(   позволяют найти значения разностного поля 

),(),(),(   rrrK  из уравнения (6.46), непосредственно следующего из 

уравнений (6.51) и (6.52): 
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 (6.67) 

где выражение )01(   в (6.67) означает присутствие бесконечно малой положительной 

добавки к единице. Уравнение (6.67) можно записать в более компактном виде: 
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здесь 

 )sincos(exp),( 0  yxikEx r ,    },{ yxr ;    (6.69) 
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возникает в правой части (6.67) за счет учета эффектов перерассеяния. 
Анализ соотношения (6.67) показал [А 22;  А 24], что при организации процесса 

численного счета в качестве неизвестных удобнее рассматривать значения 

),(ˆ)exp(),(
2

1
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~ 2

0




 



 rrr KdiqKqK q  ,   

получаемые из ),( rK  переходом (6.53) в пространство угловых гармоник q , фурье-

сопряженное пространству углов  . Уравнения относительно ),(
~

qK r  получаются при-
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менением к левой и правой частям (6.67) фурье-преобразования по циклической перемен-

ной  . Итоговая система уравнений относительно угловых гармоник ),(
~

qK r  имеет вид: 

,...,2,1,0;),(),(
~

),,(
'

~ 



 qqqKqqM

q
K rrr D    (6.71) 

где  
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Каждая из систем решается при фиксированном r , т.е. матрица ),,(~ qqM K


 r  при не-

известных и правая часть ),( qrD  зависят от r  как от параметра. 

 

Этап 4. Наконец, на последнем этапе знание функции ),( rK  позволяет вычис-

лить непосредственно искомую функцию рассеивателя )(rv  на основе анализа поведения 

функции ),( kr  при комплексных 2CIk  в асимптотическом случае k . Для этого 

удобно использовать введенную в (6.24) комплексную переменную 
0k

ikk yx   и рас-

смотреть правостороннюю ориентацию мнимой добавки к волновому вектору  II kk . В 

итоге, искомая связь между )(rv  и ),( rK  имеет вид [A 132 (§ 16.3.1);  137;  352]: 
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где  )1,(
~

2)exp(),(
2

0




qKdiK rr ;   },{ yxr .    

 

Согласно (6.72), функция рассеивателя )(rv  при фиксированном r  находится на 

основе значения только одной угловой гармоники )1,(
~ qK r . В то же время, 

,)1,(~)1,(~)1,(~)1,(
~   qqqqK rrrr    (6.73) 

поскольку 0)1,(~  qr  в силу (6.57). Тогда с вычислительной точки зрения целесо-

образно решать не систему уравнений (6.71) относительно всех учитываемых угловых 
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гармоник ),(
~

qK r , а систему (6.58) относительно гармоник ),(~ qr  только с отрица-

тельными номерами 0q , имеющую в два раза меньше неизвестных: 
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 (6.74) 

 

),,(
~~

exp qq  r  – двойная угловая гармоника (по углам   и  ) функции 

   .)sin(sin)cos(cosexp),(),( 0exp  yxik    

Результаты численного моделирования, излагаемые далее в § 6.4.1, показали, что итоговая 

оценка рассеивателя )(rv  является тождественной в случае системы для ),(
~

qK r  и сис-

темы для ),(~ qr . Следовательно, помехоустойчивость обеих систем совершенно одина-

кова, хотя формальные численные значения обратной обусловленности системы для ~  

могут, при восстановлении сильных рассеивателей, в 32   раза превосходить соответст-

вующие значения системы для K
~

. (Под обратной обусловленностью понимается отноше-
ние абсолютных значений минимального и максимального собственных чисел матрицы 
при неизвестных.) Таким образом, уравнения (6.74) целесообразно использовать для на-

хождения ~ , а далее находить )(rv  из соотношения (6.72) НГМ-алгоритма, приобре-

тающего с учетом (6.73) вид 

)1,(~)( 0 














  q
yx

ikv rr ;    },{ yxr .  (6.75) 

 
 

Таким образом, схема двух возможных вариантов нахождения функции рассеива-
теля НГМ-алгоритмом такова: 
 
                                                                                       (6.71)               (6.72) 

                                                                                      )(),(
~

rr vqK   

       ),(),(),( hf  

                    (6.63)                   (6.65)   

                                                                                      )()0,(~ rr vq    

                                                                                       (6.74)                        (6.75) 
 
 
 

Интегральные члены в уравнениях (6.63) и (6.65) для ),( h  и ),(  , а также 

член (6.70) в уравнении (6.67) для ),( rK  обязаны своим происхождением учету пере-
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рассеяний падающего монохроматического поля плоской волны на неоднородности )(rv  

и потому в первом приближении Борна (приближение однократного рассеяния) отсутст-
вуют. Кроме того, наличие перерассеяний учитывается в исходных данных – амплитуде 

рассеяния ),( f , входящей в том или ином виде не только в свободные члены, но и в 

оператор при неизвестных этих уравнений. В то же время, соотношения (6.72) или (6.75) 
имеют один и тот же вид вне зависимости от числа учитываемых перерассеяний. Несмот-
ря на то, что в общем случае при учете перерассеяний обратная задача рассеяния является 
нелинейной относительно восстанавливаемой функции рассеивателя (в силу нелинейно-
сти ряда Борна–Неймана), соотношения (6.72) или (6.75) связывают линейным (!) образом 

искомую функцию рассеивателя )(rv  и функции  K  или  , являющиеся 

обобщенными характеристиками внутреннего поля. При этом в построении оценки функ-

ции )(rv  участвует сразу вся совокупность полей ),( rK , соответствующая рассмотре-

нию всех ракурсов падающих полей. Такая линейность, отсутствующая в случае оценки 

)(rv  на основе классических полей, является отличительной и очень важной особенно-

стью алгоритма. Линеаризация соотношений, приводящих к решению обратной задачи, 

достигается благодаря свойствам симметрии функций Грина–Фаддеева ),( kr
G  (см. 

раздел 6.1) относительно направления вектора 2RIk   ( 0 
II kk ), а также интег-

рированию в (6.72) по всем направлениям падения   плоской волны. Эти свойства и опе-

рации, выполняемые в алгоритме, приводят к компенсации эффектов многократного рас-
сеяния (для каждого фиксированного порядка по перерассеяниям) в правой части (6.72), 

представленной в виде ряда Борна–Неймана для полей   и   по степеням функции 

)(rv   [A 21;  А 22;  A 177]. Механизм линеаризации подробно описан в [A 177]. 

 
Возможен переход к более общему алгоритму [386;  389], анализ которого выпол-

нен в [A 83;  A 177]. Общий алгоритм не требует выполнения условия (6.42), т.е. не накла-

дывает ограничения на ширину пространственного спектра ),(
~

kξI  и, теоретически, вос-

производит без искажения все пространственные компоненты рассеивателя )(~ ξv . Однако 

теоретическая возможность восстановления всех компонент )(~ ξv  на практике не приво-

дит к существенному улучшению ситуации из-за возникновения неустойчивости решения 
[A 83;  A 177] в силу того, что при нарушении условия (6.42) создается рассеяние обоб-
щенного (неоднородного) волнового поля назад. Дело в том, что обратная задача, вне за-
висимости от способа решения, некорректна уже в первом приближении Борна: попытка 
восстановить рассеиватель с учетом его высших пространственно-спектральных частот 

02kξ  приводит к неустойчивости. Простейшая процедура стабилизации решения в 

этом случае сводится к обнулению компонент )(~ ξv  при 02kξ . С ростом силы рассеи-

вателя обратная задача рассеяния акустических волн становится нелинейной относитель-
но функции рассеивателя, и для обеспечения устойчивости решения теперь необходимо, 
чтобы пространственный спектр вторичных источников был хорошо локализован внутри 

круга радиуса 02k . Это означает, что с ростом силы рассеивателя ширина 2  простран-
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ственно-частотной области, в которой в основном сосредоточен спектр рассеивателя 

( 0)(~ ξv  при ξ ), обязана уменьшаться. Следовательно, требование достоверности 

восстановления приводит к более жестким ограничениям на пространственный спектр 
рассеивателя: должно выполняться условие 

0)(~ ξv   при  
0

02

m

k
ξ , т.е. 

0

02

m

k
 ,   (6.76) 

где 0m  – коэффициент расширения линейных размеров области локализации пространст-

венного спектра вторичных источников по сравнению с пространственным спектром рас-
сеивателя. В случае нарушения этого условия процедура стабилизации, которая должна 
быть реализована в численном аналоге используемого алгоритма, становится более жест-

кой. Стабилизация предполагает обнуление в процессе восстановления компонент )(~ ξv  

при 002 mkξ   [А 23]. Однако эффективность этой процедуры с ростом силы рассеи-

вателя снижается из-за усиливающегося комбинационного влияния невоспроизводимых 

высоких пространственных частот 002 mkξ  на результат реконструкции )(~ ξv  при 

002 mkξ . Общие вопросы единственности и устойчивости решения обратной задачи 

акустического рассеяния рассмотрены также выше в разделе 3.2  [A 2 (глава 6) ]. 
 
Подводя итог, можно кратко выделить основные характерные особенности НГМ-

алгоритма [А 23;  A 177]. Учитываются эффекты многократного рассеяния волн, и поэто-
му процедура восстановления рассеивателя нелинейна относительно данных рассеяния. В 
то же время, на каждом этапе алгоритм остается линейным относительно искомых вели-
чин, т.е. важно, что он не относится к классу итерационных алгоритмов. Он справедлив 
для рассеивателей с поглощением и без него.  

Входные данные (амплитуда рассеяния), требуемые для НГМ-алгоритма, зависят 
от углов падения и рассеяния волн, благодаря чему они вписываются естественным обра-
зом в круговую схему съема томографических данных с разных направлений в реальном 

эксперименте. Функция рассеивателя )(rv  может быть найдена в любой точке r  незави-

симо от ее значений в других точках, что удобно для применения в практических прило-
жениях, в частности, для задач медицинского акустического томографирования. 

При организации процесса численной реконструкции возникает весьма существен-
ная экономия вычислительных затрат по сравнению с традиционными итерационными 

методами. В предположении того, что амплитуда рассеяния измеряется для N  направле-

ний рассеяния при каждом из N  заданных направлений распространения падающей 

волны, для восстановления рассеивателя (в конечном счете) внутреннее поле надо восста-

новить в 2
 N  пространственных точках r . В соответствии со схемой НГМ-алгоритма 

это требует, по порядку величины, 4
 N  операций. Такой порядок количества операций 

определяется, в сущности, системами (6.71) или (6.74) для нахождения характеристик 
внутреннего поля, поскольку их решение в каждой фиксированной точке r  нуждается в 



 
227

2
 N  операциях, и тогда в 2

 N  точках – в 4
 N  операциях. Вычислительные затраты 

для решения этих систем являются наибольшими, по сравнению с затратами на решение 
остальных уравнений НГМ-алгоритма. В то же время, разработанные итерационные алго-
ритмы для восстановления рассеивателей средней силы путем обращения матрицы, 

имеющей в двумерном случае размерность  22
  NN   [228;  229], нуждаются пример-

но в 6
 N  действиях. Алгоритмы с попеременными итерациями в применении к рассеи-

вателям средней силы [143;  185;  394] предполагают порядка 5
 N  операций на каждую 

итерацию (использование БПФ может несколько уменьшить эту оценку), а восстановле-

ние сильного рассеивателя требует около 6
 N  действий. Тем самым, НГМ-алгоритм 

имеет с вычислительной точки зрения существенное преимущество перед перечисленны-
ми итерационными алгоритмами (подробно итерационные процедуры описаны в 
[A 2 (§ 5.4.2) ] ), особенно значимое при восстановлении сложных объектов, для которых 

N  велико. 

Сила акустического рефракционно-поглощающего рассеивателя и ширина 
пространственного спектра возбуждаемых в нем вторичных источников увеличиваются с 
ростом частоты зондирующего поля. Тогда можно оценить диапазон частот зондирующих 

волн  , в котором рассеиватель будет адекватно восстановлен, и результаты его 

реконструкции будут наиболее эффективными. Этот диапазон ограничен сверху условием 
(6.76) хорошей локализации пространственного спектра рассеивателя внутри круга 

радиуса 002 mk , поскольку коэффициент 0m  расширения пространственного спектра 

вторичных источников по сравнению с областью локализации )(~ ξv  для рефракционной и 

поглощающей компонент акустического рассеивателя растет с увеличением  . С другой 

стороны, диапазон допустимых частот зондирования ограничен снизу требованием 

томографического эксперимента, – длина волны в фоновой среде 0  должна быть много 

меньше линейных размеров рассеивателя L , поскольку пространственное разрешение, с 

которым можно восстановить )(rv , составляет около 30  (см. ниже § 6.4.3). Для 

медицинских приложений диапазон приемлемых частот зондирования, удовлетворяющих 
обоим упомянутым условиям, находится в диапазоне от десятков кГц до нескольких МГц  
[А 23;  A 177].  

Вопросы дискретизации и избыточности данных рассеяния, возникающие при лю-
бом методе решения обратных акустических задач рассеяния, рассматривались в общем 
виде выше в разделе 3.2  [A 2 (разделы 6.1–6.4) ]. Кроме того, в [А 23] эти вопросы обсуж-
дались с прикладной стороны, опять же безотносительно к конкретному методу решения. 

К недостаткам НГМ-алгоритма относится, во-первых, то, что он разработан для 
двумерных задач и не допускает непосредственного обобщения на трехмерные задачи. 
Тем не менее, в настоящее время разработан и исследован на численных моделях 
функциональный метод решения трехмерных монохроматических задач рассеяния, 
обсуждаемый в главе 9. Во-вторых, в рассматриваемом варианте алгоритма есть 
ограничение – предполагается однородная и непоглощающая фоновая среда. Однако в 
[395;  396] намечен путь, предоставляющий возможность обобщения алгоритма на случай 
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неоднородной фоновой среды. Более того, такой прием, по-видимому, расширит область 
применимости НГМ-алгоритма благодаря возможности постепенного включения в 
рассмотрение полной амплитуды рассеяния [A 2 (п. 5.4.2.5);  140;  141;  142 (§ 7.1);  237]. 

Таким образом, для рассеивателя, не создающего сильного рассеяния назад, НГМ-
алгоритм дает схему его восстановления, накладывающую некоторые ограничения на ха-
рактеристики рассеивателя, а в остальном имеющую очень широкую область применения. 
Результаты численного моделирования подтверждают высокие точностные характеристи-
ки алгоритма (см. далее раздел 6.4) и его работоспособность для рассеивателей достаточ-
но большой силы (см. раздел 7.1), свидетельствуя о перспективности практического при-
менения алгоритма в системах акустического медицинского томографирования. 

 
 

Раздел 6.4. Восстановление рефракционно-поглощающих 
рассеивателей. Помехоустойчивость решения 

 
В настоящем разделе приводятся результаты численного восстановления рассеива-

телей и волновых полей НГМ-алгоритмом и модифицированным алгоритмом Роуза [A 12;  
A 21;  A 68;  A 84;  A 85;  380]. Иллюстрируется эквивалентность конечной оценки рас-
сеивателя, получаемой каждым из подходов при использовании всех ракурсов зондирова-
ния, и, одновременно, преимущество последнего этапа НГМ-алгоритма. 

Область работоспособности обоих алгоритмов определяется двумя условиями [386;  
389]. 

Во-первых, это условие обеспечения строгости алгоритма (6.40), эквивалентное ус-
ловию (6.41) и выполняющееся в случае локализации пространственного спектра класси-

ческих вторичных источников ),(
~

kξI  внутри круга радиуса 02k   (6.42): 

0),(
~ kξI   при  02kkξ  ,    2RIk ,   0kk .  (6.77) 

Естественно, что для рассеивателей )(rv , расположенных в ограниченной области про-

странства, это условие может выполняться лишь приближенно. 
Во-вторых, это достаточное условие для обеспечения единственности решения 

уравнений (6.63), (6.65) и (6.67) или (6.71) – условие на норму амплитуды рассеяния 

),( f : 




3

1
),(f ,  где   

 


2

0

2

0

2
),(),( fddf .   (6.78) 

Норма данных рассеяния является информативной мерой силы рассеивателя. Авторы 
НГМ-алгоритма приводят условие (6.78) как достаточное условие однозначной разреши-

мости всех систем уравнений, решаемых для нахождения функции ),( krK  итерацион-

ным методом последовательных приближений. А именно, условие 1),(   является 

достаточным условием, чтобы уравнение (6.67) для функции ),( krK  было однозначно 

разрешимо итерационным методом последовательных приближений [388;  391]. В свою 
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очередь, анализ уравнений (6.63) и (6.65) для построения функции   из амплитуды рас-

сеяния f  показывает, что условие )3(1),( f  является достаточным условием, 

чтобы функция ),(   могла быть найдена из ),( f  опять же итерационным мето-

дом последовательных приближений, и при этом обеспечивалось бы условие 1 . Бо-

лее детально проблема единственности решения авторами алгоритма не рассматривалась, 
и вопрос об условии, необходимом для обеспечения единственности решения, не исследо-
вался с теоретической точки зрения. По этой причине при численном моделировании на 
него было обращено особое внимание. Восстановление рассеивателей различных типов 

(характерные примеры обсуждаются далее) показало, что приведенное условие на f  но-

сит сильно мажорантный характер. Реальные возможности алгоритма гораздо выше, а 

критическое значение f  по крайней мере на порядок больше. 

В двумерном случае исходные данные рассеяния ),( lkf  связаны с рассеянной со-

ставляющей классического запаздывающего поля в дальней зоне соотношением (6.5): 
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При численном моделировании значения ),( lkf  вычислялись посредством 

итерационного решения уравнения Липпмана–Швингера (1.32) относительно 

пространственного спектра вторичных источников ),(
~

kξI  при заданном рассеивателе 

)(rv . В итоге полагалось ),(
~

)2(

1
),(

2
kξk ll 


 If . Методика и особенности 

численного решения прямых задач рассеяния изложена в [A 2 (раздел 5.3);  A 9]. Объем 
дискретизованных данных рассеяния должен превышать минимально необходимый 
объем, что обсуждалось выше в разделе 3.2  [A 2 (глава 6) ]. 

Действительная часть функции рассеивателя (6.1) в каждой фиксированной точке 

r  связана с относительным контрастом скорости звука 0)( cc r , где 0)()( ccc  rr , 

соотношением 
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(по физическому смыслу 1)( 0  cc r ). Оценка дополнительного набега фазы, приоб-

ретаемого волной при пересечении рассеивателя вдоль траектории l , имеет вид: 
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где rdl  – длина элемента траектории в окрестности точки r . Если контраст рассеивателя 

вдоль l  знакопеременен, то соотношение (6.80) следует использовать для оценки   на 

участках с фиксированным знаком контраста 0cc . При этом знак набега фазы   

принимается совпадающим со знаком c .  

Мнимая часть функции рассеивателя (6.1) пропорциональна амплитудному коэф-

фициенту поглощения ),(  r  на данной частоте, а значение )(rc  во многих практиче-

ских приложениях может быть заменено на 0c , с точностью до 0)( cc r : 
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v .    (6.81) 

Восстановление чисто рефракционных дефокусирующих и фокусирующих рассеи-
вателей, чисто поглощающих рассеивателей, а также рассеивателей, содержащих сразу 
рефракционную и поглощающую рассеивающие компоненты, с различной силой и фор-
мой, с различной степенью сложности пространственной структуры, дало результаты, об-
суждаемые ниже [A 12;  A 68;  A 84;  A 85]. 

В данном разделе 6.4 рассматриваются рассеиватели, для которых в пространст-

венном спектре )(~ ξv  практически отсутствуют высокочастотные компоненты, так что 

пространственный спектр вторичных источников с высокой степенью точности удовле-

творяет условию (6.77) локализации внутри круга радиуса 02k . Для таких рассеивателей 

НГМ-алгоритм и алгоритм Роуза являются, по сути, строгими. При численном моделиро-

вании длина волны полагалась условно равной 80   единиц дискретизации длины (да-

лее сокращенно – е.д.д.). Единица дискретизации длины является условным пространст-
венным масштабом, целесообразно выбираемым при численном моделировании; в данном 

случае это 180   е.д.д., что совпадает с пространственным шагом дискретизации 

функции рассеивателя вдоль каждой из декартовых осей. 
 
 

§ 6.4.1. Восстановление алгоритмом Новикова–Гриневича–Манакова и 
модифицированным алгоритмом Роуза 

 
Обобщающим примером работы НГМ-алгоритма может служить несимметричный 

рефракционно-поглощающий рассеиватель (рис. 6.3а, б), в пространственном спектре ко-
торого практически отсутствуют высокочастотные компоненты, и, следовательно, НГМ-

алгоритм является строгим. Центральный “пик” функции )(Re rv  (рис. 6.3а, в) имеет га-

уссовскую форму с полушириной 02/1 58.0 d  по уровню e1  и амплитудным значени-

ем, соответствующим относительному контрасту скорости 15.00  cc , согласно (6.79). 

Другой пик с такими же формой и полушириной имеет смещенный центр в точке с декар-

товыми координатами  0;810 0 . Его амплитудное значение по абсолютной вели-

чине в 1.5 раза меньше, чем для центрального пика, и соответствует отрицательному кон-

трасту 073.00  cc  (рис. 6.3в). Следующая деталь функции )(Re rv  – центрально 
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симметричная “стенка”, центральное сечение которой имеет гауссовскую форму с тем же 

значением 2/1d . Амплитудное значение в этом сечении, которое достигается на расстоя-

нии 00 78.1 R  от начала координат, в три раза меньше, чем для центрального пика, и 

определяется контрастом 043.00  cc . Такое же амплитудное значение, но задаваемое 

отрицательным контрастом, имеют еще две детали гауссовской формы с той же полуши-

риной 2/1d  и с центрами в точках  0;0R ,   0;0 R  соответственно. Эти две гаус-

сианы формируют двое “ворот” в стене (рис. 6.3а). Рассеиватель достаточно сильный: для 

центрального сечения рассеивателя вдоль оси OX  (рис. 6.3в) дополнительный набег фазы 

волны (6.80) составляет  14.0  на участке с отрицательным контрастом 

( 0)0;(Re yxv  )  и   32.0  на участке с положительным контрастом 

( 0)0;(Re yxv  ); для центрального сечения вдоль оси OY  суммарный дополни-

тельный набег  35.0 . 

Функция )(Im rv  состоит из “плато”, “выступа” на нем и “впадины” (рис. 6.3б, г). 

Амплитудное значение коэффициента поглощения на плато составляет 

0Нп256.0е.д.д.Нп032.0  , согласно (6.81). Выступ и впадина образуются 

дополнительными деталями гауссовской формы с прежней полушириной 2/1d  (амплитуда 

выступа в два раза меньше, чем впадины). Суммарное поглощение на центральном сече-

нии вдоль оси OX  приводит к затуханию волны по амплитуде в 7.3  раза, вдоль оси 

OY  – в 5.2  раза. 

Норма данных рассеяния )3(11 f  на порядок превосходит пороговое значе-

ние )3(1  , определенное в (6.78). Тем не менее, если объем дискретизованных данных 

рассеяния превышает (даже незначительно) минимально необходимый объем, то при вос-

становлении НГМ-алгоритмом в отсутствие шумовых помех оценка )(ˆ rv  практически 

совпадает с истинной функцией )(rv : на рис. 6.3в, г  представлены сечения функций )(rv  

и )(ˆ rv  вдоль оси OX ; аналогичные сечения вдоль оси OY  приведены в [A 85]. О боль-

шой силе рассеивателя свидетельствует результат восстановления )(ˆborn rv  в приближе-

нии однократного рассеяния при отсутствии шумовых помех (рис. 6.3д). Сравнение 

)(ˆborn rv  и истинной функции )(rv  показывает, что характерные амплитудные значения 

функции )(ˆRe born rv  в несколько раз меньше истинных, а в функции )(ˆIm born rv  не вос-

произведены правильно даже очертания характерных деталей. 
Для оценки помехоустойчивости решения в незашумленные данные рассеяния бы-

ла внесена случайная нормально распределенная шумовая помеха ),( n , некоррелиро-

ванная по направлениям, с нулевым средним значением и среднеквадратичным амплитуд-

ным отклонением maxns 01.0 f   ( ),(max
,

max 


ff ) независимо для действи-

тельной и мнимой части помехи, т.е. ns2  – полное стандартное отклонение помехи, 

как комплексной величины.  
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максимальный дополнительный набег фазы  ; максимальное амплитудное 

поглощение в рассеивателе – в 3.7 раза; норма данных рассеяния )3(11 f  ): 

– общий вид действительной (а) и мнимой (б) частей истинного рассеивателя; 
– центральные сечения 0y  действительной (в) и мнимой (г) частей истинного рассеи-

вателя v  (тонкая линия) и рассеивателя v̂ , восстановленного с учетом многократных 
рассеяний при отсутствии шумовых помех (толстая пунктирная линия); 

– центральное сечение 0y  рассеивателя, восстановленного в приближении однократ-

ного рассеяния без шумовых помех (д); 
– общий вид действительной (е) и мнимой (ж) частей рассеивателя, восстановленного по 
зашумленным данным с амплитудным шумовым отклонением maxns 01.0 f .  
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Входное амплитудное отношение “помеха/сигнал” составляет 
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норма незашумленных данных f  и норма n  шумового поля ),( n  определяются 

так же, как в (6.78). Это отношение 076.0SN  существенно превосходит заданную 

величину 01.0maxns  f . Результат восстановления рассеивателя по зашумленным 

данным приведен на рис. 6.3е, ж.  Качество восстановления характеризуется относитель-

ной среднеквадратичной погрешностью v  оценки )(ˆ rv  в области рассеяния  : 












rr

rrr

dv

dvv

v
2

2

)(

)()(ˆ

 .       (6.83) 

Для рассматриваемого рассеивателя 11.0v . Таким образом, при существенном влия-

нии эффектов многократного рассеяния относительная погрешность восстановления v  в 

присутствии шумовых помех оказывается близкой, но несколько большей, чем входное 

амплитудное отношение “помеха/сигнал” SN . Это свидетельствует о достаточно высо-

кой помехоустойчивости решения в случае рассеивателей средней силы (1.43). Получен-
ное изображение можно подвергнуть фильтрации, учитывающей ожидаемый вид про-
странственно-спектральной плотности мощности рассеивателя [A 18;  А 23]. Такая фильт-
рация резко улучшает качество восстановления [A 33;  A 34;  A 86]. 

 
 
Сопоставление результатов решения обратной задачи НГМ-алгоритмом и модифи-

цированным алгоритмом Роуза (описанным в разделе 6.2) выполнено на примере восста-
новления рассеивателя, практически не создающего рассеяния назад. Чисто рефракцион-
ный рассеиватель гауссовской формы (рис. 6.4а, толстая сплошная линия) с максималь-

ным контрастом скорости звука 6.00  cc  является достаточно сильным: дополни-

тельный набег фазы волны (6.80) при распространении волны вдоль центрального сечения 

составляет  23.1 .  

Значения угловых гармоник ),(~ qr  вычислялись из соотношений (6.58)–(6.60) 

при фиксированном r , после чего рассчитывались значения обобщенных волновых полей 

  ),()sincos(exp),( 0   rr yxik , где   

q

iqq )exp(),(~),( rr . 
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Оценка рассеивателя ),(ˆHel rv  получается из (6.61) при рассмотрении одного ра-

курса   падающего поля, а оценка 


 ),(ˆ)(ˆ Hel rr vv , получаемая из (6.62), является 

результатом усреднения ),(ˆHel rv  по всем использованным ракурсам. В отсутствие шу-

мовых помех, восстановление модифицированным алгоритмом Роуза идеально: уже при 

единственном ракурсе оценка ),(ˆHel rv  совпадает с истинной функцией рассеивателя 

)(rv  вне зависимости от   (рис. 6.4а, толстая сплошная линия). При этом норма данных, 

составляющая )3(16 f  для рассматрваемого рассеивателя гауссовской формы, на 

порядок превосходит пороговое значение (6.78). Условие симметричности формы рассеи-
вателя при решении обратной задачи нигде не использовалось. 

В отсутствие шумовых помех модифицированный алгоритм Роуза и алгоритм Но-
викова–Гриневича–Манакова дают тождественные оценки рассеивающей неоднородно-

сти. Оценка )(ˆborn rv , полученная в первом приближении Борна, не воспроизводит пра-

вильно характеристики рассеивателя даже по масштабу величины (рис. 6.4б), что свиде-
тельствует о сильном влиянии эффектов перерассеяния. Для сравнения помехоустойчиво-

сти обоих алгоритмов в данные рассеяния ),( f  вносилась случайная шумовая помеха 

(некоррелированная по направлениям), имеющая среднеквадратичное амплитудное от-

клонение maxns 03.0 f  при нулевом среднем. Это существенный шум: амплитудное 

отношение “помеха/сигнал” (6.82) достигает 14.0SN , существенно превосходя вели-

чину maxns f . Относительная погрешность оценки ),(ˆHel rv , найденной из ),(  r  

при одном направлении 0   (рис. 6.4а, тонкая сплошная линия)  составляет, по анало-

гии с (6.83),  15.0
||||

||ˆ|| Hel
Hel 




v

vv
. После усреднения по всем ракурсам, оценка 


),(ˆHel rv  оказывается совпадающей с оценкой v̂ , полученной НГМ-алгоритмом 

(рис. 6.4а, пунктирная линия), что говорит об одинаковой помехоустойчивости обоих ал-

горитмов. Флуктуации в оценке уменьшаются, по сравнению с ),(ˆHel rv , и погрешность 

падает до 08.0
||||

||ˆ||





v

vv
v . 

Интересно сравнить значения Hel  и v . Угловое расстояние между соседними не-

зависимыми направлениями облучения оценивается как средняя ширина лепестка диа-

граммы рассеяния, т.е. 
LkL 00

0 2

2

2 



 , где L  – линейный размер рассеивателя. Сле-

довательно, количество независимых направлений   составляет Lk02  . Для 

рассматриваемого рассеивателя гауссовской формы )1510(0 Lk . Если бы ошибки, 

возникающие в случае оценки Helv̂  из ),(  r  при фиксированном  , были бы некор-

релированы (по  ) между собой, то усреднение Helv̂  по всем независимым ракурсам 

уменьшило бы среднеквадратичную погрешность в усредненной оценке v̂   в  
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)43(0  Lk  раза. Однако результат моделирования дает уменьшение только в  

2Hel  v  раза. Это обстоятельство можно объяснить тем, что хотя Helv̂  находится из 

уравнения Гельмгольца на основе внутреннего поля ),(  r  или ),(  r  при фикси-

рованном  , но само поле ),(  r  найдено на основе зашумленных данных рассеяния, 

измеряемых при всех ракурсах излучения и приема. Поэтому ошибки, возникающие в 

оценке полей ),(  r  и, следовательно, в оценке Helv̂ , оказываются частично коррели-

рованными для различных   (хотя исходный шум некоррелирован для различных  )  

[A 18]. 
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Рис. 6.4.  Восстановление модифицированным алгоритмом Роуза рефракционного рассеи-
вателя гауссовской формы (относительный контраст скорости звука 6.00  cc ; набег 

фазы  23.1 ; норма данных рассеяния )3(16 f  ): 

– центральные сечения истинного рассеивателя (v  – толстая сплошная линия) и рассеива-

теля, восстановленного из уравнения Гельмгольца на основе ),(  r  для направле-

ния 0  ( HelˆRev  – тонкая сплошная линия) и при усреднении по всем ракурсам   

( v̂Re  – пунктирная линия) в случае зашумленных данных со стандартным амплитуд-

ным отклонением maxns 03.0 f  (а); 

– центральное сечение действительной (толстая линия) и мнимой (тонкая линия) частей 
рассеивателя, восстановленного в приближении однократного рассеяния (б).  

 
 
 

§ 6.4.2. Высокочастотные компоненты пространственных спектров 
рассеивателя и его вторичных источников как дополнительные помехи 

 
Первое условие (6.41) или (6.42) гарантированной работоспособности НГМ-

алгоритма нарушается, если в пространственных спектрах рассеивателя и его вторичных 
источников присутствуют высокочастотные компоненты. Вклад в данные рассеяния за 
счет этих высокочастотных компонент выступает в алгоритме своего рода помехой, и ал-
горитм теряет строгость. Примером рассеивателей такого типа [A 21;  A 68;  A 84] может 

служить двумерный рефракционный рассеиватель с формой )(rv  в виде кольца 
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(рис. 6.5а), внешний и внутренний диаметры которого составляют 0)1625(   и 

0)1619(  . При численном моделировании полагалось 160   е.д.д. с тем, чтобы шаг 

пространственной дискретизации составлял 1160   е.д.д. Такой частый шаг позволяет 

на этапе решения прямой задачи учитывать (до определенного предела) высокочастотные 
компоненты пространственных спектров, а на этапе решения обратной задачи – корректно 
вычислять пространственные производные в (6.72).  
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Рис. 6.5.  Рефракционный рассеиватель в виде коль-
ца, создающий рассеяние назад (контраст скорости 
звука 1.00  cc ; дополнительный набег фазы 

 14.0 ; норма данных рассеяния 

)3(8 f  ): 

– общий вид истинного рассеивателя (а); 
– центральные сечения истинного рассеивателя v  и 

его формы cutv  после ограничения полосы частот 
пространственного спектра рассеивателя кругом 
радиуса 0)411( k   (б); 

– центральные сечения рассеивателя, восстановлен-
ного при отсутствии шумовых помех с учетом 
многократных рассеяний (в) и в приближении од-
нократного рассеяния (г). 
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Относительный контраст скорости звука внутри кольца полагался равным 

1.00  cc , в соответствии с (6.79), что приводит к дополнительному набегу фазы вол-

ны (6.80) вдоль центрального сечения рассеивателя  14.0 . За счет резких границ 

функции )(rv  пространственный спектр рассеивателя )(~ ξv  затухает с ростом ξ  очень 

медленно, имея осциллирующий характер. По этой причине при моделировании данных 

рассеяния ),( f  с помощью итерационного решения уравнения Липпмана–Швингера 

[A 2 (раздел 5.3);  A 9]  значения пространственных частот в спектре )(~ ξv  были искусст-
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венно ограничены кругом радиуса 0)411( k . Центральное сечение функции рассеивателя 

)(cut rv , имеющей такой ограниченный по полосе пространственных частот спектр, изо-

бражена на рис. 6.5б. В случае ослабления контраста рассеивателя до борновского уровня, 

оценка рассеивателя )(ˆ rv , полученная НГМ-алгоритмом, отличалась бы от истинной 

функции )(rv  только за счет обнуляемых алгоритмом при восстановлении высокочастот-

ных компонент спектра )(~ ξv  при 02kξ   [А 23;  A 177]. Однако для рассматриваемого 

рассеивателя пространственный спектр классических вторичных источников ),(
~

kξI  име-

ет высокочастотные пространственные компоненты вне круга радиуса 02k  с центром в 

точке k  [380]. По этой причине качество реконструкции, в случае заметного влияния 
процессов перерассеяния, снижается из-за нарушения условия (6.41), или (6.42), что ил-
люстрируется ниже. 

Относительная доля  
02kSN  высокочастотных компонент в пространственном 

спектре ),(
~

kξI , соответствующих пространственным частотам ξ , для которых 

02kkξ , по отношению к доле низкочастотных компонент 02kkξ , определя-

ется как 
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Для рассматриваемого рассеивателя в виде кольца эта доля достаточно заметна: 

  14.0
02 kSN . Частным следствием присутствия высокочастотных компонент в спек-

тре при kξ   является, для данного рассеивателя, присутствие рассеяния назад: модуль 

амплитуды рассеяния назад (  ), по сравнению с рассеянием вперед (  ), 

составляет 05.0
),(

),(





f

f
. Одновременно, присутствие большой мнимой час-

ти в борновской оценке рассеивателя )(ˆborn rv  свидетельствует о заметном влиянии про-

цессов перерассеяния (рис. 6.5г). При учете перерассеяния результат реконструкции НГМ-

алгоритмом центрального сечения v̂  в отсутствие шумовых помех приводится на 

рис. 6.5в; норма данных )3(8 f . Факт центральной симметрии рассеивателя на эта-

пе решения обратной задачи ни здесь, ни для последующих рассеивателей не использо-

вался вовсе. Ошибки восстановления выражены в отличии v̂Re  от cutv  и в присутствии 

небольшой ложной мнимой части оценки:  02.0
)(ˆRemax

)(ˆImmax


r

r

r

r

v

v
. Эти ошибки имеют 
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единственную причину – вышеупомянутые высокочастотные компоненты в пространст-
венном спектре вторичных источников. Относительная среднеквадратичная погрешность 
восстановления (6.83), рассчитанная вдоль центрального сечения рассеивателя (на отрезке 

длины, равном внешнему диаметру рассеивателя), составляет 22.0v . Величина v  

сравнима с относительной долей  
02kSN  высокочастотных пространственных компо-

нент. Подобная сопоставимость величины амплитудного отношения “помеха/сигнал” 

SN  (6.82) и величины относительной погрешности v , обусловленной только присутст-

вием шумовой помехи в данных рассеяния, отмечалась и в случае рассеивателей, не 
имеющих высокочастотных пространственно-спектральных компонент (см. § 6.4.1). Сле-
довательно, влияние таких компонент на качество восстановления сравнимо с влиянием 
случайных шумовых помех с интенсивностью, равной интенсивности той части рассеян-
ного сигнала (амплитуды рассеяния), которая порождается этими высокочастотными ком-
понентами. 

Таким образом, для НГМ-алгоритма возможные ошибки воспроизведения рассеи-
вателя имеют двоякую природу. Во-первых, это шумы эксперимента, влияние которых 
может быть уменьшено как техническими средствами, так и избыточностью (типа много-
частотности) данных рассеяния. Во-вторых, это составляющие данных рассеяния, которые 
порождены высокочастотными компонентами пространственных спектров рассеивателя и 
его вторичных источников. В случае присутствия этих компонент, уменьшение их влия-
ния на качество восстановления в рамках монохроматической задачи затруднительно. При 
реконструкции степени влияния обеих причин сопоставимы, и ошибки восстановления 
зависят от общего уровня эквивалентных помех обоих типов, который приближенно мож-

но оценить как   2
2

2

0
)( kSNSN  .  

 
 

§ 6.4.3. Восстановление тонкой структуры акустического рассеивателя 
на крупномасштабном контрастном фоне  

 
Одной из самых насущных медицинских задач является ранняя диагностика раз-

личных новообразований. Весьма важно выявить злокачественное новообразование еще 
на самой ранней стадии развития, когда размер пораженного участка составляет доли 
миллиметра. Для его обнаружения на основе экспериментальных акустических данных 
рассеяния весьма перспективно применение строгих математических методов решения 
обратных задач, обеспечивающих максимально полное использование данных и адекват-
ное восстановление рассеивателя. 

Наиболее развитые в настоящее время итерационные процедуры образуют обшир-
ный класс алгоритмов решения обратных задач, однако их реализация связана с пробле-
мой сходимости процедуры, зависящей от параметров восстанавливаемого рассеивателя 
(исследуемого объекта, органа, биоткани). В биологических и медицинских приложениях 
оказывается эффективным двухшаговый итерационный подход, описанный выше в гла-
ве 2  [A 2 (§5.4.1, глава 8) ]. В этом подходе на первом шаге восстанавливается неизвест-
ное пространственное распределение крупномасштабных неоднородностей с помощью 
времяпролетного алгоритма. Это области со значительными отклонениями скорости зву-
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ка, коэффициента поглощения и плотности от их средних значений, предварительно изме-
ряемых в фоновой среде без рассеивателя. Характерный линейный размер таких областей 
превышает несколько длин волн (например, это крупные области органов, образуемые 
жировой, железистой, мышечной тканью и т.п.). Восстановление пространственного рас-
пределения крупномасштабных неоднородностей по времяпролетным данным эквива-
лентно учету эффектов многократного рассеяния вперед ультразвуковых волн внутри рас-
сеивателя. Благодаря этому учету, на втором шаге обеспечивается высокая точность вос-
становления тонкой структуры рассеивателя на уже оцененном на первом шаге неодно-
родном крупномасштабном фоне, контраст которого может быть высоким. Тонкая струк-
тура представляет собой детали с линейным размером от нескольких десятых долей дли-
ны волны, лежащей в миллиметровом диапазоне, до нескольких длин волн и является 
весьма информативной для диагностических целей. 

Как альтернатива двухшаговому алгоритму, в настоящем разделе рассматривается 
возможность одновременного восстановления как крупномасштабной, так и тонкой струк-
туры рассеивателя в едином одношаговом НГМ-алгоритме [A 12;  A 85]. Обсуждаемые 
далее результаты свидетельствуют, что качество одновременного восстановления мелко-
масштабной и крупномасштабной структуры с помощью данного алгоритма сопоставимо 
с качеством в случае осуществления итерационной процедуры учета всех типов неодно-
родностей; при этом алгоритм не сталкивается с проблемой сходимости. Возможность 
восстановления рассеивателей с мелкими деталями иллюстрируется на примере достаточ-
но сильных центрально симметричных рассеивателей с различными значениями контраста 
мелкомасштабных деталей и их ширины. Центральная симметрия рассеивателей позволя-
ла сокращать время счета на этапе формирования модельных данных рассеяния, но при 
восстановлении рассеивателя с помощью НГМ-алгоритма условие симметрии нигде не 

использовалось. При численном моделировании полагалось 160   е.д.д. 

Рассеиватель с тонкой структурой в виде центральной впадины изображен на 

рис. 6.6а, б. Функция )(Re rv  состоит из крупномасштабной части гауссовской формы с 

амплитудным значением, соответствующим контрасту скорости звука 2.00
)1(  cc  от-

носительно фонового значения. В центре крупномасштабной неоднородности задается уз-
кая “впадина” гауссовской формы с амплитудным значением, соответствующим отрица-

тельному контрасту 04.00
)2(  cc . Полная ширина этой впадины составляет 

163 0  по уровню 0.5 от ее глубины на фоне крупномасштабной неоднородности 

(рис. 6.6в). Функция )(Im rv  представляет собой “плато”. Рассеиватель достаточно силь-

ный: дополнительный набег фазы волны вдоль центрального сечения составляет 

 16.1 . Амплитудный коэффициент поглощения составляет на плато 

0Нп32.0е.д.д.Нп02.0  , приводя к суммарному амплитудному поглощению 

вдоль этого сечения в 6.6  раз. 

О большой силе рассеивателя свидетельствует результат восстановления в при-

ближении однократного рассеяния )(ˆborn rv   (рис. 6.6е), при котором не воспроизведены 

правильно ни амплитудный масштаб, ни характерные детали истинной функции )(rv . В 

то же время, оценка )(ˆ rv , полученная НГМ-алгоритмом (рис. 6.6г, д – толстая пунктирная 
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линия), хорошо воспроизводит крупномасштабную часть рассеивателя, как рефракцион-

ную, так и поглощающую, несмотря на то, что норма данных )3(18 f  существен-

но больше порогового значения )3(1  , – см. (6.78). Амплитуда же воспроизведенной 

впадины оказалась заниженной. Причина этого заключается в следующем. Локальное зна-
чение относительного контраста скорости звука для крупномасштабной неоднородности в 

месте расположения центральной впадины составляет 2.00
)1(  cc , что соответствует 

локальным значениям скорости звука 00
)1(

0 2.1)1( ccccc   и волнового числа 

2.10kk  . Поэтому для определения качества воспроизведения тонкой структуры 

функция )(ˆ rv  сравнивалась с функцией )(cut
61 0

r. kv  истинного рассеивателя, в пространст-

венном спектре которого, однако, обнулены все компоненты )(~ ξv  на пространственных 

частотах 06.12 kk ξ  (рис. 6.6г, д – тонкая линия). Дело в том, что результат восста-

новления рассеивателя, который имеет ту же форму, что и рассматриваемый исходный 

сильный рассеиватель )(rv , но является слабым рассеивателем на фоне однородной сре-

ды с волновым числом k  , с помощью НГМ-алгоритма или классических борновских ал-

горитмов, сводящихся к неискаженному воспроизведению пространственных спектраль-

ных компонент рассеивателя )(~ ξv  при k 2ξ  и подавлению компонент при k 2ξ , 

совпадает по форме с функцией )(cut
61 0

r. kv . С другой стороны, компоненты k 2ξ  были 

порождены именно мелкомасштабной структурой рассеивателя. Тогда из сопоставления 

v̂  и cut
61 0kv .  видно, что в случае рассматриваемого сильного рассеивателя мелкомасштабная 

структура воспроизводится на неизвестном крупномасштабном контрастном фоне с каче-
ством разрешения, сравнимым с качеством восстановления в приближении однократного 
рассеяния этой же мелкомасштабной структуры на известном фоне с волновым числом 

k  . 
 
 

 

Re v  (r) 

016 y  016 x
а       

 

Im v (r) 

016 y 016 x  

б 
 
Рис. 6.6 а, б;  см. подпись ниже.  
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Рис. 6.6. Крупномасштабный сильный рефракционно-поглощающий рассеиватель (отно-

сительный контраст скорости звука 2.00
)1(  cc , дополнительный набег фазы 

 161 , полуширина 0
)1(
2/1 2d  по уровню e1 ; амплитудное поглощение в рас-

сеивателе – в 6.6 раз) с тонкой структурой в виде центральной впадины (контраст скоро-

сти 04.00
)2(  cc , полуширина 80

)2(
2/1 d ); норма данных рассеяния 

)3(18 f : 

– общий вид действительной (а) и мнимой (б) частей истинного рассеивателя и их цен-
тральное сечение (в); 

– центральное сечение действительной (г) и мнимой (д) частей рассеивателя: форма ис-
тинного рассеивателя после ограничения полосы частот его пространственного спектра 

кругом радиуса 06.1 k  ( cut
61 0kv .  – тонкая линия);  рассеиватель, восстановленный при от-

сутствии шумовых помех с учетом многократных рассеяний ( v̂  – толстая пунктирная 
линия); 

– центральное сечение рассеивателя, восстановленного в приближении однократного рас-
сеяния (е). 
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Рис. 6.7. Крупномасштабный рефракционно-
поглощающий рассеиватель средней силы (кон-

траст скорости звука 1.00
)1(  cc , дополни-

тельный набег фазы  620 , полуширина 

0
)1(
2/1 2d ; амплитудное поглощение в рассеи-

вателе – в 3 раза) с тонкой структурой в виде 
центральной “впадины” (контраст 

02.00
)2(  cc , полуширина 40

)2(
2/1 d ) и 

внешней  кольцевой  “стенки” (контраст 

03.00
)3(  cc , полуширина 20

)3(
2/1 d ); 

норма данных рассеяния )3(16 f : 
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– общий вид действительной (а) и мнимой (б) частей истинного рассеивателя и их цен-
тральное сечение (в); 

– центральное сечение действительной (г) и мнимой (д) частей рассеивателя: форма ис-
тинного рассеивателя после ограничения полосы частот его пространственного спектра 

кругом радиуса 02k  ( cut
2 0kv  – тонкая линия);  рассеиватель, восстановленный при отсут-

ствии шумовых помех с учетом многократных рассеяний ( v̂  – толстая пунктирная ли-
ния). 
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В случае рассеивателя, изображенного на рис. 6.7а, б, тонкая структура представ-
лена центральной впадиной и узкой внешней кольцевой стенкой одновременно. Наиболь-

ший контраст для крупномасштабной неоднородности равен 1.00
)1(  cc . Для впадины 

тот же параметр равен 02.00
)2(  cc , так что полная ширина впадины составляет 

165 0  по уровню 0.5 от ее глубины. Центральное сечение стенки имеет гауссовскую 

форму. Амплитудное значение стенки в этом сечении достигается на расстоянии 815 0  

от начала координат и соответствует контрасту 03.00
)3(  cc ; полная ширина стенки 

на фоне крупномасштабной неоднородности составляет 162.5 0  по уровню 0.5 от ее 

высоты (рис. 6.7в). Эффекты перерассеяния по-прежнему выражены достаточно сильно: 

дополнительный набег фазы вдоль центрального сечения  62.0 ; амплитудный ко-

эффициент поглощения на “плато” 0Нп18.0е.д.д.Нп011.0  , суммарное по-

глощение вдоль центрального сечения приводит к затуханию амплитуды в 9.2  раз.  

Результат восстановления рассеивателя в приближении однократного рассеяния 

подобен изображенному на рисунке 6.6е, т.е. )(ˆborn rv  резко отличается от истинной 

функции )(rv . При учете же перерассеяний, результат восстановления )(ˆ rv  почти не от-

личается от функции )(cut
2 0

rkv   (рис. 6.7г, д), которая в данном случае близка к исходной 

функции )(rv  (незначительное отличие значения 08.12 kk   от 02k  в функции cut
2 0kv  не 

учитывается); норма данных рассеяния )3(16 f . Итак, и кольцевая стенка, и цен-

тральная впадина воспроизведены четко. 
Таким образом, НГМ-алгоритм позволяет уверенно воспроизводить тонкую струк-

туру рассеивателя (детали с линейным размером 30  и крупнее) в присутствии неиз-

вестных контрастных крупномасштабных неоднородностей (размером в несколько 0 ), 

создающих сильное искажение внутреннего волнового поля и также восстанавливаемых 
алгоритмом. Приближение однократного рассеяния при восстановлении такого рассеива-
теля приводит к очень сильному искажению всей структуры рассеивателя в целом, как его 
крупномасштабной части, так и тонкой структуры. В то же время, применение НГМ-
алгоритма обеспечивает качество разрешения тонкой структуры, не уступающее качеству 
восстановления этой же тонкой структуры в приближении однократного рассеяния на фо-
не известной однородной (т.е. неискажающей) среды. Эта способность алгоритма весьма 
полезна и перспективна при решении проблемы медицинской ультразвуковой томографии 
с высоким разрешением. Качество одновременного восстановления этим алгоритмом 
крупномасштабной и мелкомасштабной структуры сопоставимо с качеством восстановле-
ния в случае осуществления итерационной процедуры. Кроме того, НГМ-алгоритм не 
сталкивается с проблемой сходимости. 
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Глава 7. Восстановление акустических граничных 
рассеивателей алгоритмом Новикова–Гриневича–

Манакова 
 

Результаты восстановления неоднородностей различных типов, приведенные в 
разделе 6.4, свидетельствуют, что рассеиватели, для которых НГМ-алгоритм является 
практически строгим, восстанавливаются в отсутствие шумовых помех и технических по-
грешностей численного расчета с высокой степенью точности, даже когда норма данных 

рассеяния f  в 2010   раз превосходит пороговое значение )3(1  , приведенное в дос-

таточном (но не необходимом) условии (6.78). Постепенное увеличение f  сказывается 

в монотонном ухудшении обусловленности задачи, т.е. в повышении чувствительности 
решения к различного рода помехам, что подробно будет рассмотрено ниже. Непосредст-
венный анализ более точных, чем (6.78), оценок области работоспособности алгоритма 

весьма труден из-за нелинейности алгоритма относительно данных рассеяния f . С дру-

гой стороны, достичь таких значений f , при которых НГМ-алгоритм терял бы единст-

венность решения или приобретал бы сильную неустойчивость, численным моделирова-
нием также оказалось нелегко. Дело в том, что для рассмотренных выше в разделе 6.4 

рефракционно-поглощающих рассеивателей, данные )',(  ff  моделировались пу-

тем решения прямой задачи итерационным суммированием ряда Борна–Неймана из-за от-
сутствия строгого аналитического решения [A 2 (раздел 5.3);  A 9;  142 (§ 2.3) ]. Для дос-
таточно сильных рассеивателей этот ряд расходится, что ограничивает возможность даль-

нейшего увеличения f . Решению же прямой задачи непосредственным обращением 

матриц препятствует их большая размерность в случае сильного влияния процессов пере-
рассеяния. Таким образом, вопрос о возможности восстановления алгоритмом сильных 
рассеивателей оставался открытым в силу отсутствия модельных данных. Тогда возникло 
предложение исследовать работоспособность алгоритма с помощью двумерных рассеива-
телей с акустически абсолютно мягкой и абсолютно жесткой границей, характеризуемой 
граничными условиями 1-го и 2-го рода. Дело в том, что в случае круговой формы сече-
ния таких рассеивателей известно строгое аналитическое решение прямой задачи при лю-

бом радиусе рассеивателя a  и, следовательно, для разных f  и разной силы рассеивате-

лей [144 (Т. 2, гл. 21, § 16);  189 (Т. II, §11.2);  397 (§ 29);  398 (гл. 10);  399 (гл. 3, § 4) ]. 
Кроме того, соотношения, полученные А. А. Горюновым [142 (§ 8.2);  400], теоретически 
предсказывают возможность описания и восстановления граничных рассеивателей, как 

эффективных рефракционных рассеивателей )(rv , описываемых обобщенной функцией 

типа нормальной производной от  -функции на границе, т.е. рассеивателей в виде двой-

ного слоя, сосредоточенного на границе рассеивателя. Этот вопрос рассматривается в 
[A 131 (раздел 17.4) ]. Надо подчеркнуть, что для восстановления граничных рассеивате-
лей разработаны специальные алгоритмы поиска их границы [A 26;  401–403]. Поэтому 
привлечение НГМ-алгоритма имело целью не исследование нового метода восстановле-
ния рассеивателей такого типа, а определение предела работоспособности алгоритма в 
принципе [А 24;  А 25]. 
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Раздел 7.1. Восстановление граничных рассеивателей с большими 
волновыми размерами и область работоспособности алгоритма 

Новикова–Гриневича–Манакова 
 

При численном моделировании полагалось 160   е.д.д. На рис. 7.1 представлен 

мягкий рассеиватель с радиусом 20a  и нормой данных рассеяния )3(8.11 f . 

На рис. 7.2 представлен жесткий рассеиватель с таким же радиусом 20a , норма ко-

торого )3(0.9 f , однако, меньше, поскольку жесткий рассеиватель всегда является 

более слабым, чем мягкий рассеиватель при одинаковых волновых размерах. Рисунок 7.3 

соответствует жесткому рассеивателю с бóльшим радиусом 0)1611( a  и нормой 

)3(3.11 f , близкой к норме для мягкого рассеивателя при 20a . На рис. 7.1г 

изображены их диаграммы рассеяния, нормированные на значение для рассеяния назад 

[397 (§ 29);  399 (гл. 3, § 4) ];  волна падает вдоль оси OX . Результат восстановления рас-

сеивателей )(ˆ rv  приведен на рис. 7.1а, 7.2а, 7.3а. Оценка )(ˆ rv  является действительной 

функцией. Тогда, согласно [142 (§ 8.2);  400], ей может быть сопоставлен эффективный 

рефракционный рассеиватель вида (6.1), т.е. 
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v , что анализируется 

подробнее в [A 131 (раздел 17.4) ]. Функция )(ˆ rv  почти не изменяется для точек r  внутри 

рассеивателя и быстро спадает в области границы рассеивателя. Этот спад в пограничной 

области – “фронт” функции )(ˆ rv  – сопровождается осцилляциями. Происхождение ос-

цилляций связано с тем, что алгоритм не воспроизводит компоненты пространственного 

спектра на пространственных частотах выше 02k  (см. § 6.4.2).  

Эффекты перерассеяния для всех трех рассеивателей выражены очень сильно, о 

чем свидетельствует оценка )(ˆborn rv  – результат восстановления рассеивателя в прибли-

жении однократного рассеяния. Эта борновская оценка резко отличается, как по форме, 

так и по характерным амплитудным значениям, от оценки )(ˆ rv , полученной с учетом пе-

рерассеяний. Кроме того, она имеет мнимую часть, соизмеримую по амплитуде с действи-

тельной частью. Для всех трех рассматриваемых рассеивателей функции )(ˆborn rv  одно-

типны по характеру поведения и порядку величины (рис. 7.1в, 7.2в). 
По мере увеличения размера рассеивателя фиксированного типа, “фронт” функции 

)(ˆ rv  становится более крутым, что видно из сравнения жестких рассеивателей с разными 

радиусами (рис. 7.2а, 7.3а). В то же время, оценка v̂  для жесткого рассеивателя с 

0)1611( a   (рис. 7.3а)  очень похожа на оценку v̂  для мягкого рассеивателя с 

20a  (рис. 7.1а), что подтверждает сопоставимость по силе этих двух рассеивателей. 

Такое совпадение оценок заслуживает внимания, поскольку исходные данные рассеяния 
различны, что видно из их диаграмм (рис. 7.1г). 

Численное моделирование показало, что поставленный в начале настоящего разде-
ла вопрос о границах работоспособности алгоритма оказывается непосредственно связан-
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ным с устойчивостью решения к шумовым помехам, а также ошибкам измерений и дис-
кретизации данных рассеяния. В то же время, тот факт, что граничные рассеиватели все-
гда создают рассеяние назад и, следовательно, НГМ-алгоритм для них заведомо не явля-
ется строгим, влияет на устойчивость решения в меньшей степени.  

С ростом силы рассеивателя присутствие рассеянного назад поля (выступающего, с 
точки зрения алгоритма, в роли помехи) проявляется, главным образом, в увеличении ам-

плитуды осцилляций оценки )(ˆ rv  граничного рассеивателя во внешней, по отношению к 

границе рассеивателя, области (рис. 7.2а, 7.3а). Устойчивость же оценки )(ˆ rv  к упомяну-

тым шумовым помехам и ошибкам тесно связана в алгоритме со значениями обусловлен-
ности дискретизованных систем уравнений, решаемых в процессе восстановления функ-
ции рассеивателя.  
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Рис. 7.1.  Мягкий рассеиватель цилиндриче-
ской формы с радиусом 20a ; норма дан-

ных рассеяния )3(8.11 f : 

– центральные сечения рассеивателя, восста-
новленного при отсутствии шумовых помех 
с учетом многократных рассеяний v̂  (а) и в 
приближении однократного рассеяния 

bornv̂  (в); 

– значения обратной обусловленности в цен-
тральном сечении (б); 

– нормированные диаграммы рассеяния (г) для 
мягкого рассеивателя с радиусом 20a
(сплошная линия) и для жесткого с 

1611 0a  (пунктирная линия).  

 
 
 

         

 

г 

  1 

  2 

  3 

30

210

60 

240

90 

270 

120

300 

150

330

180 0

 
                                       г 

 



 
247

 

 

-60 -40 -20 0 20 40 60 
- 0 .1 

0 

0 .1 

0 .2 

0 .3 

v̂Re  

v̂Im  

16 x /   0 
   

  

 

-60 -40 -20 0 20 40 60 
0 

0 .05 

0 .1 

0 .15 

η ( x ; y = 0 ) 

16 x /   0 
   

 

 

-60 -40 -20 0 20 40 60

- 0 .08

- 0 .04

0

0 .04

0 .08

16 x /   0 

nrob    
ˆRe v

nrob    
ˆ Im v

   
 

                      а                                                 б                                                   в  
 
Рис. 7.2.  Жесткий рассеиватель цилиндрической формы с радиусом 20a ;  

)3(9 f : 

– центральные сечения рассеивателя, восстановленного при отсутствии шумовых помех с 
учетом многократных рассеяний v̂  (а) и в приближении однократного рассеяния 

bornv̂  (в); 

– значения обратной обусловленности в центральном сечении (б). 
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Рис. 7.3.  Жесткий рассеиватель цилиндрической формы с радиусом 1611 0a ;  

)3(3.11 f : 

– центральное сечение рассеивателя, восстановленного при отсутствии шумовых помех с 
учетом многократных рассеяний (а); 

– центральные сечения рассеивателя, восстановленного с учетом многократных рассеяний 
по зашумленным данным с амплитудным шумовым отклонением maxns 01.0 f  без ре-

гуляризации (б) и в присутствии регуляризации (в). 
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В первую очередь, теряет устойчивость система (6.65) для нахождения функции 

)',(),(  lk  из функций )',(),(   hh lk  и, как следствие, система (6.67) для 

поля ),(),(  rkr KK  или система (6.71) для угловых гармоник поля )',(
~

qK r . Система 

(6.71) с матрицей ),,(~ qqM K


 r  при неизвестных )',(
~

qK r  и правой частью ),( qrD  

для удобства чтения приводится ниже еще раз: 

,...,2,1,0;),(),(
~

),,(
'

~ 



 qqqKqqM

q
K rrr D   (7.1) 

где 








 





2

0

),(),(),(ˆ),( dExExq rrrD  ,    

       )sincos(exp),( 0  yxikEx r ,    },{ yxr ;     

   ,)],(),([ˆ),(ˆ)(~2),,(~  






 rrr ExExqqqM qqqqK  

       qqqqqq   при0,при1 .       

 
Для анализа помехоустойчивости системы (7.1), тождественной с системой (6.71), далее 

рассматривается зависящая от точки восстановления r  обратная обусловленность )(r  

матрицы ),,(~ qqM K


 r , т.е. отношение абсолютных значений минимального и макси-

мального собственных чисел этой матрицы. Для граничных рассеивателей с размером 

0a  значения )(r  еще не слишком малы для всех точек r . Например, при 

5.00 ak  для мягкого рассеивателя )024.0014.0()(  r  в зависимости от точки r ; 

для жесткого рассеивателя с тем же 5.00 ak , как более слабого, обусловленность су-

щественно лучше: )80.055.0()(  r . С ростом волновых размеров граничного рас-

сеивателя ak 0  и, следовательно, его силы, обусловленность ухудшается. Не только 

уменьшается максимальное значение  , достигаемое в центре рассеивателя, но и проис-

ходит спад величины )(r  по мере увеличения расстояния от центра рассеивателя до те-

кущей точки r . Так, для мягкого рассеивателя с 20a , значения )()( rr   пред-

ставлены на рис. 7.1б. Для жесткого рассеивателя с тем же радиусом 20a  соответ-

ствующие значения в )10010(   раз выше (рис. 7.2б), а при радиусе 0)1611( a  

вид и порядок величины )( r  становятся подобными рис. 7.1б. 

Для жесткого рассеивателя с радиусом 0)1611( a  в незашумленные данные 

рассеяния )',( f  вносилась некоррелированная по направлениям ошибка )',( n  в 
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виде случайной нормально распределенной последовательности, независимой для 

)',(Re n  и )',(Im n , с нулевым средним значением и среднеквадратичным откло-

нением maxns 01.0 f , где )',(max
',

max 


ff . Тогда норма чисто шумовой ком-

поненты равна )3(31.0)',('
2

0

2

0

2   
 

nddn  , и входное амплитудное от-

ношение “помеха/сигнал” (6.82) составляет 03.0fn . Влияние шумовой компо-

ненты на результат восстановления )(ˆ rv  оказывается неодинаковым для разных про-

странственных областей (рис. 7.3б). Присутствие )',( n  почти не влияет на оценку v̂  в 

центральной части рассеивателя и проявляется в возникновении в области границы очень 

сильных паразитных осцилляций )(ˆIm rv , медленно спадающих с расстоянием. Несим-

метричный характер этих осцилляций относительно центра рассеивателя является под-
тверждением их шумового происхождения. Важно, что амплитуда оценки, полученной на 

основе данных рассеяния в виде только шумовой компоненты )',( n , более чем в 310  

раз меньше амплитуды паразитных осцилляций )(ˆIm rv  на рис. 7.3б. Это обстоятельство 

ярко иллюстрирует, что учет эффектов перерассеяния на основном рассеивателе усилива-
ет влияние шумовой помехи на оценку рассеивателя, т.е. ухудшает помехоустойчивость 

решения. С другой стороны, достаточно устойчивое воспроизведение v̂  в центральной 

части и возникновение неустойчивости на периферии позволяют предположить, что по-
мехоустойчивость оценки определяется, прежде всего, явлениями перерассеяния вблизи 

границы, что и сказывается на величине обусловленности матрицы ),,(~ qqM K


 r  в 

данной точке r . В центральной части рассеивателя значения обратной обусловленности 

  матрицы ),,(~ qqM K


 r  наибольшие, и, следовательно, помехоустойчивость выше. 

При приближении к границе рассеивателя величина   резко уменьшается – в десятки раз 

при увеличении расстояния всего на 
24

00 



. Это наблюдается для соизмеримых по силе 

жесткого рассеивателя с 0)1611( a  и мягкого рассеивателя с 20a  (рис. 7.1б). 

Именно это уменьшение   говорит о снижении помехоустойчивости решения и во мно-

го раз усиливает влияние помехи. 
Была предпринята попытка повысить помехоустойчивость решения системы (7.1) 

через регуляризацию МНК-решения этой системы. В полученной с этой целью системе 
 

D



  KKK MKMM ~~~

~
      

 

( 
 KM ~  – эрмитово сопряженная матрица) матрица KK MM ~~ 


  перед обращением 

предварительно регуляризовалась путем добавления к ней E , где E  – единичная мат-

рица,   – коэффициент регуляризации, который выбирался равным произведению отно-
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сительного коэффициента регуляризации 10   и среднего значения диагональных эле-

ментов матрицы KK MM ~~ 

 . Значения 0  были индивидуальны для каждой точки r . 

Регуляризованное решение, полученное при 4
0 103   в присутствии прежней шумо-

вой помехи, представлено на рис. 7.3в. Регуляризация подавила не только паразитные ос-

цилляции v̂Im , но и существенно снизила осцилляции функции v̂Re , вызванные огра-

ничением частот пространственного спектра оценки v̂  кругом радиуса 02k . Эта оценка 

v̂Re  близка к регуляризованному решению, полученному при том же 0  по незашумлен-

ным данным рассеяния. Это говорит о том, что боковые “выбросы” с амплитудой 15.0  

в оценке v̂Re  (рис. 7.3в) связаны с влиянием даже очень слабого шума и ошибок дискре-

тизации при одновременном резком ухудшении обусловленности в этой пространствен-
ной области. 

При дальнейшем незначительном увеличении размера цилиндрического рассеива-
теля помехоустойчивость решения падает чрезвычайно быстро. Так, оценка жесткого рас-

сеивателя с радиусом 0a  даже в отсутствие шумовой помехи оказывается устойчивой 

только для внутренних точек 20r   (рис. 7.4а).  Норма данных для этого рассеива-

теля )3(9.13 f  увеличилась незначительно, по сравнению со случаем жесткого 

рассеивателя при 0)1611( a ; значения же   упали в 100  раз, даже в максимуме 

составляя только 4104)0(  r . Резкий спад величины   до значений 510  на-

блюдается уже на расстоянии около 20  от центра (т.е. внутри рассеивателя, не доходя 

до границы рассеивателя); как следствие – резкие выбросы в оценке v̂  в этой области. 

Здесь помехоустойчивость уже настолько низкая, что на оценке отражаются погрешности 
дискретизации уравнений алгоритма при численном расчете. Введение регуляризации в 
данной ситуации хотя и стабилизирует решение (выбросы подавлены), но не обеспечивает 

приемлемого качества оценки: рис. 7.4б,  7
0 10  (увеличение 0  не улучшает оценки).  

 
 
 

Рис. 7.4.  Центральные се-
чения жесткого рассеивате-
ля цилиндрической формы 
с радиусом 0a  и 

)3(9.13 f , восста-

новленного при отсутствии 
шумовых помех с учетом 
многократных рассеяний 
без регуляризации (а) и в 
присутствии регуляриза-
ции (б).  
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Таким образом, акустически жесткие и мягкие рассеиватели, размер которых при-

ближается к 0 , не удается оценить методами решения обратной задачи, предназначен-

ными для восстановления рассеивателей с плавно меняющимися пространственными ха-
рактеристиками. Особенности, возникающие для граничных рассеивателей с размером 

около 0  или более, отмечались также в работе [404]. Сила таких рассеивателей увеличи-

вается настолько, что ряд Борна–Неймана для них расходится. Однако данные обстоя-
тельства не исключают возможность нахождения границы подобных рассеивателей спе-
циально разработанными для этой цели алгоритмами (некоторые из них здесь уже упоми-
нались). 

В отличие от граничных рассеивателей, в случае плавных рефракционных и (или) 
поглощающих рассеивателей, характерные значения и поведение величины обусловлен-
ности, в зависимости от положения точки r , не связаны непосредственно с присутствием 
в рассеивателе контрастных деталей с малыми волновыми размерами, наподобие границы. 
Например, для сопоставления можно взять уже рассмотренный в § 6.4.2 двумерный реф-
ракционный рассеиватель в виде кольца, внешний и внутренний радиусы которого равны 

0)1625(   и 0)1619(    (рис. 6.5а). Контраст скорости звука внутри кольца 1.00  cc  

приводит к дополнительному набегу фазы волны около 14.0 ; норма данных рассеяния 

)3(8 f . Как и граничный рассеиватель, этот рефракционный рассеиватель создает 

сильное рассеяние назад, а учет эффектов перерассеяния при восстановлении также прин-

ципиально необходим (рис. 6.5б, в, г). Несмотря на это, значения )5.03.0()(  r  дос-

таточно высоки во всей области восстановления, и уменьшения  в области границ рас-

сеивателя не наблюдается. С другой стороны, в § 6.4.3 НГМ-алгоритмом восстанавлива-
лись крупные и контрастные рефракционно-поглощающие рассеиватели с линейным раз-

мером в несколько длин волн. Дополнительный набег фазы для них превышал  , а норма 

данных достигала )3(5.18 f , что заметно превышает аналогичную норму для гра-

ничных рассеивателей с размером около 0 . Тем не менее, значения   не падали ниже 

210 . Приведенные примеры показывают, что пороговое значение 510 , при кото-

ром помехоустойчивость алгоритма становится уже неприемлемо низкой, удалось опреде-
лить благодаря специфике именно граничных рассеивателей. 

Увеличение силы рассеивателя приводит к постепенному ухудшению обусловлен-
ности дискретизованного алгоритма решения обратной задачи. С другой стороны, теория 
решения обратной двумерной монохроматической задачи рассеяния утверждает, что в 
случае дискретизованных данных единственность решения имеет место только для рас-
сеивателей слабых и средней силы [A 2 (глава 6);  367], – см. выше раздел 3.2. Связать эти 
два обстоятельства можно следующим образом. Численная реконструкция всегда предпо-
лагает работу с дискретным набором данных рассеяния. Поэтому неединственность реше-
ния обратной задачи, о которой говорится в случае функционального описания контину-
ального рассеивателя, полей, данных рассеяния и т.п., после дискретизации таких непре-
рывных величин может быть вызвана как недостатком данных, так и собственно неустой-
чивостью решения. Недостаточный объем дискретизованных данных рассеяния можно 
увеличить, по крайней мере, до минимально необходимого объема, который при учете 
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эффектов многократного рассеяния всегда превышает объем независимых дискретизован-
ных параметров, характеризующих сам рассеиватель. По мере роста силы рассеивателя 
минимальный объем увеличивается, однако неустойчивость задачи при этом может не 
только не уменьшаться, но проявляться тем больше, чем сильнее рассеиватель. Это связа-
но с тем, что двумерная монохроматическая задача является безызбыточной, в смысле 
одинаковой размерности пространства данных рассеяния и пространства неизвестных па-
раметров рассеивателя. Данные вопросы обсуждались выше в разделе 3.2  [A 2 (глава 6);  
A 11]. Именно эффект снижения устойчивости вплоть до уровня, неприемлемого с прак-
тической точки зрения, для очень сильных рассеивателей (а граничные рассеиватели все-
гда сильные, поскольку создают сильные искажения падающего поля [A 131 – раз-
дел 17.4] ) и наблюдался при реконструкции. Дальнейшие исследования в этом направле-
нии, направленные на повышение помехоустойчивости процесса восстановления за счет 
многочастотного режима и описанные далее в главе 8, были выполнены с помощью вос-
становления двумерных рефракционных рассеивателей с большим контрастом скорости 

звука (дополнительный набег фазы волны более  ). 

Как итог, можно сделать следующие выводы. Численное моделирование показало, 
что регуляризация оценок, получаемых на основе НГМ-алгоритма, как способ уменьше-
ния влияния на решение помех и ошибок дискретизации задачи, эффективна только если 
рассеиватель таков, что обратная обусловленность решаемых уравнений алгоритма отно-

сительно ),(
~

qK r  еще превосходит величину 510  для всех точек r  внутри рассеи-

вателя. В противном случае, регуляризация стабилизирует решение, но не повышает су-
щественным образом качество восстановления. Можно предположить следующую про-
стую связь обратной обусловленности и точности данных рассеяния, определяемой при-
сутствующими помехами и частотой дискретизации этих данных. Если относительная по-
грешность в данных, являющихся входными при решении системы, превосходит обрат-
ную обусловленность матрицы при неизвестных, то удовлетворительное качество восста-
новления становится невозможным. Такая связь справедлива при решении линейных 
(борновских) обратных задач, и возможное ее отличие для нелинейной (учитывающей пе-
рерассеяния) обратной задачи рассеяния в этих примерах не наблюдалось. 

Надо иметь в виду, что для сильных рассеивателей абсолютные численные величи-

ны обусловленности системы (6.65) для нахождения )',(  , где неустойчивость возни-

кает прежде всего, лучше, чем системы для ),(
~

qK r . Следовательно, величина обуслов-

ленности не является универсальным критерием работоспособности того или иного этапа 
алгоритма; эта величина носит относительный характер и может рассматриваться как кри-
терий помехоустойчивости только в рамках конкретной рассматриваемой системы. Как 
обсуждалось в разделе 6.3, вместо системы (6.71), т.е. (7.1), относительно угловых гармо-

ник ),(
~

qK r  можно решать систему (6.74) относительно угловых гармоник ),(~ qr . Для 

сильных рассеивателей численные значения обратной обусловленности системы относи-

тельно ),(~ qr  могут в несколько раз превосходить соответствующие значения системы 

относительно ),(
~

qK r . При этом итоговая оценка рассеивателя )(rv  получается совер-

шенно одинаковой в обоих случаях, т.е. помехоустойчивость обеих систем одинакова. 
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Раздел 7.2. Восстановление граничных рассеивателей с малыми 
волновыми размерами 

 
Самостоятельный интерес представляют результаты восстановления НГМ-

алгоритмом граничных рассеивателей с предельно малыми волновыми размерами 

10 ak  [А 25]. При численном моделировании полагалось 160   е.д.д. На рис. 7.5а и 

7.6а изображены полученные этим алгоритмом оценки v̂  для мягкого ( )3(7.2 f  ) 

и жесткого ( )3(02.0 f  ) рассеивателей, соответственно, с одинаковым размером 

05.00 ak . Эти оценки имеют два важных отличия. Во-первых, амплитуда боковых ос-

цилляций по отношению к амплитуде главного максимума заметно больше в случае жест-

кого рассеивателя. Это связано с тем, что при данном размере ak0  рассеяние на мягком 

рассеивателе цилиндрической формы носит сугубо монопольный характер, а на жестком – 
монопольно-дипольный [397 (§ 29);  399 (гл. 3, § 4) ]. Поэтому для жесткого цилиндра от-
носительная доля мощности поля, рассеянного в обратном направлении и направлениях, 
близких к нему, больше, чем для мягкого цилиндра. Как следствие, оценка по НГМ-
алгоритму, не учитывающая рассеяние назад, приобретает боковые осцилляции, сильнее 

выраженные в случае жесткого цилиндра. Во-вторых, абсолютные значения оценки v̂  го-

раздо больше (в 200 раз при рассматриваемом ak0 ) для мягкого рассеивателя, чем для 

жесткого. Это связано с различной силой рассеяния при одинаковом волновом размере: 

нормы f  отличаются более чем в 130 раз. Жесткий рассеиватель, начиная с размера по-

рядка 05.00 ak  и менее, становится эквивалентным (с точки зрения наблюдаемого вне 

цилиндра рассеянного поля) некоторому борновскому рассеивателю, т.е. рассеивателю, не 

порождающему перерассеяния. Другими словами, оценка bornv̂  в приближении однократ-

ного рассеяния совпадает с оценкой v̂   (рис. 7.6). При этом обусловленность всех решае-

мых систем уравнений алгоритма практически равна 1, т.е. идеально хорошая. Напротив, 

борновская оценка bornv̂  мягкого рассеивателя при 05.00 ak  имеет сильно выражен-

ную мнимую часть (рис. 7.5б), которая отсутствует в учитывающей перерассеяния оценке 

v̂  (рис. 7.5а), хотя bornˆRev  близка к v̂ . Обратная обусловленность матрицы 

),,(~ qqM K


 r  составляет )5.04.0()(  r , в зависимости от точки восстановления 

r .  
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Рис. 7.5.  Мягкий рассеиватель цилиндрической формы с волновым размером 

05.00 ak ;  )3(7.2 f : 

– центральные сечения рассеивателя, восстановленного при отсутствии шумовых помех с 
учетом многократных рассеяний v̂  (а) и в приближении однократного рассеяния 

bornv̂  (б); 

– центральное сечение результата восстановления в приближении однократного рассеяния 
 -образного (точечного) рассеивателя с единичной нормировкой, когда данные рассеяния 

сформированы в том же приближении: )1(ˆv  (в). 

 
 

 
 
Рис. 7.6.  Жесткий рассеиватель цилиндрической 
формы с волновым размером 05.00 ak ;  

)3(02.0 f :   центральное сечение рассеи-

вателя, восстановленного при отсутствии шумо-
вых помех (результаты восстановления при учете 
многократных рассеяний и в приближении одно-
кратного рассеяния совпадают).  
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При дальнейшем уменьшении ak0 , форма и пропорции оценки v̂  не изменяются; 

ее полная ширина по уровню 0.7 составляет около 40 . Полученная оценка v̂ , пронор-

мированная на свою меру (т.е. объем  rr dv )(ˆ , занимаемый функцией )(ˆ rv  ), является 

некоторой предельной эффективной “аппаратной функцией” НГМ-алгоритма, нелинейного 

относительно данных рассеяния. Это связано с тем, что при 05.00 ak  волновые разме-

ры рассеивателя столь малы, что такой мягкий цилиндр представляет собой почти “точеч-
ное” препятствие с круговой диаграммой рассеяния. 

Таким образом, рассеивающая способность мягкого цилиндра, по сравнению с же-

стким, оказывается гораздо больше, при одном и том же волновом размере 10 ak . Со-
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поставление сечений рассеяния мягкого ( soft ) и жесткого ( hard ) цилиндров с соответ-

ствующими радиусами softaa   и hardaa   подтверждает этот вывод. Так, при 

10 ak :      













soft0

2
soft0

soft
2

soft
1

ln
ak

ak

a
   [189 (Т. II, § 11.2) ], 

hard
23

hard0hard )(
4

3
aak     [189 (Т. II, § 11.2);  397 (§ 29);  398 (гл. 10) ].  

Из условия hardsoft  , означающего приблизительное равенство рассеивающих спо-

собностей мягкого и жесткого цилиндров, вытекает соотношение, связывающее волновые 
размеры “эквивалентных” рассеивателей: 











2
hard0

soft0
)(

1

3

2
exp

ak
ak  .   (7.2) 

Из (7.2) следует, что по силе рассеяния значение 01.0soft0 ak  эквивалентно 

5.0hard0 ak ;  значение 9
soft0 105.9 ak  эквивалентно 25.0hard0 ak ;  значение 

30
soft0 10ak  эквивалентно 1293.0hard0 ak ;  значение 51

soft0 107 ak  эквива-

лентно 1.0hard0 ak . Тем самым, при одинаковом сечении рассеяния, мягкий цилиндр, 

по сравнению с жестким, имеет гораздо меньшие физические размеры. Незначительное 
уменьшение размеров жесткого цилиндра влечет значительное (на много порядков!) 
уменьшение размеров “эквивалентного” мягкого цилиндра. Жесткий цилиндр становится 

квазиборновским при 05.0hard0 ak . Мягкий же цилиндр не становится квазиборнов-

ским ни при каких физически реализуемых размерах. Действительно, уже при 

1252.0hard0 ak  вытекающий из (7.2) размер мягкого цилиндра 32
soft0 10ak  выхо-

дит на уровень, соответствующий (при скорости 1500 м/с и частоте 1 МГц, характер-

ных для звука в мягких биологических тканях) планковскому размеру 3510 м. При этом 

ненулевое значение bornˆImv  в борновской оценке мягкого рассеивателя с 30
soft0 10ak  

все равно присутствует (рис. 7.7), свидетельствуя о наличии процессов “перерассеяния”. 

Одновременно, оценка v̂  того же мягкого цилиндрического рассеивателя по НГМ-

алгоритму является чисто действительной величиной, практически совпадающей, при 

данном soft0ak , с функцией bornˆRev . Отсутствие v̂Im  означает, что даже в случае чрез-

вычайно малых, физически принципиально нереализуемых, волновых размеров рассеива-
телей, НГМ-алгоритм способен учесть процессы перерассеяния, происходящие на рас-

стояниях, на 30 порядков (!) меньших 0 , т.е. далеко за пределами реальной разрешаю-

щей способности алгоритма. Этот факт объясняется строгостью математического аппара-
та алгоритма. Однако даже при таких предельно малых размерах мягкого рассеивателя, 

норма данных )3(14.0 f  и амплитуда оценки v̂  оказываются на порядок больше, 



 
256

чем в случае квазиборновского жесткого рассеивателя с 0500 .ak   (рис. 7.6). С другой 

стороны, при одном и том же размере a , жесткий цилиндр является гораздо более сла-

бым, чем мягкий, причем это различие в силе рассеивателей проявляется тем сильнее, чем 

меньше их размер. Так, жесткий рассеиватель при 30
0 10ak  имеет норму данных 

)3(102.8 60  f . Его оценка v̂ , совпадающая с bornv̂ , в точности повторяет форму 

и пропорции оценки для жесткого рассеивателя при 05.00 ak  (рис. 7.6), однако ампли-

туда оценки v̂  составляет 61105.1  . 

 
 

 
Рис. 7.7.  Центральное сечение мягкого рас-
сеивателя цилиндрической формы с волно-

вым размером 30
0 10ak  и 

)3(14.0 f , восстановленного при от-

сутствии шумовых помех в приближении од-
нократного рассеяния bornv̂ ; оценка v̂  при 

учете многократных рассеяний имеет 

bornˆReˆRe vv  ,   0ˆIm v .  
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Интересно сопоставить приведенные результаты сравнения волновых размеров 

мягкого и жесткого двумерных рассеивателей с трехмерным случаем. Так, сечения рас-

сеяния для мягкой и жесткой сфер с радиусами softaa   и hardaa  , соответственно, со-

ставляют при 10 ak :      2
softsoft 4 a    [189 (Т. II, § 11.3);  399 (гл. 3, § 5)]; 

2
hard

4
hard0hard )()97( aak     [398 (гл. 9);  399 (гл. 3, § 5) ]. 

(Надо иметь в виду, что в [189 (Т. II, § 11.3);  397 (§ 29) ] значение hard  приводится с 

опечатками.)  Из условия hardsoft   следует связь: 3
hard0soft0 )()67( akak  . Тогда 

значение 2
soft0 105.5 ak  эквивалентно 5.0hard0 ak ;  значение 4

soft0 104.4 ak  

эквивалентно 1.0hard0 ak ;  значение 16
soft0 104.4 ak  эквивалентно 

5
hard0 10ak ; и, наконец, уровень планковского размера 32

soft0 10ak  соответствует 

эквивалентной величине 11
hard0 103 ak . Таким образом, при уменьшении волнового 

размера жесткой сферы, соответствующий волновой размер мягкой сферы уменьшается 

гораздо быстрее, по кубическому закону 3
hard0soft0 )(~ akak , хотя эта зависимость и не 

столь резкая, как в двумерном случае. 
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В заключение надо упомянуть проблему акустического рассеяния на точечной не-
однородности и неоднородности монопольного типа с малыми волновыми размерами. 
Проблема рассеяния на точечной неоднородности привлекала внимание исследователей в 
области квантовой теории рассеяния [405;  406], а в контексте НГМ-алгоритма рассматри-
валась в связи с анализом акустического рассеяния на объектах с малыми волновыми раз-
мерами, на границах которых выполняется граничное условие 1-го рода. Вопрос о “точеч-
ном” рассеивателе ( -образном рассеивателе – достаточно сильной неоднородности с ис-
чезающе малыми размерами) интересен по нескольким причинам. Во-первых, оказывает-
ся, что процесс рассеяния на точечном рассеивателе всегда сопровождается многократ-
ным рассеянием, и это интересно уже само по себе. Во-вторых, НГМ-алгоритм учитывает 
многократные рассеяния, что делает процедуру восстановления нелинейной относительно 
экспериментальных данных. В связи с этим, вопрос о виде аппаратной функции данного 
алгоритма более сложен, чем в системах с линейной обработкой. В-третьих, алгоритм не 
учитывает рассеяние назад. Поэтому точечный рассеиватель, одинаково рассеивающий во 
всех направлениях, может служить иллюстрацией характера и степени тех искажений ре-
зультата восстановления, которые вызваны присутствием рассеяния назад. В [407] отме-
чалось, что задача монопольно-дипольного рассеяния от объектов с малыми волновыми 
размерами весьма многогранна и по своему содержанию, и в прикладном отношении. 

Введение представления об исчезающе малой, но достаточно сильной неоднород-
ности среды представляется естественной и удобной идеализацией, использование кото-
рой дает информацию об аппаратных функциях различных алгоритмов и систем, предна-
значенных для восстановления внутренней структуры объектов. Более детальное рассмот-
рение этого представления показывает, однако, что оно требует определенного уточнения 
и осторожности в его использовании. Оказывается, что амплитуда и фаза вторичного ис-
точника, порожденного такой предельно сосредоточенной неоднородностью, не произ-
вольны: так называемый коэффициент перерассеяния, характеризующий вторичный ис-
точник, ограничен по модулю, и его фаза однозначно определяет амплитуду [408]. Такая 
связь между амплитудой и фазой коэффициента перерассеяния является строгим и чисто 
классическим аналогом результата, полученного Л. Д. Фаддеевым и позже другими авто-
рами для  -образных рассеивающих потенциалов в квантовой механике, – см., например, 
[405] и [409], а также ссылки, имеющиеся в этих работах. Ее существование подтвержда-
ется численно на различных примерах, включая анализ аппаратной функции НГМ-
алгоритма [А 25;  A 131 (раздел 17.3) ]. 

Изложенные в [А 25;  A 131 (раздел 17.3) ] результаты относятся к случаю рассея-
ния акустических волн на квазиточечной неоднородности, которая создает рассеянное по-
ле только монопольного типа, причем в отсутствие поглощения. Продолжение исследова-
ний нашло отражение в [A 27], где анализируются два семейства монопольных квазито-
чечных неоднородностей. В [A 28;  A 29;  A 87] дополнительно затрагивается случай ква-
зиточечных неоднородностей в присутствии поглощения. Кроме того, в [410–412] рас-
смотрено рассеяние на квазиточечной неоднородности, которая отличается от фоновой 
среды как скоростью звука, так и плотностью. В поле, рассеянном такой неоднородно-
стью, надо учитывать не только монопольную компоненту, но и дипольную. Процесс рас-
сеяния при этом описывается с помощью матричных функций Грина, что позволяет еди-
нообразно учитывать присутствие рефракционной и плотностной составляющих неодно-
родности. Ограничение на абсолютную величину коэффициентов перерассеяния, а также 
взаимосвязь между амплитудой и фазой рассеянного поля по-прежнему имеют место, но 
описываются более сложными соотношениями.  
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Глава 8. Многочастотное обобщение двумерного 
алгоритма Новикова  

 
Алгоритм Новикова–Гриневича–Манакова (НГМ), подробно описанный и проана-

лизированный в разделе 6.3, предоставляет серьезные перспективы для решения приклад-
ных двумерных монохроматических задач. Детальное исследование этого алгоритма пока-
зало, что область его работоспособности намного больше, чем первоначально предполага-
лось. Тем не менее, при увеличении силы акустического рассеивателя наблюдалось воз-
никновение неустойчивости и повышенной чувствительности к ошибкам в данных рас-
сеяния (см. раздел 7.1). Основная и принципиальная причина этого явления кроется в раз-
мерностной безызбыточности данных рассеяния для двумерной монохроматической зада-
чи. А именно, массив таких данных соответствует двумерно-параметрической области уг-

лов падения и рассеяния )2,0()2,0(  . Той же размерностью “два” характеризуется 

область локализации искомого двумерного рассеивателя конечных размеров. Отсутствие 
размерностной избыточности данных для монохроматической задачи приводит к тому, 
что условия многочисленных теорем и утверждений относительно единственности реше-
ния таких задач (одна из ранних работ в этом направлении – [150] ) носят отчасти более 
ограничительный характер [A 11;  367], по сравнению с трехмерной монохроматической 
задачей [A 11;  280;  367], особенно когда рассматривается конечный объем дискретизо-
ванных экспериментальных данных рассеяния. Эти вопросы поднимались выше в разде-
ле 3.2  [A 2 (глава 6) ]. 

Импульсный, или, во многом эквивалентный ему, многочастотный (полихромати-
ческий) режим снимает ограничение на силу рассеивателя, с точки зрения обеспечения 
единственности решения, поскольку в параметризации данных рассеяния появляется до-
полнительное измерение – частота. Однако простое аддитивное объединение множества 
решений монохроматических задач не является эффективным методом и не эквивалентно 
решению единой задачи, в котором используется факт общности рассеивателя для каждой 
монохроматической задачи. Поэтому необходим более полный метод объединения реше-
ний, который не лежит “на поверхности” и нуждается в дополнительном исследовании. 
Цель настоящей главы – найти и апробировать на численных моделях способ органичного 
объединения многочастотных данных и методов решения множества монохроматических 
задач двумерного рассеяния в виде единого функционального алгоритма. Этот алгоритм 
базируется на монохроматических вариантах решения, развитых в работах 
С. П. Новикова, Л. Д. Фаддеева, П. Г. Гриневича, С. В. Манакова и включающих послед-
ние результаты Р. Г. Новикова. 

Функция рассеивателя ),( jv r  описывает отклонения фазовой скорости звука 

)(rc  и плотности среды )(r  от их значений 0c  и 0  в однородной фоновой непогло-

щающей среде без дисперсии, а также присутствие поглощения в рассеивателе, характе-

ризуемого амплитудным коэффициентом поглощения ),( j r  на частоте j . Присутст-

вие неоднородности плотности желательно учитывать, например, в задачах медицинской 
диагностики, – см. раздел 4.3, а также [A 2 (п. 7.3.1.2);  A 3]. Тогда функция рассеивателя, 
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в пренебрежении малой поправкой ),(~ 2
j r , принимает более общий, по сравнению с 

(6.1), вид (1.17): 

),()(),(),( jjcj vivvv   rrrr  ,   (8.1) 

где 
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для используемой временнóй зависимости полей )exp(~ ti j . В § 4.3.1, а также в 

[A 2 (§ 7.3.1) ] вместо обозначения )(rv  использовалось обозначение )(rP .  Параметр 

j  в аргументах функций сейчас выписывается в явном виде, поскольку в дальнейшем 

будет рассматриваться полихроматический режим зондирования. Полагается, что частот-

ная зависимость коэффициента поглощения характеризуется показателем степени  , т.е. 

 )(~),( jjr . Способ оценки заранее неизвестных значений )(r , зависящих, в 

общем случае, от координат, предлагался выше в разделе 4.3 [A 2 (раздел 7.3) ;  A 3;  A 8;  
A 14;  A 77;  A 78]. 

Из (8.1) следуют характерные частотные зависимости: 
 

,)(~),(;)(const)(;)(~),( 12 
  jjjjc vvv rrrr  (8.2) 

 

где )(const r  означает константу по частоте при каждом фиксированном r . Таким обра-

зом, в общем случае, действительная часть функции рассеивателя 

)(),(),(Re rrr  vvv jcj  представлена двумя компонентами: неоднородностью 

скорости звука ),( jcv r , имеющей квадратичную частотную зависимость, и частотно-

независимой неоднородностью плотности )(rv . Мнимая часть ),(),(Im jj vv   rr  

представлена поглощающей компонентой с соответствующей частотной зависимостью. 
Как и в алгоритме Новикова–Гриневича–Манакова, данными рассеяния при вос-

становлении ),( jv r  может служить классическая амплитуда рассеяния 

);',();,( jj fff  lk  для запаздывающего поля; индекс j  у векторов l  и k  

для краткости опущен. Предполагается, что значения  );,( jf lk   известны для всех на-

правлений вектора   ',0  jkl   (в полярной системе координат) рассеянной волны в 

дальней зоне при каждом фиксированном волновом векторе    ,0 jkk   падающей за-
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паздывающей плоской волны )exp();,();,( cl
00 rkkrkr iuu jj  . Для связности 

изложения ниже в нескольких фразах будут повторены некоторые главные моменты, опи-
санные в разделе 6.1 и касающиеся применения формализма комплексных волновых век-
торов к решению обратных задач. Основополагающим моментом функционально-
аналитических методов является (следуя Л. Д. Фаддееву) математический переход от ре-
шения обратной задачи в физической области действительных волновых векторов 

2RI, lk   в “нефизическую” область комплексных волновых векторов 

IR ikkk  ,   IR illl        

( kk ReR ,  kk ImI ;   ll ReR ,  ll ImI )   

с сохранением условия монохроматичности: 

2
0

22
jk lk   при  2C, Ilk .      

Это условие означает, что IR kk  . Переход в область комплексных k  и l  сопровожда-

ется введением обобщенного волнового поля );,( j kr  на частоте j  и обобщенной 

амплитуды рассеяния );,( jh lk . Эти функции принципиальным образом зависят от 

взаимной ориентации действительной и мнимой частей волновых векторов, и данная за-
висимость сохраняется при предельном переходе к действительным векторам. Поскольку 

IR kk  , то в двумерной задаче допустимы только две ортогональных ориентации век-

тора Ik  относительно вектора Rk : левосторонняя ориентация, обозначаемая как 

 II kk , и правосторонняя  II kk  (рис. 6.1). При бесконечно малой, но перпендику-

лярно ориентированной мнимой части волнового вектора 0
Ik , обобщенное поле 

);,( j kr  принимает предельные значения );,();,( jj   rkr , а обоб-

щенная амплитуда рассеяния – предельные значения );',();,( jj hh   lk ; 

2RI, lk . Важно, что );,( j kr  и );,( jh  lk  не совпадают с их классическими 

аналогами – запаздывающим классическим волновым полем );,();,( cl
jj uu  krkr  

и амплитудой рассеяния );,( jf lk . Это связано с тем, что clu  и f  получаются из   и 

h  при добавке Ik , которая также бесконечно мала, но сонаправлена с вектором Rk . 

В данной главе для полных классических запаздывающих полей будут использо-
ваться уже введенные здесь обозначения 

);,();,( cl
00 jj uu  krkr  ,     );,();,( cl

jj uu  krkr  .   
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Это делается с той целью, чтобы в процессе чтения материала было легче ориентировать-
ся, где речь идет о классических полях, а где о предельных значениях обобщенных волно-

вых полей при бесконечно малых ортогональных добавках 0
Ik .  

 
 

Раздел 8.1. Модифицированный двумерный алгоритм Новикова в 
монохроматическом и полихроматическом режимах 

 
В настоящее время единственным строгим алгоритмом решения обратных двумер-

ных волновых акустических монохроматических задач рассеяния средствами функцио-
нального анализа, доведенным до стадии численного моделирования, является НГМ-
алгоритм. Он обеспечивает строгое решение задачи с учетом эффектов многократного 
рассеяния, однако накладывает ограничения на класс восстанавливаемых рассеивателей. 
Впоследствии НГМ-алгоритм был модифицирован Р. Г. Новиковым [271;  413]. Этот но-
вый вариант двумерного монохроматического алгоритма, обсуждению преимуществ ко-
торого и обобщению на полихроматический случай посвящена настоящая глава, будет да-
лее называться модифицированным двумерным алгоритмом Новикова [A 31;  414]. Надо 
иметь в виду, что в следующей главе 9 будет обсуждаться трехмерный алгоритм Новико-
ва, имеющий достаточно мало общих черт с модифицированным двумерным алгоритмом 
Новикова. Рассматриваемая модификация двумерного алгоритма приведена в упоминав-

шихся работах его автора в терминах комплексных переменных на - плоскости (см. раз-

дел 6.1). В представляемом же ниже изложении все этапы алгоритма описываются в тер-
минах классических углов и координат. 

Первый этап – такой же, как и в исходном НГМ-алгоритме: предельные значения 

обобщенной амплитуды рассеяния );',( jh   находятся из известных классических 

значений амплитуды рассеяния );',( jf   на основе интегрального соотношения  

(6.31), или (6.63)  [124 (уравнение 3.7 главы III );  136 (уравнение 1.7);  271;  335;  386;  
413]: 
 

  ,);',('');',''()''sin();'',(
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2

0
jjj
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fdfhi
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   (8.3) 

 

где  0при0;0при1)(  ttt  – функция Хевисайда. После перехода к дис-

кретным величинам, соотношение (8.3) переходит в систему линейных алгебраических 

уравнений, решаемую при каждом фиксированном угле падения   и фиксированной час-

тоте. 
На втором этапе, уже отличающемся от этапов НГМ-алгоритма, находится класси-

ческое запаздывающее полное волновое поле );,(cl
ju kr . Асимптотика этого поля для 
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удобства переопределяется на единицу при r  путем введения классической моду-

лирующей функции );,()exp();,( clcl
jj ui  krrkkr . Сначала строится вспомо-

гательная функция 
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   (8.4) 

Здесь 
)exp()01(1

1
)(




i
 , где выражение )01(   означает бесконечно малую 

отрицательную ( 0 ) или положительную ( 0 ) добавку к единице; 

 

)]'sin([);',,();',,(  
jj hQ rr  ,  (8.5) 

где  

.},{

;)}]sin'(sin)cos'(cos{exp[);',();',,( 0

yx

yxikhh jjj



 

r

r
   (8.6) 

 

Знание );',,( jB r  позволяет найти поле );,(),( clcl
j rkr  из системы ли-

нейных уравнений: 
 

1');',();',,();,(
2

0

clcl  


dB jjj rrr  .  (8.7) 

 
Соотношения (8.4)–(8.7) справедливы при отсутствии рассеяния назад обобщенных полей. 
Имеется в виду то же самое условие (6.40) или (6.41), которое накладывалось на рассеива-
тель в НГМ-алгоритме. Оно выполняется при условии локализации пространственного 

спектра классических вторичных источников внутри круга радиуса jk02   ( 00 ck jj  )  

с центром в точке k  (6.42). Доказательство связи (8.4)–(8.7), приведенное в 
[413 (ур. (2.25)–(2.34) ) ], подробно воспроизведено в [A 31;  A 131 (раздел 18.1) ] в терми-
нах угловых гармоник полей  

.)exp();,(
2

1
);,(ˆ);,(~

2

0

clclcl 


 


 diqq jjqj rrr   

Пространство угловых гармоник q , принимающих целые значения (т.е. ZZq ), является 

фурье-сопряженным к пространству углов  . Ниже приводятся некоторые соотношения, 
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которые понадобятся в дальнейшем. Так, угловые гармоники функций )(  строго рас-

считываются аналитически и уже приводились в (6.56): 
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q
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q      (8.8) 

 
Кроме того, в разделе 6.2 было показано, что в случае отсутствия рассеяния назад обоб-

щенных полей   справедливы следующие соотношения. Для пересчитанных (путем сня-

тия несущей волны) предельных значений );,()exp();,( jj i   krrkkr , ко-

торые соответствуют двум ортогональным ориентациям бесконечно малой мнимой добав-

ки 0
Ik , 2RIk , имеют место свойства (6.57) их угловых гармоник 
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  (8.9) 

 

В то же время, между предельными значениями );,();,( jj   rkr  и класси-

ческим полем );,(cl
j r  имеет место связь (6.35)  [124 (глава III) ]: 

  .');',()'sin();',();,();,(
2

0

clcl 


  duhiu jjjj rrr   

Это соотношение, с учетом аналогичных переопределений 

,);,()exp();,(,);,()exp();,( clcl
jjjj iui   krrkkrkrrkkr  

т.е.  

);,(}]sincos{exp[);,( cl
0

cl
jjj uyxik  rr  ,   

);,(}]sincos{exp[);,( 0 jjj yxik   rr  ,   

приобретает вид 
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0

clcl 


  dQi jjjj rrrr    (8.10) 

где функции Q  определены в (8.5).  
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В силу свойства (8.8), при численной реализации алгоритма, функцию 

);',,( jB r , приведенную в (8.4), наиболее удобно рассчитывать в пространстве угло-

вых гармоник. Применение фурье-преобразования q̂  по углу   к выражению (8.4), 

правая часть которого является линейной комбинацией циклических сверток, дает: 
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и, с учетом (8.8), 
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Аналогичная операция q̂  применяется к уравнению (8.7): 
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qjjj dqBq  



rrr  ,  где  
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Данное уравнение, после преобразования подынтегрального выражения с помощью соот-
ношения для обратного фурье-преобразования 
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приобретает окончательный вид: 
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Здесь B
~~

 – двойная угловая гармоника (по углам   и ' ): 
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вычисляемая применением к (8.11) дополнительного фурье-преобразования ''
ˆ

q  по уг-

лу ' : 
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для любого ZZ'q .     

Надо обратить внимание, что в (8.13) фигурируют значения );',,(
~~

jqqB r , соответст-

вующие именно номеру )'( q . 

 

На третьем этапе алгоритма из уже найденного классического поля );,(cl
j r  

непосредственно рассчитываются, согласно (8.10), предельные значения обобщенного по-

ля );,( j r , соответствующие бесконечно малой ортогональной добавке 0
Ik : 
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  dQi jjjj rrrr  (8.15) 

Численная реализация этого соотношения опять же может основываться на применении к 

(8.15) операции q̂  и преобразовании подынтегрального выражения с помощью (8.12): 
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При этом для нахождения рассеивателя на последнем этапе нужно рассчитать только гар-

монику );1,(~
jq  r : 
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Последний четвертый этап, как и первый, аналогичен заключительному этапу 

НГМ-алгоритма, – это вычисление искомой функции рассеивателя с помощью соотноше-
ния (6.75)  [137;  352]: 
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где введена новая комплексная переменная  

iyxz  ,   и тогда   


















y
i

xz 2

1
 .   (8.20) 

Соотношение (6.72) НГМ-алгоритма говорит, что в правой части выражения (8.18) вместо 

);,( j r  может присутствовать разность предельных значений 

 );,();,();,( jjjK   rrr  , соответствующих двум ортогональ-

ным ориентациям бесконечно малой мнимой добавки 0
Ik . Однако, согласно (8.9),  

0);1,(~ 
jqr , за счет чего имеют место (8.18), (8.19). Соотношения (8.18), 

(8.19), как и (8.7), справедливы при условии отсутствия рассеяния назад обобщенных 
волн. 

Итак, последовательность реализации модифицированного алгоритма в монохро-

матическом варианте, т.е. при фиксированном j , такова. Из данных );',( jf   нахо-

дятся );',( jh   решением линейных систем (8.3) в пространстве углов при каждом 

фиксированном  . Из );',( jh   строятся функции );',,( jh  r  и 

);',,( jQ  r , согласно (8.5). Нахождение классического поля из линейной системы 

(8.7) равносильно нахождению угловых гармоник этого поля );,(~cl
jq  r  из системы 

(8.13) с учетом выражения (8.14) для B
~~

, в котором );',,(
~~

jqqQ  r  рассчитываются 

применением к );',,( jQ  r  фурье-преобразования по обоим углам. Далее предель-

ные значения обобщенного поля непосредственно рассчитываются на основе значений 

классических полей из (8.15) или, что удобнее, )1( -я угловая гармоника обобщенного 

поля );1,(~
jq  r  рассчитывается из (8.17). Функция рассеивателя находится из 

(8.18) или (8.19), где операция дифференцирования может быть выполнена с помощью 
пространственного фурье-преобразования, однако лучший результат дает метод конечных 
разностей. 

 
 

Изложенная последовательность действий схематически имеет вид: 
 

      );',( jf                );',( jh               );',,( jQ  r            

                                 (8.3)                                (8.5)   
 
 
 

                           );,(~cl
jq  r           );1,(~

jq  r          ),( jv r  . 

   (8.13), (8.14)                            (8.17)                                 (8.19) 
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Модифицированный алгоритм Новикова сохраняет все достоинства НГМ-
алгоритма: локальность по пространственной координате (функция рассеивателя восста-
навливается в фиксированной точке r  независимо от других точек), возможность получе-
ния решения безытерационным способом (поскольку решаемые системы линейны относи-
тельно неизвестных), учет эффектов перерассеяния. В монохроматическом режиме каче-
ство восстановления рассеивателей данным алгоритмом и НГМ-алгоритмом эквивалент-
ны. Оба монохроматических алгоритма имеют одни и те же пределы работоспособности, с 
точки зрения ограничения класса восстанавливаемых рассеивателей. Так, сила рассеива-
теля, определяемая дополнительным набегом фазы волны и полным поглощением или 
усилением при прохождении через рассеиватель, может быть большой, но все же ограни-
чена определенным пределом (он выявлен на языке обратной обусловленности в разде-
ле 7.1), при превышении которого решение теряет устойчивость. Кроме того, оба алго-
ритма остаются строгими только при отсутствии рассеяния назад обобщенных (на случай 
комплексных волновых векторов) волн. В частности, это означает отсутствие рассеяния 
назад классических полей, т.е. исключает наличие границ или областей с резким измене-
нием фазовой скорости звука. Данное ограничение не является спецификой конкретного 
алгоритма, но отражает общие характерные особенности решения двумерной монохрома-
тической обратной задачи рассеяния, – см. выше раздел 3.2  [A 2 (глава 6);  A 11]. Оно 
может быть выполнено для рассеивателей с компактным пространственным спектром; в 
противном случае при восстановлении происходит сглаживание формы рассеивателя и 
вносится погрешность в оценку его характеристик (см. § 6.4.2). 

 
Эквивалентность в монохроматическом режиме оценки функции рассеивателя мо-

дифицированным алгоритмом и НГМ-алгоритмом проиллюстрирована в [414] на примере 
несимметричного рефракционно-поглощающего рассеивателя. 

По сравнению с НГМ-алгоритмом, модифицированный алгоритм имеет важные в 
практическом отношении преимущества. Во-первых, уже в монохроматическом режиме 
существенно сокращается число вычислительных операций, поскольку системы уравне-

ний требуется решать только на двух (вместо трех) этапах – при нахождении h  и h  из 

данных рассеяния f  и при нахождении классического поля. Во-вторых, модифицирован-

ный алгоритм восстанавливает классическое поле );,(cl
j kr , или );,(cl

ju kr  вме-

сто разности предельных значений обобщенных полей   . Тогда восстановленные 

);,(cl
ju kr  и ),( jv r  позволяют рассчитать значения классических вторичных источ-

ников );,(),();,( clcl
jjj uvII  krrkr  и далее оценить важную характери-

стику рассматриваемого класса рассеивателей – ширину области локализации пространст-

венного спектра вторичных источников   rrξkrkξ diII jj )exp();,();,(
~ clcl . 

Символ “~” над функцией здесь означает фурье-преобразование по пространственной пе-

ременной, а не по угловой, что понятно из смысла приводимых аргументов;  ξ  – вектор 

пространственной частоты. Знание упомянутой ширины позволяет обеспечить адекватное 
описание обратной задачи в терминах дискретных величин, а также единственность и ус-
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тойчивость последующего решения, – см. выше раздел 3.2  [A 2 (глава 6);  A 10;  A 11], – 
что важно иметь в виду при постановке эксперимента.  

Третье преимущество модифицированного алгоритма связано с важным вопросом, 
касающимся возможности обобщения алгоритма на полихроматический режим. Дело в 
том, что решение обратной двумерной монохроматической задачи становится тем менее 
устойчивым, чем сильнее рассеиватель. Эта ситуация не зависит от конкретного способа 
решения, поскольку она обусловлена размерностной безызбыточностью двумерной моно-
хроматической задачи, – см. см. выше раздел 3.2  [A 2 (глава 6);  A 11]. Потеря устойчиво-
сти решения происходит в модифицированном алгоритме и в НГМ-алгоритме в равной 
мере, т.е. сильный рассеиватель, восстанавливающийся искаженно из-за потери устойчи-
вости решения НГМ-алгоритма (см. раздел 7.1), имеет ту же степень искажения и при вос-
становлении модифицированным алгоритмом. Несмотря на то, что данные монохромати-
ческие алгоритмы успешно восстанавливают двумерные рассеиватели достаточно боль-
шой силы (см. раздел 6.4), на практике (в том числе, в задачах медицинской диагностики) 
могут встречаться рассеиватели настолько сильные, что устойчивость решения в моно-
хроматическом режиме утрачивается. Единственный путь преодоления неустойчивости – 
переход к импульсному или полихроматическому режиму томографирования. Важно, что 
качество решения при одновременном и взаимосвязанном использовании всего объема 
многочастотных данных оказывается существенно выше по сравнению с результатом про-
стого усреднения отдельных монохроматических решений. Анализ НГМ-алгоритма и его 
модификации показал нетривиальность их обобщения на импульсный режим (авторами 
алгоритмов этот вопрос не рассматривался). Причина нетривиальности заключается в сле-

дующем. В уравнениях (8.3), предназначенных для нахождения );',( jh  , амплитуда 

рассеяния );',( jf   входит не только в правую часть, но и в оператор при неизвест-

ных h , и при обобщении этих уравнений на импульсный режим произведение 

);',''();'',( jj fh   переходит в свертку (по времени) временных аналогов со-

ответствующих функций );'',( th   и );',''( tf  . Длительность (по t ) функции 

);',( tf   близка к длительности scT  рассеянного сигнала. Тогда разложение в ряд Бор-

на–Неймана временнóго аналога уравнений (8.3) показывает, что длительность функций 

);',( th   увеличивается, по сравнению с scT , пропорционально количеству актов 

(кратности) рассеяния и, следовательно, может во много раз превосходить scT  для силь-

ных рассеивателей. Поскольку при построении функций );',( th   необходимо рас-

сматривать весь временнóй интервал их локализации, это будет чрезмерно увеличивать 
вычислительные затраты и размерность дискретизованных величин. В НГМ-алгоритме 

последующие этапы нахождения характеристик обобщенных полей на основе h  требуют 

дальнейшего расширения анализируемого временнóго интервала. В модифицированном 
алгоритме такого нового расширения не будет возникать, так как из (8.7) или (8.13) на ос-

нове h  находятся полные классические поля, длительность процессов в которых, по фи-
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зическому смыслу, определяется суммой длительностей падающего и рассеянного сигна-

лов и близка к scT . 

В связи с отмеченной вычислительной трудностью непосредственной обработки 
данных, полученных в импульсном режиме, внимание было обращено на возможность 
восстановления рассеивателя на основе совокупности монохроматических данных, полу-

ченных на разных частотах j ,  Jj ,1 ;  J  – общее количество частот. При этом свя-

зующим звеном является общность (единство) искомого рассеивателя для всех частот. 
Тем самым, уравнения связи следуют из априорно известной частотной зависимости (8.2) 
для рефракционной, плотностной и поглощающей компонент рассеивателя: 
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  (8.21) 

Одновременно, согласно (8.19), 
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откуда  
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  (8.23) 

Значения );1,(~
jq  r  можно выразить через классические поля или их угловые 

гармоники с помощью (8.17). В (8.23) фигурируют значения пространственных производ-

ных 
z

q j



  );1,(~ r
, вычисление которых непосредственно из );1,(~

jq  r  

требует знания функции );1,(~
jq  r  не только в фиксированной точке r , но и в ее 

окрестности, что нарушает (после дискретизации по r ) локальность задачи по координа-
там r . Для сохранения локальности, уравнения (8.7) или (8.13) нужно дополнить уравне-
ниями, получающимися при дифференцировании (8.7) или (8.13) по комплексной пере-

менной iyxz  : 



 
270
























































,0'
);',(

);',,(

);',(
);',,();,(

;1');',();',,();,(

cl

cl
2

0

cl

2

0

clcl

d
z

B

z

B

z

dB

j
j

j
jj

jjj

r
r

r
rr

rrr

    

или в пространстве угловых гармоник:  
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  (8.24) 

При таком приеме пространственные производные z cl  или z cl~  рассматрива-

ются как дополнительные неизвестные в фиксированной точке r , что приводит к расши-
ренной системе локальных уравнений. Объединением всех систем вида (8.24), записанных 

при каждой из частот j , служат уравнения связи (8.21) с учетом (8.23). После записи со-

отношений (8.23) в терминах );,(~cl
jq  r  с помощью (8.17), система уравнений (8.21)–

(8.24), в которую уравнения связи (8.21), (8.23) включаются с весовыми коэффициентами, 
может быть решена при каждом фиксированном r  сразу относительно всех неизвестных: 

);,(~Re cl
jq  r , );,(~Im cl

jq  r ,  zq j  );,(~Re cl r ,  zq j  );,(~Im cl r , 

),( jcv r , )(rv , ),( jv  r . Надо заметить, что в отсутствие уравнений связи система 

уравнений (8.24) распалась бы на две отдельные системы: одна для );,(~cl
jq  r , а дру-

гая (решаемая после нахождения cl~ ) – для zq j  );,(~cl r . 

 
Вычислительная сторона заметно упрощается, когда рассеиватель представлен 

только одной его компонентой или же все присутствующие компоненты имеют одинако-
вую частотную зависимость. Тогда условия (8.21) записываются сразу относительно пол-

ной функции ),( jv r . Например, если плотностной компонентой можно пренебречь, а 
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коэффициент поглощения рефракционно-поглощающего рассеивателя обладает линейной 

частотной зависимостью ( 1 ), то: 
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т.е., с учетом (8.19),  
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Интегрирование данного соотношения по комплексной переменной z  дает: 
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Эта константа 0const z , что следует из рассмотрения предела z , где 

r 22 yxiyxz   [A 31;  A 131 (раздел 18.1) ]. Таким образом, 

0
);1,(~);1,(~

1,0

1

0












j

j

j

j

k

q

k

q rr
 .  (8.26) 

В (8.26) значения );1,(~
jq  r  выражаются через );,(~cl

jq  r  из (8.17), что при-

водит к окончательному виду уравнений связи: 
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   (8.27) 

Эти соотношения добавляются, как связующие, к уравнениям (8.13), рассматриваемым 

для всех Jj ,1 . Таким образом, не требуется ни искать z cl~ , ни разделять неиз-
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вестные функции на компоненты. Далее для простоты (но без ограничения общности по-
лучаемых результатов!) будет рассматриваться именно этот вариант уравнений связи. 

Важно подчеркнуть, что модифицированный алгоритм обеспечивает значительно 
более эффективное обобщение на полихроматический режим (в этом его третье преиму-
щество), чем НГМ-алгоритм. Причина этого заключается в том, что в НГМ-алгоритме 
система (6.71) или эквивалентная ей система (6.74), к которой добавляются полихромати-
ческие условия связи, решается, по сути, относительно отрицательных угловых гармоник 

предельных значений обобщенных полей );0,(~
jq  r , что непосредственно видно 

из (6.74). При этом уравнения связи типа (8.25) выражаются, согласно (8.19), не через все 

неизвестные );0,(~
jq  r , а только через )1( -ю гармонику );1,(~

jq  r . 

Остальные неизвестные в уравнениях связи не участвуют. В модифицированном же алго-
ритме основная система решается относительно классических полей (8.7) или их угловых 
гармоник (8.13). При этом те же уравнения связи выражаются через все неизвестные гар-

моники );,(~cl
jq  r , благодаря чему обеспечивается гораздо более жесткая связь неиз-

вестных при разных j , чем в НГМ-алгоритме. Кроме того, повышению устойчивости 

полихроматического варианта модифицированного алгоритма также способствует отсут-

ствие интегрального уравнения (6.65) для функции );',( j , по физическому смыслу 

связывающей, согласно (6.32), предельные значения );,( j r  и );,( j r  в 

НГМ-алгоритме;   );,()sincos(exp);,( 0 jjj yxik   rr  . При уве-

личении силы рассеивателя система уравнений (6.65) для нахождения );',( j  из 

);',( jh   первой становится неустойчивой в последовательно реализуемой цепочке 

уравнений НГМ-алгоритма. 
Монохроматический модифицированный алгоритм Новикова состоит из несколь-

ких этапов, выполняемых последовательно. По этой причине в полихроматическом вари-
анте не удается объединить, через условия связи для разных частот, сразу все этапы алго-
ритма (так же как и НГМ-алгоритма) в единую систему, решаемую относительно сразу 

всей совокупности неизвестных h  и cl  на основе полихроматических данных при со-

хранении линейности относительно неизвестных. Причина этого – в нелинейности ис-
пользуемых соотношений относительно данных рассеяния (благодаря чему учитываются 
процессы перерассеяния). Тогда уравнения (8.7) или (8.13) становятся нелинейными отно-

сительно неизвестных h  (они формируют функцию B ) и cl , если функции h  не бу-

дут отдельно вычислены из (8.3). Таким образом, рассмотрение единой системы (8.3), 
(8.13) с уравнениями связи (8.27) требует решения системы нелинейных уравнений, со-
держащих произведение неизвестных. В связи с этим, для сохранения линейности в пред-
лагаемом полихроматическом алгоритме, система уравнений (8.3) для нахождения 

);',( jh   из );',( jf   решается независимо для каждой из используемых час-

тот, после чего значения );,(~cl
jq  r  при каждом фиксированном r  находятся одно-
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временно для всех частот из полихроматической системы (8.13) в совокупности с уравне-

ниями связи (8.27) в количестве 1J . Поскольку уравнения связи делают эту систему 

избыточной, используется ее решение методом наименьших квадратов (МНК). При этом в 
решаемой МНК-системе роль подсистемы уравнений связи можно регулировать, предва-

рительно умножая уравнения связи (8.27) на весовой коэффициент  . Далее из (8.17) рас-

считываются );1,(~
jq  r  отдельно для каждой j . Итогом полихроматического 

варианта алгоритма Новикова являются оценки 

),(ˆ)(ˆ),(ˆ),(ˆ poly)(poly)(poly)(poly jjcj vivvv   rrrr    

функции рассеивателя ),()(),(),( jjcj vivvv   rrrr ,  рассчитанные из (8.19) 

или (8.23) для каждой из частот в отдельности. Однако, в силу введенных условий связи 
(8.21), отношения 
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  (8.28) 

не зависят от частоты (это обеспечивается заданием достаточно большого весового коэф-

фициента   для уравнений связи, используемых при МНК-решении), и получаемые далее 

оценки )(ˆ poly)( rcw ,  )(ˆ poly)( rw ,  )(ˆ poly)( rw  будут называться полихроматической 

оценкой функции рассеивателя. Данный полихроматический алгоритм сохраняет все дос-
тоинства монохроматического модифицированного алгоритма. 

Раздел 8.2. Численное моделирование полихроматического алгоритма 
 
Полихроматический алгоритм нигде не использует факт какого-либо типа симмет-

рии формы рассеивателя. Использование при численном моделировании полихроматиче-
ского режима двумерных рассеивателей круговой (цилиндрической) формы никак не ог-
раничивает общности результатов их восстановления. Выбор круговой формы связан 
только с тем, что для таких рассеивателей существует точное аналитическое решение 
прямой задачи, и при этом сила рассеивателя может быть сколь угодно большой. Так, ре-
шение прямой задачи в виде классического рассеянного поля, приведенное в 
[188 (гл. IX, § 7, п. 1) ] для случая точечных излучателей и приемников, асимптотическим 
переходом было приведено к случаю плоских падающих волн и рассеянных (при переходе 
к дальней зоне) волн 

  .1);,()exp();,();,();,( clcl
0

cl
sc  jjjj iuuu krrkkrkrkr   
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Амплитуда рассеяния );,( jf lk  рассчитывалась из scu  согласно соотношению (6.5) 

для двумерной задачи и временнóй зависимости полей )exp(~ ti j : 
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Во всех рассматриваемых далее примерах с рассеивателями цилиндрической фор-

мы радиуса a , показатель преломления рассеивателя полагался равным 1.10 cc   ( c  – 

скорость звука внутри цилиндра, бесконечно длинного в третьем измерении), т.е. рассеи-
ватель задавался фокусирующим. Соответствующий относительный контраст скорости 

звука составляет 091.01
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где 00 ck jj  ,  ck jj  . Эффекты перерассеяния поля внутри фокусирующего 

рассеивателя ( 10 cc ) выражены значительно сильнее, по сравнению с дефокусирую-

щим рассеивателем ( 10 cc ), при одной и той же абсолютной величине относительного 

контраста 0cc . Поэтому именно фокусирующие рассеиватели были выбраны для ил-

люстрации возможного эффекта возникновения неустойчивости решения обратной задачи 
в монохроматическом режиме и стабилизации решения в полихроматическом режиме за 
счет объединения одночастотных решений через условия связи. Радиус всех цилиндров 

составлял max
03a , где 8max

0   е.д.д. – длина волны, соответствующая самой низкой 

частоте. Тогда  2.1  при max
00  j , и   увеличивается пропорционально росту 

частоты. Такой достаточно большой набег фазы в сочетании с фокусирующим характером 
рассеивателя приводит к сильно выраженным эффектам перерассеяния. 

Для рефракционного рассеивателя с поглощением показатель преломления пола-

гался равным 
j

j

k
i

c

c

0

0
),( 


r

. Мнимая добавка jj k0),(  r  задавалась независящей 

от частоты j , что соответствовало линейной зависимости от j  коэффициента погло-

щения внутри рассеивателя ),( j r . Это нисколько не ограничивает общности получае-

мых далее результатов, но удобно при численном моделировании, поскольку 

),(Im),( jj vv  rr  приобретает квадратичную частотную зависимость 2~ j , так 

же, как и ),(Re),( jjc vv  rr   (в пренебрежении малой поправкой ),(~ 2
j r  ). 

Тогда в (8.1) 2),( jjv r  не зависит от частоты, что позволяет использовать уравнения 

связи (8.25), приводящие к (8.27). В то же время, такой вид частотной зависимости не ре-
док в биологических тканях [309]. 



 
275

Для рефракционно-поглощающего рассеивателя, результаты восстановления кото-

рого приведены на рис. 8.1, полагалось 03.0),( 0  jj kr . Рассматривались девять 

длин волн jj k00 2   в диапазоне от 5.7min
0   е.д.д.  до 8max

0   е.д.д.  (т.е. отно-

сительная ширина полосы составляет 063.0)( max
0

min
0

max
0   ) с шагом дискретиза-

ции 0625.00   е.д.д. Амплитудное поглощение при распространении волны вдоль 

диаметра рассеивателя приводит к уменьшению амплитуды волны в )2exp(  a  раз, т.е. 

в 3 раза на самой низкой частоте. 

При восстановлении этого и последующих цилиндрических рассеивателей в моно-
хроматическом и полихроматическом режимах учитывалось следующее обстоятельство. В 

данных рассеяния );',( jf   присутствует рассеянное назад поле, являющееся своего 

рода помехой при восстановлении. Поэтому, для уменьшения его влияния, функции 

);',( jh  , найденные из (8.3) при заданном );',( jf  , подвергались фильтрации 

(по углам). Функция фильтра не зависела от j  и задавалась в виде 

 'cos15.0)'(   . В последующих этапах алгоритма везде участво-

вала функция )'();',( 
jh  вместо );',( jh  . Численное моделирова-

ние показало, что фильтрация значений );',( jh   значительно эффективнее фильт-

рации значений );',( jf  . Это можно объяснить тем, что );',( jh   находится 

на основе произвольного );',( jf   из строгих уравнений Фаддеева (8.3), а далее 

классическое волновое поле находится на основе );',( jh   из соотношений, предпо-

лагающих отсутствие рассеяния назад обобщенных полей. При фильтрации именно 

);',( jh   влияние этого обратного рассеяния устраняется в большей степени. 

Оценки 2
0),(ˆ jj kv r , полученные модифицированным алгоритмом в монохрома-

тическом режиме при соответствующей длине волны j0 , приведены на рис. 8.1а. Шумо-

вые помехи в данных рассеяния );',( jf   отсутствовали, однако качество восстанов-

ления в выбранном диапазоне длин волн оказалось неудовлетворительным: оценки иска-

жены сильными флуктуациями и резкими выбросами (при 5.70  j  е.д.д.). Уменьшение 

шага дискретизации по углам   и '  не изменяло характера оценок, и, следовательно, 

искажения вызваны именно неустойчивостью монохроматического решения из-за боль-
шой силы рассеивателя. Как показало моделирование различных рассеивателей, возник-
новение неустойчивости монохроматической оценки в конкретной точке r  сопровожда-

ется уменьшением обратной обусловленности матрицы );',,(
~~

2 jqqBE  r   ( E  – 

единичная матрица) при неизвестных угловых гармониках классического поля cl~  в сис-

теме (8.13) до  310)53(    (рис. 8.1б).   (Под обратной обусловленностью понимает-
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ся модуль отношения минимального собственного значения матрицы к максимальному.)   
Для рассматриваемого рефракционно-поглощающего рассеивателя неустойчивость в обо-
значенном диапазоне длин волн возникает не только вблизи границы рассеивателя, но и в 
глубине него (рис. 8.1а). 
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Рис. 8.1. Рефракционно-поглощающий рассеиватель цилиндрической формы радиуса 

max
03a  с фокусирующим контрастом скорости звука 09.00  cc ; набег фазы 

)4.12.1(   и амплитудное поглощение в рассеивателе – в 6.33   раза в 

рабочем диапазоне ]8;5.7[0  j  единиц дискретизации длины:  

– центральные сечения действительной (сплошная линия) и мнимой (пунктирная линия) 

части монохроматических оценок рассеивателя 2
0),(ˆ jj kv r  при трех длинах волн в 

отсутствие шумовых помех (а); 
– значения (в центральном сечении) обратной обусловленности матрицы при угловых 

гармониках классического поля в монохроматической системе уравнений при 
5.70  j е.д.д. (б); 

– полихроматическая оценка )0,(ˆ poly yxw  (слева) в сравнении со среднеарифметиче-

ским значением монохроматических оценок )0,(ˆ yxv  (справа) при использовании 

девяти длин волн (в); истинные значения действительной (сплошная линия) и мнимой 
(пунктирная линия) частей рассеивателя изображены более тонкой линией соответст-
вующего типа. 
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Весовой коэффициент   для уравнений связи (8.27), добавляемых к системе (8.13) 

в полихроматическом режиме, должен быть настолько большим, чтобы итоговая оценка 
(8.28), т.е.  

2
0

poly
poly

),(ˆ
)(ˆ

j

j

k

v
w




r
r   при  1   и  0v  ,    

была одинаковой при всех j0 . Дальнейшее увеличение   не изменяет этой оценки. Да-

лее везде полагалось 5 ; регуляризация МНК-решения системы не требовалась. Поли-

хроматическая оценка рефракционной и поглощающей частей рассеивателя при использо-

вании девяти длин волн j0  в диапазоне от 5.7  е.д.д. до 8  е.д.д. с шагом 

0625.00   е.д.д. (рис. 8.1в, слева) дает результат, близкий к истине. В общем случае, 

при измерениях на разных частотах j  независимая информация о рассеивателе достига-

ется при шаге дискретизации по частотам sc2 T , где scT  – характерная длитель-

ность рассеянного сигнала. Дальнейшее уменьшение этого шага не улучшает качества по-
лихроматической оценки в отсутствие помех и позволяет только уменьшить влияние час-
тотно-независимых помех в их присутствии. При заметно выраженных эффектах перерас-

сеяния волн и, тем более, при резонансных эффектах, длительность scT  значительно пре-

восходит ее значение 02 cL   ( L  – линейный размер рассеивателя), соответствующее 

однократному рассеянию. 
 
Для иллюстрации принципиальной роли уравнений связи, на рис. 8.1в (справа) 

приводится результат простого усреднения соответствующих наборов монохроматиче-

ских решений ),(ˆ jv r  с учетом характерной квадратичной частотной зависимости:  







J

j j

j

k

v

J
v

1
2
0

),(ˆ1
)(ˆ

r
r      ( 1 ,   0v ) .    

Амплитуда осцилляций в такой среднеарифметической оценке снизилась, по сравнению с 
отдельными монохроматическими решениями. Однако присутствующие сильные выбросы 
свидетельствуют, что проблема неустойчивости решения не ликвидирована усреднением.  

Пример следующего рефракционного рассеивателя интересен тем, что качество ча-

стного монохроматического решения при 1875.60  j  е.д.д. практически идеально 

(рис. 8.2а). Однако при следующем, большем значении 25.60  j  е.д.д., отличающемся 

от предыдущего незначительно, восстановленное изображение оказывается неудовлетво-

рительным (рис. 8.2б), а при дальнейшем увеличении j0  качество решения немонотонно 

улучшается, и затем опять ухудшается при 5.60  j  е.д.д. Тем самым, устойчивость мо-

нохроматического решения не всегда монотонно возрастает при снижении рабочей часто-
ты. Это объясняется тем, что за счет сложного характера эффектов перерассеяния, эффек-
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тивная сила рассеяния может как уменьшаться, так и увеличиваться (хотя амплитуда 
функции рассеивателя (8.1) уменьшается).  
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Рис. 8.2.  Действительная (сплошная линия) и мнимая (пунктирная линия) части моно-

хроматических оценок 2
0),(ˆ jj kv r  рефракционного рассеивателя цилиндрической 

формы радиуса max
03a  с фокусирующим контрастом скорости 09.00  cc  при 

1875.60  j е.д.д. (а) и 25.60  j е.д.д. (б) в отсутствие шумовых помех; набег фазы 

 6.1 .  

 
 
 

В еще более длинноволновом диапазоне j0  от 7  е.д.д.  до  8  е.д.д. монохромати-

ческие оценки становятся устойчивыми и в отсутствие помех воспроизводят рассеиватель 
практически идеально (рис. 8.3а). Надо обратить внимание, что для рассеивателя с тем же 
контрастом скорости, но обладающим существенным поглощением, восстановление в том 
же длинноволновом диапазоне уже становится неустойчивым, приводя к сильным иска-
жениям воспроизведенных значений характеристик рассеивателя (рис. 8.1а). Это говорит 
о том, что присутствие поглощения в рассеивателе дополнительно искажает внутреннее 
волновое поле и тем самым приводит к увеличению эффективной силы рассеивателя. 

Практический вывод из описанной ситуации таков. В условиях реальной томогра-
фии фиксированный фрагмент изображения может восстанавливаться на разных частотах 
с существенно разным качеством, заранее точно неизвестным. Использование же поли-
хроматического режима, при достаточно большом количестве частот, позволяет обеспе-
чить адекватное восстановление акустических характеристик рассеивателя. 

Диапазон j0  от 7  е.д.д. до 8  е.д.д. использовался для сопоставительного анализа 

полихроматической оценки рассеивателя и результата среднеарифметического усреднения 
монохроматических решений в присутствии случайных помех. В данные рассеяния 

);',( jf   на каждой из частот вносилась нормально распределенная случайная шу-

мовая помеха с нулевым средним и стандартным амплитудным отклонением 

)()( nsns jj f   независимо для действительной и мнимой частей помехи, т.е. 

ns2  – полное стандартное отклонение для комплексной помехи. Здесь 
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2

0

2
2

0
2

);',('
)2(

1
)( jj fddf  – среднеквадратичное значение данных 

рассеяния, индивидуальное для каждой частоты j ;  ns  – относительный коэффициент 

зашумления. Для всех j  помехи независимы. 
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Рис. 8.3.  Рефракционный рассеиватель цилиндрической формы радиуса max
03a  с фо-

кусирующим контрастом скорости 09.00  cc ; набег фазы )4.12.1(   в 

рабочем диапазоне ]8;7[0  j  единиц дискретизации длины. В данных рассеяния при-

сутствует шум со стандартным амплитудным отклонением )(5.0)(ns jj f  : 

– действительная (сплошная линия) и мнимая (пунктирная линия) части монохроматиче-

ской оценки рассеивателя 2
0),(ˆ jj kv r  при 70  j е.д.д. в отсутствие (а) и в присут-

ствии (б) шумовых помех; 
– действительная часть амплитуды рассеяния при 70  j е.д.д. (в) в отсутствие (толстая 

линия) и в присутствии (тонкая пунктирная линия) шума; 
– полихроматическая оценка рассеивателя )0,(ˆ poly yxw  (слева) и среднеарифметиче-

ское значение монохроматических оценок )0,(ˆ yxv  (справа) при зашумленных дан-

ных (г); истинные значения действительной (сплошная линия) и мнимой (пунктирная 
линия) частей рассеивателя изображены более тонкой линией соответствующего типа. 
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Ожидаемый в томографических экспериментах уровень зашумления данных, соот-

ветствующий 03.0ns  , практически не искажает, по сравнению со случаем незашум-

ленных данных, сколько-нибудь существенным образом монохроматические оценки 
(рис. 8.3а). Численное моделирование показало, что пока шумы не приводят к возникно-
вению эффектов неустойчивости монохроматических решений, полихроматическое реше-

ние )(ˆ poly rw  практически совпадает со среднеарифметическим монохроматических оце-

нок )(ˆ rv . Увеличение количества используемых частот приводит только к уменьшению 

амплитуды флуктуаций обеих оценок. При 5.0ns   амплитуда шумовых помех стано-

вится близкой к максимальной амплитуде незашумленных данных (рис. 8.3в). Уровень 
шумов уже такой большой, что погрешности монохроматической оценки сравнимы или 
даже значительно превышают истинные значения функции рассеивателя (рис. 8.3б). Кро-
ме того, шумы настолько увеличивают амплитуду рассеяния, что на более коротких дли-

нах волн диапазона ]8;7[0  j  е.д.д. возникает неустойчивость монохроматического 

решения, проявляющаяся в виде выбросов большой амплитуды и сильного общего иска-
жения оценки. В этой ситуации полихроматическое решение не только усредняет влияние 
случайных шумов, но и дополнительно стабилизирует решение, что видно из сравнения 
полихроматической и среднеарифметической оценок при использовании девяти длин волн 
(рис. 8.3г). 

 
Таким образом, полихроматический вариант двумерного модифицированного ал-

горитма Новикова, сохраняя все достоинства монохроматического варианта этого алго-
ритма (см. раздел 8.1) и модифицированного алгоритма Роуза (см. раздел 6.2), позволяет с 
достаточной уверенностью восстанавливать рассеиватели, для которых по причине их си-
лы успех монохроматических алгоритмов не гарантирован либо вообще не возможен. Тем 
самым, полихроматический вариант оказывается устойчивым и позволяет реконструиро-
вать сильные рассеиватели, не поддающиеся адекватному воспроизведению в монохрома-
тическом режиме. Необходимое количество частот нуждается в оценке для конкретной 
решаемой задачи. Оно зависит от класса томографируемых рассеивателей – их силы в ис-
пользуемом частотном диапазоне и сложности пространственной структуры. Достижимая 
помехоустойчивость алгоритма к случайным помехам достаточна, в ряде случаев, для 
практических целей даже в монохроматическом режиме, и растет с увеличением количе-
ства используемых частот, давая возможность реализовать импульсный режим томогра-
фирования в сочетании с мощными функциональными методами восстановления. 
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Глава 9. Решение трехмерной монохроматической 
обратной задачи рассеяния алгоритмом Новикова 
 
Трехмерные системы акустического томографирования в настоящее время нахо-

дятся  еще  в процессе  развития  как в техническом,  так и  в алгоритмическом  плане 
[282–286]. Разрабатываемые практические системы в своем большинстве представляют 
собой объединение большого числа двумерных систем, так как обмен между слоями 
предполагается слабым и почти не учитывается [214;  215;  239;  243;  293]. В более разви-
той схеме трехмерной томографии [283–286] на первом этапе предполагается использо-
вать лучевые и борновские подходы. Более подробно о современном состоянии акустиче-
ских томографических систем говорилось выше в разделе 4.1 [A 2 (раздел 7.1) ]. В на-
стоящей главе обсуждаются впервые полученные результаты численного моделирования 
решения обратной трехмерной задачи рассеяния акустических (скалярных) волн [A 30;  
A 93;  414] с помощью монохроматического функционально-аналитического алгоритма 
Новикова [415;  416], учитывающего эффекты многократного рассеяния при постановке 
задачи, близкой к строгой. С точки зрения используемого подхода, алгоритм Новикова 
представляет собой модификацию предшествующего ему трехмерного алгоритма Новико-
ва–Хенкина [A 32;  A 92;  414]. 

 
 

Раздел 9.1. Основные соотношения для волновых векторов и данных 
рассеяния в трехмерном пространстве 

 

Функция рассеивателя (рассеивающий потенциал) )(rv , восстанавливаемая при 

решении монохроматической обратной задачи рассеяния, характеризует неоднородность в 

виде отклонения скорости звука )(rc  и амплитудного коэффициента поглощения или 

усиления ),(  r  внутри области рассеяния от их значений в фоновой среде. В случае 

однородного изотропного непоглощающего фона, в котором при постоянной плотности 

скорость звука равна 0c , а волновое число составляет 0k , функция рассеивателя имеет 

вид (6.1): 
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  ;  (9.1) 

временнáя зависимость полей полагается )exp(~ ti .  

Экспериментальными данными для трехмерного алгоритма Новикова являются 

значения классической амплитуды рассеяния ),( lkff   для запаздывающих полей. 

Амплитуда рассеяния пропорциональна асимптотике рассеянного поля в дальней зоне, 

т.е., согласно (6.5) при 3D , 
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3RI, lk  – волновые векторы падающей плоской монохроматической волны и рассеян-

ной волны в дальней зоне, соответственно;  2
0

22 k lk .  

Формализм функционально-аналитических методов уже подробно был изложен в 
разделе 6.1, и сейчас он очень кратко будет упомянут для большей физической ясности и 
облегчения чтения материала настоящей главы. Функционально-аналитические методы 
решения обратной задачи рассеяния основаны на формальном распространении волновых 

векторов на область комплексных значений 3C, Ilk : 

IR ikkk   ,    IR illl   ,   где  kk ReR ,   kk ImI ,   ll ReR ,   ll ImI  . 

Направление мнимой части волнового вектора γkk II   можно характеризовать еди-

ничным вектором 3RIγ ,  1γ . Одновременно требуется сохранение условия 

2
0

22 k lk   при  3C, Ilk .      (9.2) 

При комплексных волновых векторах классическое волновое поле переходит в обобщен-

ное поле ),( kr , амплитуда рассеяния ),( lkf   ( 3RI, lk )  переходит в обобщенную 

амплитуду рассеяния ),( lkh   ( 3C, Ilk ). 

Если величина мнимых добавок к волновым векторам Ik  и Il  не бесконечно ма-

ла, то из условий (9.2) следует, что действительная и мнимая части волнового вектора 
должны быть взаимно ортогональны, а их величины взаимосвязаны: 

RI kk  ,    2
0

22 kIR  kk ;      RI ll  ,    2
0

22 kIR  ll .  (9.3) 

В двумерном случае существуют только две возможные ориентации вектора  II kk , 

ортогонального фиксированному вектору Rk : рис. 9.1а, подобный рис. 6.1, приводится 

здесь для сопоставления с трехмерным случаем. Взаимная ориентация векторов Rl  и Il  

аналогична. В трехмерном случае вектор Ik   ( RI kk  )  мог бы принимать любое на-

правление в плоскости, перпендикулярной фиксированному вектору Rk . Однако при ре-

шении именно трехмерных задач вводится дополнительное требование 

II lk  ,      (9.4) 

и тогда из (9.3) и (9.4): вытекает: 

.,,,,2
0

22
IIRRRIRIIR k lll  kkkkkkk  (9.5) 
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Тем самым, мнимые компоненты 0 II lk  ортогональны к плоскости, в которой лежат 

векторы Rk  и Rl , образующие действительный вектор RR ll  kkp  и, следова-

тельно, вектор II lk  ортогонален вектору p  (рис. 9.1б,  рис. 9.3). Тогда количество 

возможных ориентаций вектора Ik  относительно этой плоскости становится равным 

двум, так же как в двумерном пространстве:  II kk  (рис. 9.1б).  (Вырожденный случай 

RR l||k  рассматривается как предельная ситуация для случая неколлинеарных Rk  и Rl .) 

 
 

 
Рис. 9.1.  Ориен-
тация взаимно-
ортогональных 
действительной и 
мнимой частей 
волновых векто-
ров в двумер-
ном (а) и трех-
мерном (б) случа-
ях.  
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Поскольку II lk   и  pk I , то проекция любого вектора k , образующего фик-

сированный вектор p , на направление вектора p  всегда действительна и составляет 

2cos pk R   (  – угол между Rk  и p ), что равносильно условию RR kl . Сле-

довательно, соотношения (справедливые при любой размерности пространства) 

2
0

2 kk ,       22 ppk  ,  где  RR ll  kkp ;    3C, Ilk ,    3RIp ,      (9.6) 

в совокупности с условием (9.4) эквивалентны требованиям (9.5), т.е. требованиям (9.2) и 

(9.4), переписанным в терминах векторов 3CIk  и p . Так, подстановка pk l  в соот-

ношение 2
0

2 kl  дает 2
0

2)( k pk , что при учете требования 2
0

2 kk  приводит к 

(9.6). При переборе всех возможных направлений векторов k , соответствующих одному и 

тому же p , конец вектора Rk  с фиксированной длиной описывает окружность радиуса 

sinRk , лежащую в плоскости, перпендикулярной вектору p . При этом сам вектор Rk  

пробегает поверхность конуса (рис. 9.2). Если же при заданном значении 2
0k  перебирать 

всевозможные направления вектора Rk  при фиксированной его длине Rk , в том числе, 

изменяя угол  , то в случае трехмерного пространства вектор p  будет находиться внутри 

сферы радиуса Rk2 . 
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Рис. 9.2.  Геометрическая избыточность пар векторов ),( RR lk , порождающих один и тот 

же вектор RR l kp  в трехмерном пространстве. 

 
 
 

Проекция вектора k  на плоскость, перпендикулярную p , составляет 2pk  , и 

квадрат проекции равен   42 22
0

2 ppk  k  в силу (9.6). Две альтернативные, про-

тивоположно направленные ориентации направляющего вектора  γγ  мнимой компо-

ненты   γkkk III   (величина которой не бесконечно мала), лежащей в этой плос-

кости, математически выражаются в виде: 
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Геометрическая ситуация пояснена на рис. 9.3. 
 
 

 
Рис. 9.3.  Взаимная ориентация 
векторов, используемых в трех-
мерном алгоритме. Действи-
тельные компоненты волновых 
векторов Rk  и Rl  образуют 

вектор RR l kp ; в плоско-

сти, перпендикулярной к p , 

расположены альтернативные 
мнимые компоненты волновых 

векторов  II kk  и взаимно 

ортогональные орты )(pθ , 

)(pω . Единичные векторы γ  

сонаправлены векторам 
Ik . 
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Бесконечно малая, но ориентированная вдоль единичного направления γ , мнимая 

добавка  0 II kγk   не обязана быть перпендикулярной к Rk  или Rl . В этом случае 

обобщенная амплитуда рассеяния ),( lkh  переходит в предельные функции 

),(lim),(),(
0

RIRRR ihhh
I

lll γkkkk
k

γγ 


 ,    

зависящие от ориентации γ ;  0kRR  kl ;  3RI, lk . Предельные значения ),( lkγh  

однозначно находятся из экспериментальных данных ),( lkf  с помощью уравнений Фад-

деева (6.19): 

.;RI,

,),()()],[(),(2),(),(

0
3

RI

22

3

k

dfhifh



 


ll

lll

kk

mmkmγkmmkkk
m

γγ

 

Преобразование этих уравнений, принимая во внимание соотношения (6.20), т.е. 

  ,,)()(
2

1
)()(

2
00

2
0

222
memmmmm

m
mkm dddkkk   

где 
m

m
em   – единичный вектор, приводит к (6.21): 

.,RI,

;),(),()],[(),(),(

0
3

0

0

k

fdfhkih
k



 


ll

lll

kk

kemγkmmkk
|m|

mγγ

 (9.7) 

Функция Хевисайда  }0при0;0при1{)(  ttt   имеет в качестве аргумента 

скалярное произведение векторов km    и  γ . Следует иметь в виду, что вектор γ  один 

и тот же в левой и правой частях уравнений Фаддеева (9.7). По этой причине подынте-

гральные значения ),( mkγh  зависят от взаимной ориентации как векторов k  и γ , так и 

векторов m  и γ . Тогда, при реализации численного решения, значения ),( mkγh  нахо-

дятся из системы уравнений, являющейся дискретным аналогом уравнений (9.7), в кото-

рой фиксируются векторы k  и γ , а вектор l  принимает тот же набор дискретизованных 

значений, что и вектор m  под интегралом. 
Для трехмерного алгоритма Новикова, обсуждаемого ниже в разделе 9.2, требуется 

знание только значений ),( lk
γ

h  при бесконечно малой мнимой добавке 

0  γkkk III , которая ориентирована в одном из альтернативных направлений 
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),( pk , ортогональных к фиксированной паре векторов Rkk    и  p , т.е. к фиксиро-

ванной паре k  и l . Тогда при решении уравнений Фаддеева (9.7) векторы k  и 

),( pkγ   фиксируются, а сами уравнения (9.7) рассматриваются в терминах функций 

),( l k
γ

h  и ),( mk
γ

h , т.е. 

.,RI,

;),(),()],[(),(),(

0
3

0

0

k

fdfhkih
k



 





ll

lll

kk

kemγkmmkk
m

mγγ

   (9.8) 

Здесь вектор l  пробегает тот же набор значений, что и вектор m , причем текущие зна-

чения векторов l  и m  не ортогональны, в общем случае, вектору  . Тем самым, урав-

нения (9.8) решаются относительно неизвестных ),( l k
γ

h , где   уже не будет, вообще 

говоря, перпендикулярен плоскости, в которой лежат векторы k  и l  или векторы k  и 

m . Из-за присутствия в (9.8) функции Хевисайда )],[(  γkm , при фиксированных k  

и  γγ  конец вектора m  принадлежит поверхности полусферы, ограниченной плоско-

стью, ортогональной к γ . Геометрия подобна изображенному на рис. 6.2 двумерному 

случаю, однако вместо полуокружностей на плоскости будут полусферы в трехмерном 

случае. После того, как ),( l k
γ

h  найдены, для реализации следующих этапов алгоритма 

используются только значения ),( ll  k
γ

h  при векторах ll  , ортогональных векто-

ру γ . 

Далее, для удобства осуществления математических операций над комплексными 
3C, Ilk , вводится функция ),(),( pkkpk  lhH , удовлетворяющая так называе-

мому  -уравнению [136]: 

,,)2(),(),(2
),(

3RI

2
'

'

M







kζζkζζpζkζk
pk

ζ

dHH
k

H
j

j

  (9.9) 

где 3,2,1'j  – индекс декартовых компонент вектора;  M  – множество всех векторов 

3CIk , которые при любом фиксированном векторе 3RIp  одновременно удовлетворя-

ют двум условиям (9.6). Черта над 'jk  здесь означает дифференцирование по комплексно 

сопряженной переменной. Функция )2( 2 ζkζ   выделяет те векторы ζ , для которых 

022  ζkζ ,   т.е.    2
0

2)( k ζk .   (9.10) 
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Следовательно, при фиксированном 3CIk  действительный вектор ζ  принадлежит ок-

ружности радиуса Rk  с центром в точке Rk , и эта окружность лежит в плоскости, 

перпендикулярной вектору Ik , так как из (9.10) следует, что 0Ikζ .  

 
 

Раздел 9.2. Уравнения трехмерного алгоритма Новикова 
 

Функция ),( pkH  может быть найдена с помощью алгоритма Новикова, обсуж-

даемого ниже. Когда значения ),( pkH  уже известны, пространственный спектр трех-

мерной функции рассеивателя 


 rrξrξ divv )exp()()(~   (зависимость от частоты   

в аргументе для краткости будет опускаться) восстанавливается на основе следующего 
асимптотического соотношения: 

),(lim)2()(~

,||

3 pkpξ

k
k

Hv

M


 , где  ),(),( pkkpk  lhH ;  3C, Ilk .   (9.11) 

Надо заметить, что в работах Р. Г. Новикова в определении пространственного спектра 

присутствует множитель 3)2(1   перед интегралом, а показатель экспоненты )exp( rξi  

берется со знаком “плюс”: 


 rrξrξ divv )exp()(
)2(

1
)(~

3
. В настоящей же работе 

везде использовано определение прямого фурье-преобразования в виде 




 rrξrξ divv )exp()()(~ . Этим объясняется различие в написании некоторых соот-

ношений в данной работе и в оригинальных работах Р. Г. Новикова. 
Для слабых, борновских, рассеивателей равенство (9.11) справедливо уже при 

0Ik . По мере увеличения силы рассеивателя становится необходимым учитывать 

эффекты перерассеяния внутри неоднородности. Именно для “ослабления” эффектов пе-

рерассеяния обобщенных полей ),( kr  нужна мнимая добавка 0Ik  к волновым век-

торам 3CIk , удовлетворяющим условию (9.6), причем чем сильнее рассеиватель, тем 

бόльшие значения Ik  требуются для достижения асимптотического равенства 

),()2()(~ 3 pkp Hv  . Соответственно, увеличивается и модуль полного вектора 

22
0

22 2 IIRIR ki kkkkkk   . Таким образом, по мере роста Ik  и, сле-

довательно, по мере роста k  перерассеяние зондирующих обобщенных волн внутри не-

однородности играет все меньшую роль, и характер рассеяния приближается к случаю 
первого приближения Борна, т.е. однократного рассеяния. Эта ситуация противоположна 

классическому случаю действительных волновых векторов 3RIk , когда с увеличением 
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k  задача становится все более неборновской за счет возрастания роли процессов пере-

рассеяния. Последнее же обстоятельство обусловлено увеличением силы рассеивателя, 

поскольку в классическом случае увеличение k  происходит за счет роста частоты зонди-

рующей волны, а величина рефракционной и поглощающей компонент рассеивателя )(rv  

увеличивается с ростом частоты, согласно (9.1). 

В [A 30;  414] оценена минимальна величина minkk  , при которой асимптоти-

ческое соотношение ),()2()(~ 3 pkp Hv   в (9.11) становится в достаточной степени 

справедливым. Оказывается, что для борновских неоднородностей значение mink  близко 

к 0k , а для сильных и средней силы рассеивателей нужное mink  больше 0k , по крайней 

мере, в несколько раз. В связи с этим, нахождение функции ),( pkH  является наиболее 

сложным этапом, предшествующим процедуре (9.11) восстановления пространственного 
спектра рассеивателя. 

В [415;  416] предлагается устойчивый алгоритм вычисления ),( pkH  в трехмер-

ном случае по полным монохроматическим данным на основе следующего приема. Для 
построения функционально-аналитических алгоритмов решения обратной задачи в дву-

мерном пространстве использовалось понятие комплексной  -плоскости, что описано в 

разделе 6.1. Согласно соотношениям (6.24), (6.25) в разделе 6.1, между каждой точкой 

данной плоскости CI  и двумерным комплексным вектором 2CIk , удовлетворяющим 

условию 2
0

2 kk  и имеющим именно две декартовы компоненты  yx kk ,k   (каж-

дая из компонент yx kk ,  – комплексная величина), существует взаимнооднозначное со-

ответствие: 

0k

ikk yx  ,      2CIk .      (9.12) 

Обратное преобразование имеет вид 












1

2
0k

kx ,      










1

2
0k

iky ,      2CIk . (9.13) 

Подобным образом для трехмерных комплексных векторов 3CIk , удовлетворяющих 

условиям (9.6), вводится своя  -плоскость по следующему правилу. Пусть νL  – множе-

ство действительных трехмерных векторов, параллельных оси, задаваемой некоторым 

фиксированным вектором ν . Тогда для любого фиксированного вектора p , непараллель-

ного ν , тройка взаимно ортогональных векторов  p ,  )(pθ ,  )(pω ,  где 1θ ,  1ω ,  

определяется как (рис. 9.3) 
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 ,     νp L\RI 3 ;  (9.14) 

здесь символ “” обозначает векторное произведение. Как уже упоминалось, проекция 

любого вектора k  на направление вектора l kp  составляет 2p , а на плоскость, 

перпендикулярную p , составляет 2pk  , причем 42 22
0 ppk  k . По своему 

построению (9.14) векторы )(pθ  и )(pω  лежат именно в этой перпендикулярной плос-

кости; они одни и те же для всех векторов k , образующих фиксированный p . Проекции 

заданного вектора k , также как и вектора 2pk  , на орты )(pθ  и )(pω  составляют, 

соответственно, )(1 pθk   и )(2 pωk  . Далее устанавливается взаимнооднознач-

ное соответствие между двумерной векторной проекцией )()(2 21 pωpθpk   и 

комплексной  -плоскостью, т.е. взаимнооднозначное соответствие между парой ),( pk  и 

парой ),( p . Используются соотношения, аналогичные двумерной задаче, однако вместо 

2
0k  участвует величина 422

0 pk , так как рассматривается не полный вектор k , а толь-

ко его проекция 2pk  . Переход ),(),( ppk   осуществляется по правилу, подоб-

ному (9.12): 
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k

i
,     3CIk .   (9.15) 

Для обратного перехода ),(),( pkp  : 

2
)(),()(),(),( 21

p
pωppθppk  ,    3CIk , (9.16) 

где, подобно (9.13), 
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В (9.15), (9.16)   0 ; νp L\RI 3 . 

Мнимая добавка  II kk  комплексного волнового вектора IR ikkk   

( 3CIk ) ориентирована в одном из альтернативных направлений ),( pk , ортогональ-

ных к Rk  и p , и так же, как и вектор IR ikpkpk  )2(2   лежит в плоскости 
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ортов )(pθ ,  )(pω   (рис. 9.3). Таким образом, имеет место аналогия введения  -

плоскости в двумерном случае для 2CIk  и в трехмерном случае для 2pk  . По этой 

причине в трехмерном случае для величины   справедливо соотношение типа (6.29), в 

котором, однако, роль двумерных векторов k  и Rk  играют векторы 2pk    и  

2pk R , и тогда величину 2
0

2 kk  следует заменить на   42 22
0

2 ppk  k : 

,при

4

4
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2

4

1 2
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  (9.17) 

так как 22
0

2
IR k kk  , согласно (9.3), и 

442

2
22

0

2
2 p

k
p

k
p

k  IRR k  . Как 

и в двумерном случае, по мере увеличения  II kk  модуль волнового вектора 

22
0

222
2 IIRIR ki kkkkkk   всегда монотонно увеличивается. При 

этом, согласно (9.17), в случае левосторонней (по отношению к направлению вектора 

2pk R ) мнимой добавки  II kk  величина   монотонно уменьшается от 1 до 0    

( 0lim
||




Ik
),  а в случае правосторонней мнимой добавки  II kk  величина   

монотонно увеличивается от 1 до     ( 
 ||

lim
Ik

). 

Далее, согласно [415;  416], функция ),(),( ppk  HH  рассматривается в тер-

минах переменных ),( p . Предельные значения функции ),( pkH  при бесконечно ма-

лой мнимой добавке 0 
II kk , ориентированной в одном из альтернативных направ-

лений ),( pk , ортогональных к векторам Rkk   и p , определяются как  

),(),( pkkpk  
 lhH ,  т.е.  ),(lim),(

01

pp 


 HH


,   

поскольку 01  при 0 
II kk . Эти предельные значения рассчитываются с по-

мощью уравнений Фаддеева (9.8), после чего используются для нахождения функции 

),( pH  уже при произвольном CI   и  02kp  из следующего соотношения: 

 ppp ,;},{),(),( 0  HHPHH  .  (9.18) 
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Здесь член ),(0 pH  вычисляется интегрированием предельных значений ),( pH , оп-

ределенных на единичной окружности 1  комплексной плоскости, причем при чис-

ленной реализации интегрирование по переменной )exp()exp(   ii  удоб-

но свести к интегрированию по углу );[  : 
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    (9.19) 
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Член  p,;},{ HHP   в (9.18) получается интегрированием (по двумерной области 

комплексных значений) функции 




),(

),}(,{
p

p
H

HH , представляющей собой 

квадратичную форму по H , – см. далее (9.21): 
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1||
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1||







 


ddHHHHP pp  при 1 . 

Интегрирование по комплексной плоскости удобно осуществить в полярной системе ко-

ординат, используя представление )exp(  i ; тогда  

 dddd )(Im)(Re .  В свою очередь, присутствующая в (9.20) функция 

},{ HH  находится на основе аналога  -уравнения (9.9), записанного в терминах пере-

менных на  -плоскости: 
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    (9.21) 

Здесь положение вектора ζ  на окружности (9.10) характеризуется углом ),[  : 
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  sinRe)1(cosRe kkζ  ,   где  
k

kk
k

Im

ReIm 
  . (9.22) 

При фиксированных текущих заданных значениях   и p  соответствующие векторы k  и 

ζ  рассматриваются и рассчитываются в виде зависимости от следующих аргументов: 

),( pkk  ,  ),,(  pζζ . Тогда  

 

),(),( pkp HH  ,   ),(),( 1 ζkζ  HzH ,   ),(),( 2 ζpζkζp  HzH , 

 

и 1z ,  2z  определяются согласно (9.15): 
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  (9.23) 

Для расчета 1z  и 2z  как функций от аргументов ),,(  p , в (9.23) вектор ),( pkk   

выражается через  ,  p ,  )(pθ ,  )(pω  посредством соотношений (9.16), и далее 

),,(  pζζ  выражается из (9.22). Единичные векторы )( ζθ  ,  )( ζω  ,  )( ζpθ  ,  

)( ζpω    рассчитываются для ζp '   или  ζpp '   по правилу (9.14):  

|'|

'
)'(

pν

pν
pθ




  ,      
|'|

)'('
)'(

p

pθp
pω


  .    

Надо обратить внимание, что (9.21) справедливо для любых комплексных   (кро-

ме предельных значений 0  и 1 ), но требуется 02kp   и  νp L , в то время 

как исходное  -уравнение (9.9) не имеет ограничений на параметры k  и p . Однако даже 

при 02kp  в правой части (9.21) присутствует нелинейный член 

),(),( ζpζkζk  HH , за счет чего строгое нахождение ),( pkH  при 02kp  на 

основе (9.18)–(9.21) нуждается в знании ),( ζk H  и ),( ζpζk H , в том числе, при 

02k ζ ,  02k ζp . Алгоритм Новикова позволяет найти ),( pkH  только при 

02kp , так как он использует соотношение (9.21). По данной причине, в случае, если 

нужные значения ),( ζk H  и ),( ζpζk H  отличны от нуля при 02k ζ ,  
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02k ζp , то при расчете ),}(,{ pHH  с помощью (9.21) они искусственно обну-

ляются. За счет этого вносится ошибка в оценку ),}(,{ pHH  и как следствие, в оценку 

),( pkH  даже при 02kp . Тем самым, нахождение ),}(,{ pHH  из (9.21) остается 

строгим до тех пор, пока 0),( pkH  при 02kp . Это условие является, фактически, 

ограничением на область локализации пространственного спектра рассеивателя и его вто-
ричных источников, что подробнее обсуждается далее. Однако такое ограничение не су-
жает существенным образом область практического использования алгоритма. 

Заключительным этапом является оценка пространственного спектра рассеивателя 

из соотношения (9.11), принимающего в  -терминах вид 

),(lim)2()(~
0

3 pp 


Hv  .    (9.24) 

В (9.24) для достижения асимптотического условия k  использовались левосторон-

ние мнимые добавки  II kk , поскольку 0  при 
Ik . Эквивалентно можно 

было бы использовать правосторонние добавки  II kk ;  тогда условие k  или 


Ik   в терминах переменной   принимало бы вид  . Наконец, непосредст-

венно искомое пространственное распределение рассчитывается из оцененного простран-
ственного спектра обратным фурье-преобразованием: 


 ξrξξr divv )exp()(~

)2(

1
)(

3
 .   (9.25) 

Таким образом, в (9.24), (9.25) фигурируют лишь предельные значения ),0( pH . 

Однако эти предельные значения могут быть оценены только в совокупности с оценкой 

),( pH  из (9.18)–(9.21) при всех остальных значениях  . Кроме того, расчет члена 

 p,;},{ HHP  согласно (9.20) даже только при 1  требует знания )','( pH  не 

только при 1'  , но и при 1'  , поскольку в (9.21) встречаются значения аргумен-

тов 11 z ,  12 z . Следовательно, в общем случае необходимо использовать выраже-

ния (9.19)–(9.21) для всех  . 
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Таким образом, последовательность оценки трехмерной функции рассеивателя в 
алгоритме Новикова схематически имеет вид: 
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(9.14), (9.15)                                                       (9.19) 
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Объем вычислений уменьшается, если рассеиватель сферически симметричный. В 

этом случае ),(),( pp  HH , а в (9.19)–(9.21) нужны только соотношения при 

1  благодаря свойству ),1(),( pp  HH  для любого комплексного 0 . При 

этом предельные значения на единичной окружности  -плоскости совпадают:  

),1(),1( pp   HH , и (9.19) дает  ),1(),(0 pp  HH   для 

любого || . 

По сравнению с трехмерным алгоритмом Новикова–Хенкина, обсуждавшимся в 
[A 32], предлагаемый новый вариант решения (9.18)–(9.25) существенно более удобен для 
практического воплощения, поскольку он не содержит неустойчивых операций. Однако 
плата за это – использование в алгоритме интегрального соотношения (9.21), нелинейного 

относительно неизвестной функции H , что, по-видимому, с необходимостью требует 

применения итерационного метода нахождения ),( pH  из (9.18)–(9.21). Как отмечалось, 

соотношение (9.21) остается строгим до тех пор, пока 0),( pkH  при 02kp . Следо-

вательно, алгоритм позволяет восстановить основную часть пространственного спектра 
вторичных источников, возникающих в области рассеяния, компоненты которой лежат в 

области пространственных частот 02kξ , – см. пояснения в конце раздела 6.1. Поэтому 

при отсутствии более высоких пространственных компонент алгоритм является строгим, 
и в этом его большое достоинство. Если же высокочастотные пространственные компо-
ненты представлены заметным образом (о чем говорит, в частности, присутствие рассеян-

ного назад поля), получаемая с помощью алгоритма оценка рассеивателя )(ˆ rv  оказывает-

ся пространственно-профильтрованной, т.е. в пространственном спектре оценки )(~̂ ξv  

присутствуют только низкие пространственные частоты 02kξ . Кроме того, поскольку 

значения ),( pkH  при 02kp  не воспроизводятся, а сам алгоритм нелинейный, то для 

неборновских рассеивателей возникает определенная ошибка в оценке )(~̂ ξv  даже при 

02kξ . Ошибка такого рода тем больше, чем выше значения ξ  и сильнее рассеива-

тель. В этом отношении ситуация похожа на случай двумерного алгоритма Новикова–
Гриневича–Манакова, описанного в разделе 6.3. Поэтому при численной реализации алго-

ритма, на этапе нахождения оценки ),(ˆ pH  функции ),( pH  была введена дополни-

тельная фильтрующая функция )(p  без резкой границы перехода к области подавле-

ния. Цель ее введения – фильтрация высших p -компонент оценки ),(ˆ pH  (и, следова-

тельно, высших компонент в пространственных спектрах рассеивателя и возбуждаемых в 

нем вторичных источников) при  02kp , где фиксированное значение   принадлежит 

интервалу 10  . При этом исходное строгое соотношение (9.18) модифицировалось: 

 ppppp ,;},{)(),()(),(ˆ
0  HHPHH  .   
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Итерационный поиск нахождения ),(ˆ pH  с использованием нелинейного соот-

ношения (9.21) может быть организован по-разному [260]. При численном моделировании 
использовался один из наиболее простых его вариантов: 

,,;}ˆ̂,ˆ̂{)(),()(),(ˆ
)1()1(0)( 





   ppppp jjj HHPHH  (9.26) 

где ),()(),(ˆ̂
0)0( ppp  HH j ;   )()1()(

ˆˆ̂)1(ˆ̂
jjj HHH   ,   10   . 

 

Здесь )(
ˆ

jH  – оценка функции H , получаемая на итерации с номером 1j ; полагается 

0),(ˆ
)(  pjH  при 02kp . Член 00

ˆ̂ HH  , где 0H  находится из (9.19), не изменя-

ется в процессе итераций. На каждой фиксированной итерации j  нелинейная функция 

),}(ˆ̂,ˆ̂{ )1()1( p jj HH  рассчитывается согласно (9.21) при использовании в правой части 

функций )1(
ˆ̂

jH , оцененных на предыдущей итерации, и далее рассчитывается 






  p,;}ˆ̂,ˆ̂{ )1()1( jj HHP  согласно (9.20). Уточненная оценка )(

ˆ
jH  формируется в виде 

(9.26). Во избежание возможной “раскачки” итерационного решения в случае достаточно 
сильных рассеивателей в (9.26) вводится прием частичного (“релаксационного”) учета по-

правки к итерационному решению с помощью весового множителя  , т.е. )(
ˆ̂

jH  – это 

взвешенная оценка [236]. Введение дополнительной фильтрующей функции )(p  

улучшает сходимость итераций, поскольку плавно уменьшает вклад от высоких простран-
ственных частот (которые восстанавливаются тем менее достоверно, чем сильнее рассеи-

ватель) и, в то же время, позволяет увеличить вес  , что ускоряет сходимость. Экспери-

ментальные данные ),( lkf  фильтрации не подвергались, поскольку уравнения Фаддеева 

(9.7) или (9.8) позволяют строго найти ),( lk
γ

h  при любом виде данных ),( lkf . 

Важно, что используемый итерационный алгоритм не нуждается в решении систем 
уравнений, за исключением начального этапа – нахождения предельных значений 


  hH  из уравнений Фаддеева (9.8). Итоговая итерационная оценка ),(ˆ

)( pjH  

должна выходить на практически постоянное по   значение при малых  , которые со-

ответствуют уже такому большому k , что эффекты перерассеяния компенсируются, и 

имеет место асимптотическое соотношение (9.24). Это обстоятельство может служить до-
полнительным критерием контроля сходимости итераций. По завершении итераций из 
(9.24), (9.25) оцениваются непосредственно пространственный спектр рассеивателя  

),(ˆlim)2()(~̂
)(

0

3 pp 


jHv   и сама функция рассеивателя )(rv . 
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Раздел 9.3. Численное моделирование алгоритма 
 
В случае рассеивателей произвольной формы или конфигурации решение прямой 

задачи может быть только приближенным [196;  197]. Поэтому работоспособность трех-
мерного алгоритма Новикова иллюстрируется на примере рассеивателей в виде шара ра-

диуса a  со скоростью звука c  и амплитудным коэффициентом поглощения или усиления 

  внутри шара. Шарообразный рассеиватель не является идеальным модельным приме-

ром для иллюстрации качества решения обратной задачи рассеяния, так как он имеет рез-
кие границы. Выбор такого вида объекта связан только с тем, что для него существует 

строгое аналитическое решение прямой задачи, т.е. возможность вычисления ),( lkf  с 

помощью сходящегося ряда [189 (т. II, § 11.3, с. 452–455 в русском переводе) ]. Необхо-
димо подчеркнуть, что алгоритм Новикова может быть применен для решения обратной 
задачи рассеяния от практически любых рассеивателей, и использование при численном 
моделировании сферически симметричных объектов не ограничивает общности получае-
мых результатов. При рассмотрении рассеивателей, обладающих как рефракционной ком-
понентой, так и поглощающей или усиливающей, данные рассеяния моделировались на 
основе тех же аналитических выражений, что и для чисто рефракционного рассеивателя, 

но показатель преломления cc0  становился комплексной величиной 
0

0

k
i

c

c 
 ; тогда 

0  соответствует поглощению, а 0  – усилению. Рефракционная компонента тако-

го рассеивателя создает дополнительный набег фазы волны вдоль диаметра рассеивателя 

c

c
akkka 0

00 122  , где ck  .  Сама величина 0k  для рассевателей, 

не обладающих очень сильным поглощением или усилением, задавалась следующим об-
разом. Согласно (9.1), мнимая компонента рассеивателя  
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   близка  по  абсолютному  значению  и,  следователь-

но,  по  вкладу  в  рассеянное  поле  к чисто рефракционному рассеивателю 
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1  при не сильном отличии '0 cc  от 1. Поэтому полагалось 
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 0

0

1  

при поглощении и 
c

c

k 


 0

0

1  при усилении, где '0 cc  – показатель преломления 

рефракционного рассеивателя, создающего, при заданном линейном размере рассеивателя 
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a2 , дополнительный набег фазы 
c

c
ak


 0

0 12' . Полное амплитудное поглоще-

ние (или усиление) вдоль диаметра рассеивателя составляет a2 , что соответствует из-

менению амплитуды волны в )2exp(  a  раз. 

Оценки функции рассеивателя, получаемые на разных этапах восстановления, со-

поставлялись с функцией )(cut rv , пространственный спектр которой 

)(~)()(~
cut ξξξ vv   является профильтрованной версией спектра истинного рассеива-

теля. Фильтрующая функция задавалась в виде  
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Параметры   и 1   ( 1 ) определялись силой рассеивателя и уровнем рассеяния назад. 

Оценка в приближении однократного рассеяния имеет пространственный спектр 

),()(~̂
0born ll kkp fv  ;  3RI, lk . Такая борновская оценка после дополнитель-

ной фильтрации ее высоких пространственных частот )(~̂)()(~̂
0bornborn ξξξ vv   опи-

сывается функцией )(ˆborn rv . 

Решением интегрального уравнения Фаддеева (9.8) являются значения 

),(),( pkpkk
γ

 Hh l , найденные для действительных 3RI, lk . На их основе 

получается, согласно (9.19), начальная оценка пространственного спектра рассеивателя 

),(lim)(~̂
0

0
0 pp 


Hv  .      

Для сферически симметричного рассеивателя справедливо  

),1(),(0 pp  HH  при любом  ; тогда ),1()(~̂
0 pp  Hv  ,  и со-

ответствующая оценка рассеивателя )(ˆfad rv   (называемая далее фаддеевской) имеет про-

фильтрованный пространственный спектр  )(~̂)()(~̂
0fad ξξξ vv  . 

Итерационная оценка )(ˆ )( rjv  с профильтрованным спектром 

),(ˆlim)(~̂
)(

0
)( ppξ 


jj Hv  ,     

осуществляемая по схеме (9.26), (9.20), (9.21), сходится достаточно монотонно. В случае 

сильных рассеивателей, создающих большой дополнительный набег фазы   или 

обладающих сильным поглощением (усилением), после первой итерации наблюдается 
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сильное отклонение оценки )(ˆ )1( rjv  от начальной пространственно-профильтрованной 

оценки )(ˆ0 rv . Однако при дальнейшем итерировании оценка сходится к итоговому про-

странственному распределению практически без осцилляций. Как уже упоминалось, при-

сутствие дополнительной фильтрующей функции )(p  заметно уменьшает количество 

необходимых итераций и ускоряет сходимость. Сама итерационная процедура оказалась 
устойчивой к выбору начального приближения для итерирования нелинейного члена 

 )1()1(
ˆ̂ˆ̂

 jj HH   в (9.21). 

Были восстановлены рассеиватели различной силы и размера при всевозможных 
сочетаниях знака контраста скорости звука в рассеивателе с присутствием поглощения 
или усиления [A 30]. Обсуждаемые ниже некоторые характерные примеры свидетельст-

вуют, что итоговая итерационная оценка )(ˆ rv , получаемая из найденного пространствен-

ного спектра ),0(ˆ)(~̂ ppξ  Hv , оказывается наиболее близкой к пространст-

венно-профильтрованной функции истинного рассеивателя )(cut rv . Для борновских рас-

сеивателей )(ˆ rv  совпадает с )(cut rv . Для более сильных рассеивателей могут возникать 

отличия в виде осцилляций. Это объясняется тем, что рассматриваемые шарообразные 
рассеиватели создают рассеяние назад за счет резкого изменения акустических характери-
стик на границе шара. Поэтому пространственные спектры рассеивателя и его вторичных 

источников содержат компоненты при 02kξ , которые являются своего  рода  помехой 

для алгоритма Новикова и нарушают,  в случае  неборновских рассеивателей, полное сов-

падение восстановленной оценки )(ˆ rv  и ожидаемой в идеале функции )(cut rv . Задава-

лись скорость звука 15000 c м/с и длина волны 3
0 103  м, соответствующие ре-

альной ситуации в ультразвуковой томографии мягких биологических тканей. На рисун-

ках 9.4–9.9 изображены центральные сечения истинного рассеивателя v  и его простран-

ственно-профильтрованной версии cutv , а также итоговой итерационной оценки v̂ , срав-

ниваемой с фаддеевской fadv̂  и борновской bornv̂ . Параметры  , 1  фильтрующей функ-

ции )(p  оговорены в тексте для каждого конкретного рассеивателя. 

Чисто рефракционный шарообразный рассеиватель радиуса 0a  с показателем 

преломления 063.10 cc , создающим фокусирующий контраст скорости 

059.01
00

0

0







c

c

c

cc

c

c
  и набег фазы вдоль диаметра 4 , представлен 

на рис. 9.4а (тонкая сплошная линия). Форма рассеивателя cutv  (рис. 9.4а, пунктир) соот-

ветствует ограничению полосы частот пространственного спектра истинного рассеивателя 

сферой радиуса 02k , поскольку дополнительная фильтрация отсутствовала ( 11  ).  

Рассеиватель не является слабым: при 4  эффекты перерассеяния уже су-

щественны, о чем свидетельствует то обстоятельство, что его борновская оценка bornˆRev  
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заметно отличается от cutv , и в ней появляется ложная мнимая часть bornˆImv , хотя 

0Im cut v  (рис. 9.4б). В фаддеевской оценке fadv̂  (рис. 9.4а; линия, составленная из то-

чек) мнимая часть становится близкой к нулю, хотя отличие от cutv  еще существенно. Эта 

оценка fadv̂  данного рассеивателя уже приводилась в [A 32] в качестве приближенного 

решения более раннего варианта трехмерного алгоритма, называемого алгоритмом Нови-
кова–Хенкина. Рассматриваемый в настоящей главе алгоритм Новикова позволяет повы-
сить качество восстановления: итерационный процесс, начинающийся с такой фаддеев-

ской оценки, сошелся за три итерации (при 1 ) к действительной итоговой оценке v̂  

(рис. 9.4а, толстая сплошная линия), близкой к cutv . 
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Рис. 9.4.  Чисто рефракционный шарообразный рассеиватель радиуса 0a ; фокуси-

рующий контраст скорости звука 059.00  cc , дополнительный набег фазы 

4 : 

– центральные сечения действительной части рассеивателя (а): истинный рассеиватель v  
(тонкая сплошная линия); форма рассеивателя cutv  после ограничения ширины его 

пространственного спектра (пунктирная линия); оценка рассеивателя из уравнения 
Фаддеева fadv̂  (линия, составленная из точек) и оценка по алгоритму Новикова v̂  (тол-

стая сплошная линия) при отсутствии шумовых помех; 
– центральные сечения действительной bornˆRev  (толстая линия) и мнимой bornˆImv  (тон-

кая линия) частей оценки рассеивателя в приближении однократного рассеяния (б).  
 
 
 
Алгоритм позволяет восстанавливать рассеиватели, обладающие, наряду с рефрак-

цией, поглощением или усилением, что подробно обсуждается в [A 131 (раздел 19.3);  

414]. Фокусирующий рассеиватель на рис. 9.5 с радиусом 02.1 a  обладает рефракци-

онной компонентой средней силы ( 104.10 cc ,  094.00  cc ), создающей 

2 ; одновременно этот рассеиватель усиливает амплитуду в 2.2 раза при прохож-
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дении волны его диаметра (рис. 9.5б;  052.00  k , эквивалентный набег фазы 

4'  ).  Присутствие поглощения или усиления выступает, наряду с рефракцией, 

своего рода фактором рассеяния волн и усугубляет влияние эффектов перерассеяния. При 
этом борновская оценка для рассеивателя, обладающего усилением, еще более искажена, 

по сравнению с cutv   ( 68.0 ,  11  ), чем в случае рассеивателя с эквивалентным по 

величине поглощением [A 131 (раздел 19.3);  414]. В то же время, фаддеевская оценка су-

щественно лучше борновской, а итоговая итерационная оценка по алгоритму Новикова v̂  

оказывается близкой к cutv . Сходимость при заданных  , 1  и 1  достигается за пять 

итераций. 
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Рис. 9.5.  Рефракционно-усиливающий шарообразный рассеиватель радиуса 02.1 a ; 

фокусирующий контраст скорости 094.00  cc , набег фазы 2 , амплитудное 

усиление в рассеивателе – в 2.2 раза:  действительная (а) и мнимая (б) части рассеивателя;  
оценка рассеивателя в приближении однократного рассеяния (в). Тип линий аналогичен 
рисунку 9.4.  
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Набег фазы в чисто рефракционном рассеивателе на рис. 9.6 также составляет 

2 . Размер рассеивателя увеличен до 02a  при 063.10 cc ,  

059.00  cc . Ложная мнимая часть в борновской оценке сопоставима с действитель-

ной (рис. 9.6б), однако уже фаддеевская оценка не сильно отличается от пространственно-

профильтрованной версии истинного рассеивателя cutv , а результат четырех итераций 

( 75.0 ,  11  ,  1 ) практически совпадает с cutv  (рис. 9.6а). 

При исследовании помехоустойчивости решения алгоритмом Новикова в данные 

рассеяния ),( lkf  вносилась нормально распределенная случайная шумовая помеха со 

стандартным амплитудным отклонением fnsns   (независимо для действительной и 

мнимой части помехи), где 
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1
ll kk fddf  – среднеквадратичное 

значение данных рассеяния (усреднение осуществляется по направлениям векторов 
3RI, lk ;  kd , ld  – соответствующие элементарные телесные углы), ns  – коэффи-

циент зашумления. Отклонение пространственно-профильтрованной оценки пространст-

венного спектра в присутствии помех )(~̂
ns pv , по сравнению с аналогичной оценкой )(~̂ pv  

без помех, характеризовалось относительной среднеквадратичной погрешностью  
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 . В модельном эксперименте помеха, вносимая в 

),( lkf , полагалась одинаковой для одинаковых значений угла между k  и l , что увели-

чивало значение погрешности ns , по сравнению со случаем полностью некоррелирован-

ной помехи. Тем не менее, для рассеивателей средней силы величина ns  оказалась соиз-

меримой с относительной среднеквадратичной ошибкой ns  в данных рассеяния. Так, на 

рис. 9.6в представлен восстановленный пространственный спектр рассеивателя в отсутст-

вие ( v̂~  – сплошная линия) и в присутствии ( ns
~̂v  – линия, составленная из точек) шума в 

данных при 09.0ns  . Погрешность восстановления составила 036.0ns   при 

03.0ns    и  11.0ns   при 09.0ns  . В случае полностью некоррелированной поме-

хи погрешность ns  будет уменьшаться благодаря избыточности данных ),( lkf   

( 3RI, lk ) в трехмерной задаче, что приводит к повышению помехоустойчивости реше-

ния [A 32]. Таким образом, как и ожидалось, помехоустойчивость алгоритма к случайным 
ошибкам в экспериментальных данных рассеяния достаточно высока и пригодна для 
практических целей диагностики. 
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Рис. 9.6.  Чисто рефракци-
онный шарообразный рас-
сеиватель радиуса 02a ; 

фокусирующий контраст 
скорости 059.00  cc , 

набег  фазы 2 : 

– действительная часть рас-
сеивателя (а) и оценка 
рассеивателя в прибли-
жении однократного рас-
сеяния (б) при отсутст-
вии шумовых помех (тип 
линий аналогичен рисун-
ку 9.4);  
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б
– центральное сечение оценки дейст-

вительной части пространственно-
го спектра рассеивателя, восста-
новленной алгоритмом Новико-
ва (в) при отсутствии шумовых 
помех (сплошная линия) и по за-
шумленным данным со стандарт-
ным амплитудным отклонением 

f09.0ns   (линия, составлен-

ная из точек).  

 

0 0.5 1 1.5 2

-2

-1.5

-1

-0.5

0

x 10
-3

0kξ  

v̂~Re

          в
 
 
В настоящее время не выявлено жестких ограничений на силу рассеивателя, необ-

ходимых для обеспечения работоспособности алгоритма. Объекты, сильно отличающиеся 
от фоновой среды как показателем преломления, так и поглощением, были восстановлены 

с хорошим качеством. Чисто рефракционный рассеиватель с 02.1 a ,  375.00 cc ,  

67.10  cc  является весьма сильным, создавая  3  (рис. 9.7а). Его борновская 

оценка bornv̂  (рис. 9.7в), имеющая профильтрованный пространственный спектр born
~̂v   

( 68.0 ,  93.01  ), не имеет даже отдаленного сходства с истинными характеристи-

ками рассеивателя. Фаддеевская оценка fadv̂ , хотя и заметно лучше, чем bornv̂ , но сущест-

венно отличается от cutv  по амплитуде и ширине. Оценка же v̂Re  – результат девяти 
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итераций ( 1 ) – отличается от cutv  только небольшой осцилляцией, являющейся след-

ствием присутствия рассеяния назад. Профильтрованные посредством функции )( p  

пространственные спектры соответствующих оценок изображены на рис. 9.7б. Спектр v̂~ , 

непосредственно восстановленный алгоритмом Новикова, практически совпадает с про-

фильтрованным спектром истинного рассеивателя cut
~v  (толстая сплошная линия почти 

совпадает с пунктирной), а его различие с fad
~̂v  и, тем более, с born

~̂v  очевидно. 

Чисто поглощающий рассеиватель с 02a  и 063.00  k   ( 2/'  ) соз-

дает сильное уменьшение амплитуды волны: в 4.8 раза на диаметре (рис. 9.8). Его оценка 

bornv̂  отличается по амплитуде от cutv  более чем в два раза. Оценка же fadv̂  и, тем более, 

итог четырех итераций v̂   ( 6.0 ,  11  ,  1 )  близки к cutv . 
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Рис. 9.7.  Чисто рефракционный шарооб-
разный рассеиватель радиуса 02.1 a ; 

дефокусирующий контраст скорости 
67.10  cc , набег фазы  3 : 

– центральные сечения действительной 
части рассеивателя (а), тип линий анало-
гичен рисунку 9.4а; 

– центральные сечения действительной 
части профильтрованного пространст-
венного спектра для истинного рассеи-
вателя cut

~v  (пунктир), его борновской 

оценки born
~̂v  (тонкая сплошная линия),  
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оценок из уравнения Фаддеева fad
~̂v  (линия, составленная из точек) и по алго-

ритму Новикова v̂~  (толстая сплошная линия) при отсутствии шумовых по-

мех (б); 
– оценка рассеивателя в приближении однократного рассеяния (в), тип линий ана-

логичен рисунку 9.4б.  
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Рис. 9.8.  Чисто поглощаю-
щий шарообразный рассеи-
ватель радиуса 02a ; 

амплитудное поглощение в 
рассеивателе – в 4.8 раза: 
действительная (а) и мни-
мая (б) части рассеивателя; 
оценка рассеивателя в при-
ближении однократного 
рассеяния (в). Тип линий 
аналогичен рисунку 9.4.  
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Алгоритм Новикова позволяет численно проиллюстрировать тот факт, что в трех-
мерной монохроматической задаче рассеяния единственность и устойчивость восстанов-
ления могут быть обеспечены для рассеивателей весьма большой силы, в отличие от дву-
мерной монохроматической задачи. Этот строго доказанный факт обсуждался выше в раз-
деле 3.2  [A 2 (глава 6);  A 11]. Для иллюстрации значительно большей устойчивости ре-
шения трехмерной обратной задачи были рассмотрены два чисто рефракционных фокуси-

рующих рассеивателя. Один – двумерный, цилиндрической формы с радиусом 02.1 a ; 

другой – трехмерный, шарообразный, с тем же радиусом. Оба рассеивателя имеют 

208.10 cc ,  172.00  cc  и относятся к классу сильных рассеивателей: дополни-

тельный набег фазы вдоль диаметра каждого из них составляет  . Оценка цилинд-

рического рассеивателя, полученная двумерным алгоритмом Новикова–Гриневича–
Манакова (см. раздел 6.3), имеет искажения даже в центральной части, а на периферии 
возникают сильные осцилляции – признак неустойчивости решения обратной задачи 
(рис. 9.9а). В то же время, шарообразный рассеиватель с той же искажающей силой вос-
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производится алгоритмом Новикова после шести итераций ( 68.0 ,  11  ,  1 ) 

вполне удовлетворительно (рис. 9.9б). Это связано с размерностной избыточностью пол-
ных трехмерных данных, благодаря которой в трехмерной монохроматической задаче 
снимается ограничение на силу восстанавливаемого рассеивателя при обеспечении един-
ственности и устойчивости решения. 
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Рис. 9.9.  Результат восстановления двумерного цилиндрического рассеивателя (а) и 
трехмерного шарообразного рассеивателя (б) с одинаковыми радиусом 02.1 a  и фоку-

сирующим контрастом скорости 172.00  cc , дающими набег фазы  ; тип 

линий аналогичен рисунку 9.4а.  
 
 
 

Таким образом, алгоритм Новикова учитывает процессы многократного рассеяния, 
и в настоящее время не видно пределов его работоспособности в случае рассеивателей 
большой силы. Однако чем сильнее рассеиватель, тем итерационная процедура должна 
быть организована более тонко для обеспечения ее сходимости. В простейшем случае 

следует уменьшать весовой коэффициент   при формировании 

)()1()(
ˆˆ̂)1(ˆ̂

jjj HHH     в (9.26), что приводит к дополнительному увеличению ко-

личества итераций. Итоговое решение обратной задачи на основе алгоритма Новикова при 
существенном влиянии процессов перерассеяния уточняет фаддеевскую оценку (которая, 
в свою очередь, кардинально улучшает оценку в приближении однократного рассеяния) и 
приближается к истинной функции рассеивателя после ограничения ширины ее простран-

ственного спектра областью с радиусом, несколько меньшим, чем 02k . 

Алгоритм достаточно сложен в вычислительном плане как в силу трехмерности за-
дачи, так и за счет его итерационной структуры. Поэтому целесообразно привлечение 
специальных вычислительных методов ускорения сходимости, основанных на аналитиче-
ском предсказании асимптотики оценки после выполнения нескольких первых итераций. 
После перехода к монотонному и равномерному движению оценки к асимптотике, чис-
ленное уточнение итоговой оценки достигается за небольшое число дополнительных ите-
раций [142 (§ 6.3, 6.4);  417]. 
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Введение дополнительной пространственно-спектральной фильтрации представля-
ет собой своего рода регуляризацию решения. Поскольку регуляризация связана с ограни-
чением пространственного спектра решения, то ее влияние в определенной степени зави-
сит от степени вносимого ограничения, а также от способа внесения этого ограничения в 
процедуру итерационного поиска. Конкретные детали регуляризации достаточно много-
вариантны, т.е. параметры регуляризации (например, форма фильтрующей функции, ши-
рина полосы фильтруемых пространственных частот и т.д.) не являются однозначно зада-
ваемыми. Численное моделирование показало, что выбор параметров определяется клас-
сом рассеивателей, их силой и шириной пространственного спектра, нужной точностью 
решения. Таким образом, он зависит от характера ожидаемого решения и может опираться 
на возможную априорную информацию о восстанавливаемом объекте или на субъектив-
ные оценки качества решения. Взаимозависимость этих связей изучена в настоящее время 
не полностью, но достоинство алгоритма в том, что критичность результата к деталям 
пространственно-спектральной регуляризации невысока. 

Приведенные результаты представляют собой первый шаг на пути использования в 
задачах практической интроскопии строгих функциональных методов решения трехмер-
ной обратной задачи рассеяния. Очень большой объем вычислительных операций, необ-
ходимый для восстановления трехмерных рассеивателей сложной формы с большими 
волновыми размерами, требует привлечения мощной многопроцессорной техники. В слу-
чае более скромных вычислительных ресурсов обсуждаемый алгоритм может быть непо-
средственно применен в задачах восстановления неоднородностей с достаточно простой 
формой и малыми волновыми размерами, для которых, однако, реально получить полный 
набор экспериментальных данных в виде амплитуды рассеяния. Особенно реалистично 
выглядят задачи, обладающие строгой симметрией того или иного вида, в первую оче-
редь, – сферической. Предположительно, подобные условия могут возникнуть при иссле-
довании процессов горения или в модельных задачах гидродинамического типа.  

 
В заключение надо отметить, что в двумерных (см. главы 6, 8) и трехмерном (см. 

главу 9) алгоритмах и их численных реализациях, направленных на применение функцио-
нально-аналитических алгоритмов в акустических приложениях, в качестве исходных 
данных рассматривалась амплитуда рассеяния. Она является характеристикой результата 
рассеяния на исследуемом объекте плоской волны и регистрации рассеянного поля пло-
скими приемниками. Однако на практике в томографических схемах удобнее использо-
вать излучающие и приемные преобразователи, которые эквивалентны точечным преобра-
зователям. В связи с этим, в [A 33;  A 34;  A 86;  A 88–A 91] подробно обсуждается пред-
ложенный в [266;  367] функционально-аналитический способ нахождения классической и 
обобщенной амплитуд рассеяния на основе исходных данных, которые получены с помо-
щью приемоизлучающих квазиточечных преобразователей.  

Более того, функционально-аналитические методы позволяют восстанавливать 
пространственные распределения не только скорости звука, коэффициента поглощения и, 
в общем случае, плотности среды, но и векторное поле течений (в медицинских приложе-
ниях – это карта вектора скорости кровотока). Подобная возможность обсуждается в [A 8;  
A 35–A 37;  A 78;  A 94–A 96]. 
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Основные результаты и выводы 
 
1.  Разработан двухшаговый алгоритм, предназначенный для восстановления про-

странственных распределений скорости звука и коэффициента поглощения, знание кото-
рых актуально для целей ранней диагностики доброкачественных и злокачественных но-
вообразований в мягких биологических тканях (прежде всего – в молочной железе). С по-
мощью исходных томографических данных, полученных численным моделированием, 
показано, что восстановленные изображения обладают высокой разрешающей способно-
стью – около одной трети характерной длины волны. При этом проиллюстрирована прин-
ципиальная необходимость предварительного восстановления на первом шаге неизвест-
ных крупномасштабных пространственных распределений, имеющих размер не менее не-
скольких длин волн, и последующего учета их на втором шаге при восстановлении тонкой 
структуры, т.е. неизвестных мелкомасштабных пространственных деталей. 

На основе экспериментальных данных, зарегистрированных с помощью ультразву-
кового медицинского томографа при работе с объектами-фантомами, показана перспек-
тивность внедрения двухшагового алгоритма в реальную томографическую установку. С 
этой целью разработан и апробирован ряд алгоритмов, предназначенных для обработки 
реальных томографических данных, полученных в условиях неизбежных отклонений ха-
рактеристик антенной решетки от идеальных.  

 
2.  В рамках решения обратной задачи рассеяния в статистической постановке раз-

работан алгоритм получения регуляризованных оценок характеристик пространственно-
распределенных рассеивателей в виде неоднородностей скорости звука и коэффициента 
поглощения при экспериментальных данных с ошибками. Алгоритм учитывает эффекты 
перерассеяния и включает в себя полученное нелинейное обобщение процедуры винеров-
ской фильтрации, переходящей в случае слабых рассеивателей в линейную винеровскую 
фильтрацию. Работоспособность алгоритма подтверждена модельными примерами, ими-
тирующими процесс активного акустического томографирования при различном уровне 
шумовых помех. Показаны необходимость учета процессов перерассеяния и принципи-
альная роль нелинейной фильтрации при регуляризации решения в случае рассеивателей, 
сильно искажающих зондирующее поле. Показано, что при оптимальной регуляризации 
помехоустойчивость восстановления сильных рассеивателей уступает помехоустойчиво-
сти восстановления слабых рассеивателей незначительно. 

 
3.  Выполнен анализ проблемы единственности и устойчивости обратной задачи 

акустического рассеяния, решаемой на основе конечного объема дискретизованных томо-
графических данных. Показано, что именно количество степеней свободы вторичных ис-
точников, которые индуцируются в области томографирования, определяет, какой объем 
дискретизованных данных необходим для обеспечения единственности решения. Показа-
но, что этот объем зависит от пространственного размера области томографирования и от 
ширины пространственного спектра вторичных источников. Показано, что решение об-
ратной задачи сохраняет как единственность, так и устойчивость, если упомянутый объем 
дискретизованных данных, во-первых, обеспечен в совокупности проводимых экспери-
ментов, и, во-вторых, для его достижения процесс съема данных не требует превышения 
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определенного предела “классической” разрешающей способности. Сделаны количест-
венные оценки, позволяющие судить о возможности обеспечения единственного и устой-
чивого решения в различных практических ситуациях в двумерном и трехмерном про-
странствах.  

 
4.  Предложен простой метод повышения разрешающей способности двумерного 

акустического томографа в направлении, перпендикулярном плоскости томографирова-
ния, за счет наклона преобразователей антенной решетки. В связи с тем, что полные аку-
стические данные рассеяния в полном объеме не всегда доступны в практических услови-
ях по техническим или анатомическим причинам, проанализированы возможности томо-
графических схем с совмещенными приемоизлучающими преобразователями и схем с 
разделенными группами приемников и излучателей. Для каждой из таких схем показаны 
преимущества и недостатки случаев односторонних и двусторонних наклонов преобразо-
вателей.  

 
5.  Показано, что если томографические данные рассеяния не доступны в полном 

объеме, то аппаратная функция алгоритма обработки таких данных приобретает, в общем 
случае, мнимую часть, что, в свою очередь, усложняет восстановление правильных коли-
чественных значений акустических характеристик в области томографирования. В связи с 
этой проблемой разработан алгоритм обработки неполных данных, который предназначен 
для восстановления и последующего разделения томограмм – пространственных распре-
делений скорости звука, плотности среды и коэффициента поглощения. Данный алгоритм 
основан на различном частотном поведении рассеивающих компонент.  

Показано, что в условиях неполных данных (приводящих к комплексной аппарат-
ной функции), но при этом априори известной частотной зависимости коэффициента по-
глощения, раздельное воспроизведение томограмм скорости звука, плотности среды и ко-
эффициента поглощения возможно за счет использования, как минимум, трех частотных 
спектров. Однако когда зависимость коэффициента поглощения от частоты становится 
линейной, наличие мнимой части у аппаратной функции приводит к неразделимому “пе-
ремешиванию” вкладов в томограмму от скоростного и поглощающего членов. Тем са-
мым, разделение скоростной и поглощающей компонент по частотному признаку стано-
вится принципиально невозможным, хотя при этом вклад от плотностной компоненты по-
прежнему выделяется правильно. 

Для еще более общей ситуации – неизвестной частотной зависимости коэффициен-
та поглощения в сочетании с комплексной аппаратной функцией – разработан итерацион-
ный алгоритм, позволяющий восстановить отдельно не только вышеупомянутые томо-
граммы скорости звука, плотности и коэффициента поглощения, но и получить оценку 
дополнительного диагностического параметра – показателя степени частотной зависимо-
сти коэффициента поглощения в каждой точке томографируемого объекта. Такой итера-
ционный алгоритм нуждается в данных, полученных минимум для четырех частотных 
спектров.  

 
6.  В целях введения в томографическую установку дополнительного режима, по-

зволяющего получать карту вектора скорости кровотока, разработаны аддитивно-
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корреляционный и мультипликативно-корреляционный методы восстановления. Доста-
точная глубина проникновения зондирующих ультразвуковых импульсов внутрь органа 

обеспечивается относительно низкими частотами 21  МГц. Для определения вектора 
скорости предложено использовать факт смещения во времени спекл-структуры на про-
межуточных изображениях, получаемых по данным рассеяния при фиксированном излу-
чателе с участием селекции движущихся рассеивателей – кластеров крови. При этом ко-
личественное значение и направление вектора скорости в каждой точке органа определя-
ются с помощью пространственной фильтрации фрагментов изображений, соответствую-
щих последовательным посылкам зондирующих импульсов. Вектор скорости кровотока 
оценивается независимо от величины реального перемещения крови за полное время из-
мерений благодаря тому, что при посылках импульсов разными излучателями допустима 
полная смена движущихся рассеивателей в области томографирования. Численным моде-
лированием подтверждена возможность определения как постоянного, так и переменного 
пространственного распределения вектора скорости в поперечном сечении кровеносного 
сосуда, а также проиллюстрирована хорошая помехоустойчивость решения к случайным 
аппаратурным помехам и к случайным смещениям малоподвижного фона.  

 
7.  В целях применения строгих функциональных алгоритмов к решению акустиче-

ской обратной задачи рассеяния проанализирована взаимосвязь между различными функ-
циональными алгоритмами, и исследован вопрос о возможности однозначного восстанов-
ления характеристик рассеивателя. Впервые выполнено численное моделирование безы-
терационного функционального алгоритма Новикова–Гриневича–Манакова (НГМ-
алгоритм), который строго учитывает эффекты многократного рассеяния и позволяет вос-
станавливать внутреннюю структуру двумерных рассеивателей произвольной формы. 
Подтверждена высокая точность НГМ-алгоритма при восстановлении акустических реф-
ракционно-поглощающих рассеивателей в прикладных задачах томографического типа. 
Проиллюстрирована высокая помехоустойчивость алгоритма по отношению к ошибкам 
воспроизведения рассеивателя, имеющим двоякую природу: во-первых, это случайные 
шумы эксперимента; во-вторых, это те составляющие данных рассеяния, которые порож-
дены высокочастотными компонентами пространственных спектров рассеивателя и его 
вторичных источников. Показано, что, в отличие от двухшагового метода, НГМ-алгоритм 
обеспечивает одновременное восстановление как изначально неизвестных крупномас-
штабных деталей, так и тонкой структуры рассеивателя; при этом разрешающая способ-
ность тонкой структуры по-прежнему близка к одной трети длины волны. 

 
8.  На моделях акустических идеально жестких и идеально мягких рассеивателей с 

различными волновыми размерами исследованы пределы практической работоспособно-
сти функционального НГМ-алгоритма. Численным моделирование получен приближен-
ный количественный критерий, который свидетельствует о возникновении неустойчиво-
сти решения, приводящей к заметному ухудшению качества восстановления НГМ-
алгоритмом даже в присутствии регуляризации решения. Данный критерий связан со зна-
чением обусловленности линейных систем уравнений, решаемых в процессе восстановле-
ния рассеивателя. Одновременно показано, что область устойчивой работоспособности 
алгоритма в монохроматическом режиме оказывается значительно шире, чем это предпо-
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лагалось изначально, и данное обстоятельство делает алгоритм еще более перспективным 
для применения в практических задачах. Параллельно выявлены особенности рассеяния, 
присущие собственно граничным рассеивателям. В частности, показано, что рассеиваю-
щая способность мягкого цилиндрического рассеивателя, по сравнению с жестким рас-
сеивателем, оказывается гораздо больше при одном и том же малом волновом размере. 

 
9.  Предложен, детально разработан и численно апробирован способ обобщения 

функциональных схем, изначально использующих монохроматический режим зондирова-
ния исследуемого объекта, на случай многочастотного режима. В рамках этого, впервые 
выполнено численное моделирование функционального модифицированного двумерного 
алгоритма. Выявлены преимущества модифицированного алгоритма, по сравнению с 
НГМ-алгоритмом: сокращение количества вычислительных операций и возможность эф-
фективного обобщения на многочастотный режим. В процессе решения обратной задачи 
предложено объединять данные рассеяния, измеренные на разных частотах, на основе ап-
риори известных частотных зависимостей различных компонент (рефракционной, плотно-
стной, поглощающей) функции рассеивателя. Показано, что такой прием приводит к 
уравнениям связи, отсутствующим в монохроматическом варианте. При численной реали-
зации алгоритма разработана схема решения задачи в пространстве, фурье-сопряженном к 
пространству углов падения зондирующих волн и углов приема рассеянного поля. Пока-
зано, что проблема неустойчивости восстановления сильных рассеивателей, возникающая 
в монохроматическом режиме, может быть снята многочастотным режимом. При этом ка-
чество оценки различных компонент рассеивателя в многочастотном режиме значительно 
лучше оценки в виде простого усреднения монохроматических решений. Показано, что 
помехоустойчивость алгоритма к случайным ошибкам достаточно высока. В то же время 
показано, что влияние рассеяния назад, играющее для алгоритма роль помехи другого ти-
па, можно снизить за счет угловой фильтрации обобщенной амплитуды рассеяния в про-
цессе восстановления. В итоге, модифицированный алгоритм оказывается перспективным 
для его использования в практических целях как в монохроматическом, так и в многочас-
тотном вариантах. 

 
10.  В рамках развития алгоритмического обеспечения трехмерных систем акусти-

ческого томографирования впервые осуществлено численное восстановление модельных 
трехмерных рассеивателей различной силы, размера и знака контраста на основе моно-
хроматического функционального алгоритма. Показано, что, в отличие от предшествую-
щей приближенной версии трехмерного функционального алгоритма, рассмотренная 
строгая версия позволяет получать количественные оценки характеристик рассеивателя, 
близкие к истинным. Показано, что полный объем томографических трехмерных данных в 
сочетании с полноценным учетом процессов многократного рассеяния волн приводят к 
тому, что дискретизованная алгоритмическая схема решения практически не имеет жест-
ких ограничений на силу рассеивателей. Предложена регуляризация решения с помощью 
дополнительной пространственно-спектральной фильтрации; при этом оказалось, что фи-
нальная оценка рефракционной и поглощающей компонент рассеивателя почти не зависит 
от конкретных деталей такой регуляризации, что важно для практики. Дополнительно 
численным моделированием проиллюстрировано, что трехмерная обратная задача уже в 
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монохроматическом варианте обладает лучшей помехоустойчивостью решения, чем дву-
мерная обратная задача при одинаковых размерах и контрастах восстанавливаемых рас-
сеивателей. Выявлено, что помехоустойчивость трехмерного алгоритма к случайным 
ошибкам в исходных данных достаточно высока для практических целей диагностики. 
Показано, что в случае томографирования рассеивателей несимметричной формы недос-
татком алгоритма является большое количество вычислительных операций, что обуслов-
лено как большим объемом обрабатываемых исходных данных, так и необходимостью 
организации при реконструкции итерационного цикла, тем более долгого, чем сильнее 
восстанавливаемый рассеиватель. 
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